1
Die grundlegenden Prinzipien

Die Bewegung fester Korper war eines der frithesten Gebiete, dem sich die Pionie-
re der Physik widmeten. Aus ihren Untersuchungen entwickelte sich ein weites Feld,
das heute als analytische Mechanik oder Dynamik oder einfach als Mechanik bekannt
ist. Im zwanzigsten Jahrhundert entstand die Bezeichnung ,klassische Mechanik® in
Abgrenzung zu neueren physikalischen Theorien, insbesondere der Quantenmecha-
nik. Wir werden diesem Gebrauch folgen, werden dabei aber den Teil der Mechanik,
der aus der speziellen Relativititstheorie folgt, mit einschlieBen. Die Absicht dieses
Buches ist, die Struktur der klassischen Mechanik zu entwickeln und einige ihrer An-
wendungen vorzustellen, die in der modernen Physik von Interesse sind.

Grundlage jeder Darstellung der Mechanik sind physikalische Konzepte wie
Raum, Zeit, Gleichzeitigkeit, Masse und Kraft. Im iiberwiegenden Teil des Buches
werden diese Begriffe nicht kritisch hinterfragt, sondern vielmehr als undefinierte,
aber dem Leser vertraute Begriffe vorausgesetzt.

11
Die Mechanik von Massenpunkten

Mit r wollen wir den Vektor eines Massenpunkts vom Koordinatenursprung aus ge-
rechnet bezeichnen, mit v entsprechend seine vektorielle Geschwindigkeit, die als

dr

v=—

dt

definiert ist. Der lineare Impuls (oder einfach Impuls) p ist als Produkt der Masse und
der Geschwindigkeit des Massenpunkts definiert,

(1.1)

p=muv. (1.2)

Durch Wechselwirkungen mit anderen Objekten oder Feldern konnen verschiedene
Krifte auf einen Massenpunkt einwirken, beispielsweise Gravitationskrifte oder elek-
tromagnetische Krifte. Die Vektorsumme aller Krifte auf den Massenpunkt ergibt die
Gesamtkraft F.

Die Mechanik eines solchen Massenpunkts wird durch das zweite Newtonsche Axi-
om beschrieben, wonach die Bewegung des Massenpunkts in einem geeigneten Be-
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zugssystem durch die Differentialgleichung

dp
F=-S=p 1.
Tl (1.3)
oder
F= %(m'v) (1.4)

beschrieben wird.
In den meisten Fillen ist die Masse des Massenpunkts konstant, sodass sich GI.
(1.1) auf
dv

F=my =ma (1.5)

reduziert, wobei a die Beschleunigung des Massenpunkts ist, die durch

d’r
a= 12 (1.6)
definiert ist. Die Bewegungsgleichung ist somit eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung, wenn wir annehmen, dass F nicht von hoheren Ableitungen abhingt.

Ein Bezugssystem, in welchem GI. (1.3) gilt, hei3t Inertialsystem oder Galileisches
System. Selbst innerhalb der klassischen Mechanik ist das Konzept eines Inertialsys-
tems eine Idealisierung. Meist ist es aber moglich, ein Koordinatensystem zu wihlen,
das dieser Idealisierung hinreichend nahe kommt. In vielen Fillen ist ein mit der Erde
verbundenes Bezugssystem (Laborsystem) bereits eine hinreichende Annéherung an
ein Inertialsystem; in der Astronomie ist es jedoch gelegentlich nétig, ein Inertialsys-
tem durch Bezug auf entfernte Galaxien zu konstruieren.

Viele der wichtigen Ergebnisse der Mechanik kénnen in Form von Erhal-
tungssitzen ausgedriickt werden, die angeben, unter welchen Bedingungen bestimmte
mechanische GroBen zeitlich unverinderlich sind. Gleichung (1.3) liefert direkt den
ersten solchen Erhaltungssatz, den

Impulserhaltungssatz: Wenn die Gesamtkraft F verschwindet, ist p =0
und der lineare Impuls p bleibt erhalten.

Der Drehimpuls eines Massenpunkts um einen Punkt O wird mit L bezeichnet; er
ist durch

L=rxp (1.7)

definiert, wobei r der Radiusvektor von O zu dem Massenpunkt ist; dabei ist die Rei-
henfolge der Faktoren im Vektorprodukt von Bedeutung. Das Drehmoment um O ist
als

N=rxF (1.8)
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definiert. Die zu Gl. (1.3) analoge Gleichung fiir N erhalten wir, indem wir das Vek-
torprodukt von r mit Gl. (1.4) bilden,

d
rxF=N=rx—(mv). (1.9)
dr
Mithilfe der Vektoridentitét
d(r>< v)=vX 'u+r><d( v) (1.10)
- m = m —\m .
de de ’

in welcher der erste Term auf der rechten Seite offensichtlich verschwindet, kann
Gl. (1.9) als

L (1.11)

&&

N:%(rxmv):

geschrieben werden. Dabei hiangen sowohl N als auch L von dem Punkt O ab, auf den
sie bezogen sind.

Genau wie GI. (1.1) liefert auch die Drehimpulsgleichung (1.11) einen Erhaltungs-
satz, und zwar den

Drehimpulserhaltungssatz: Wenn das Gesamt-Drehmoment N null ist,
dann gilt L = 0 und der Drehimpuls L bleibt erhalten.

Als nichstes betrachten wir die Arbeit, die eine duflere Kraft F bei der Bewegung
von einem Punkt 1 zu einem Punkt 2 an einem Massenpunkt leistet. Sie ist definiti-
onsgemil gleich

2
Wn:/ F-.ds. (1.12)
1

Fiir konstante Masse (was wir im Folgenden stets annehmen werden, sofern nicht
ausdriicklich etwas anderes gesagt wird) reduziert sich das Integral in GI. (1.12) auf

dv m (d, ,
/F'ds—m/a'vdt—z/a(v)dt,

und damit wird
m

WQ:E(U%—U%). (1.13)

Die skalare GroBe mv? /2 nennt man die kinetische Energie des Massenpunkts und
bezeichnet sie mit 7', sodass die geleistete Arbeit gleich der Anderung der kinetischen
Energie ist,

Wo=1-T. (1.14)

Wenn das Kraftfeld so beschaffen ist, dass die Arbeit Wi, fiir jeden physikalisch
moglichen Weg zwischen 1 und 2 identisch ist, so bezeichnet man die Kraft (und das
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System) als konservativ. Eine alternative Beschreibung eines solchen Systems erhilt
man, wenn man sich vorstellt, dass der Massenpunkt auf einem beliebigen Weg von
Punkt 1 nach Punkt 2 gelangt und danach auf einem anderen Weg wieder zu Punkt 1
zuriickkehrt. Wegen der Wegunabhiéngigkeit von Wy, folgt sofort, dass die Arbeit, die
entlang eines solchen geschlossenen Weges geleistet wird, null sein muss,

%F-ds:(). (1.15)

Offensichtlich kann ein System nicht konservativ sein, wenn Reibungs- oder andere
Dissipationskrifte vorhanden sind, denn F - ds ist fiir Reibungskriifte stets positiv, und
das Integral kann daher nicht verschwinden.

Nach einem Theorem aus der Vektoranalysis ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass die Arbeit W}, unabhidngig vom Weg ist, den der Massenpunkt
nimmt, wenn F als Gradient einer skalaren Funktion des Ortes geschrieben werden
kann,

F=-VV(r), (1.16)

wobei V' Potential oder potentielle Energie genannt wird. Die Existenz von V kann
intuitiv begriindet werden. Wenn W, unabhingig vom Integrationsweg zwischen den
Punkten 1 und 2 sein soll, dann sollte es moglich sein, Wi, als Anderung einer Grofe
auszudriicken, die alleine von den beiden Endpunkten abhingt. Diese Grofie soll mit
—V bezeichnet werden, sodass fiir ein differentielles Wegstiick die Beziehungen

F.ds=—dV

oder

v
Js

gelten, die dquivalent zu GI. (1.16) sind. Dabei kann man in Gl. (1.16) zu V noch eine
beliebige rdumlich konstante Groe addieren, ohne die Ergebnisse zu beeinflussen.
Die Wahl des Nullpunkts von V ist folglich beliebig.

Die durch die Krifte in einem konservativen System geleistete Arbeit ist

FS‘:

Wo=Vi—V,. 1.17)
Durch Kombination der Gln. (1.17) und (1.14) ergibt sich

hL+Vi=Th+V,. (1.18)
Das ist — in der Sprache der Mathematik ausgedriickt — der

Energieerhaltungssatz fiir einen Massenpunkt: Wenn auf einen Massen-
punkt nur konservative Krdifte wirken, dann bleibt seine Gesamtenergie
T +V erhalten.
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Die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft kann manchmal durch den Gradien-
ten einer skalaren Funktion gegeben sein, die explizit sowohl von der Position des
Massenpunkts als auch von der Zeit abhingt. Die Arbeit

F-ds:—a—vds,
ds

die in diesem Fall an dem Massenpunkt verrichtet wird, wenn er die Strecke ds
zuriicklegt, ist dann nicht mehr durch die Anderung —V zwischen Anfangs- und End-
punkt gegeben, da sich V wihrend der Bewegung des Massenpunkts veridndert. Somit
kann die verrichtete Arbeit nicht mehr als Differenz der Funktion V an diesen Punk-
ten ausgedriickt werden. Obwohl eine Gesamtenergie T 4 V immer noch definiert sein
kann, bleibt sie wihrend der Bewegung des Massenpunkts nicht erhalten.

1.2
Die Mechanik eines Systems von Massenpunkten

Wenn wir die Gedanken aus dem vorigen Abschnitt auf ein System aus vielen Mas-
senpunkten verallgemeinern wollen, so miissen wir zwischen duferen Krdften unter-
scheiden, die aullerhalb des Systems entstehen und von auflen auf die Massenpunkte
wirken, und inneren Krdften, die die Wirkung aller anderen Massenpunkte im System
auf (beispielsweise) den i-ten Massenpunkt beschreiben. Somit ist die Bewegungs-
gleichung (zweites Newtonsches Axiom) fiir den i-ten Massenpunkt

Y Ei+F =p;. (1.19)
J

wobei F;(e) fiir eine dufBere Kraft steht und Fj; die innere Kraft des j-ten auf den i-ten
Massenpunkt ist (Fj; ist offensichtlich null). Wir nehmen an, dass die F; (ebenso wie

die F;(e)) Newtons drittem Axiom in seiner urspriinglichen Fassung gehorchen, dass
die Krifte, die zwei Teilchen aufeinander ausiiben, gleich grofl und entgegengesetzt
gerichtet sind. Diese Annahme (die im {ibrigen nicht fiir alle Arten von Kriften gilt)
wird manchmal das schwache Wechselwirkungsprinzip genannt.

Wenn wir iiber alle Massenpunkte summieren, so erhalten wir aus GI. (1.18)

2
%me :ZE(CHZ@. (1.20)
i i i#j

Die erste Summe auf der rechten Seite ist gerade die gesamte duflere Kraft F (¢). Der
zweite Term verschwindet, da das Wechselwirkungsprinzip besagt, dass jedes Paar-
summe Fj; + F;; null ist. Um die linke Seite zu vereinfachen, definieren wir einen
Vektor R als Mittelwert der mit ihren jeweiligen Massen gewichteten Ortsvektoren
der Massenpunkte,

_ Ymir _ Ymir;
Yom; M

(1.21)
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<X

(0]

Abbildung 1.1 Der Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten.

Der Vektor R definiert den Schwerpunkt des Systems (Abb. 1.1). Mit dieser Definition
reduziert sich GI. (1.19) auf

d2
Mo = Y F =F@© (1.22)

Diese Gleichung besagt, dass sich der Schwerpunkt bewegt, als ob die gesamte duflere
Kraft auf die gesamte Masse des Systems wirkt, die im Schwerpunkt konzentriert ist.
Innere Krifte haben deshalb — sofern sie das dritte Newtonsche Axiom befolgen —
keinen Einfluss auf die Bewegung des Schwerpunkts. Ein oft verwendetes Beispiel
ist die Bewegung einer explodierenden Granate; der Schwerpunkt ihrer Bruchstiicke
bewegt sich so, als wire die Granate noch ein einziges Stiick (unter Vernachlidssigung
des Luftwiderstands). Dasselbe Prinzip kommt auch bei Diisen- oder Raketenantrie-
ben ins Spiel. Damit die Bewegung des Schwerpunkts konstant bleibt, muss der mit
hoher Geschwindigkeit erfolgende Ausstof3 der Abgase durch die Vorwirtsbewegung
des Flugkorpers ausgeglichen werden.
Nach Gl. (1.20) ist der gesamte Impuls des Systems

dr; dR
P= — =M— 1.23
Lm dt dr (1.23)
gleich der Gesamtmasse des Systems multipliziert mit der Geschwindigkeit des
Schwerpunkts. Fiir die Bewegung des Schwerpunkts, Gl. (1.22), gilt folglich die

Impulserhaltung fiir ein System von Massenpunkten: Wenn keine resultie-
rende dufere Kraft auf ein System wirkt, so bleibt der Impuls erhalten.

Um den Gesamtdrehimpuls des Systems zu berechnen, miissen wir das Vektor-
produkt r; x p; bilden und iiber i summieren. Wenn wir das fiir Gl. (1.19) tun, dann
erhalten wir mithilfe der Identitét aus Gl. (1.10)

d . e
zmxp,-)=2dt(nXp,-)=L=);an,.<>+i§jnxzr,,-. (1.24)

i i
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Abbildung 1.2 Der Vektor r; zwischen zwei Massenpunkten i und j.

Wenn wir nun noch beriicksichtigen, dass Aktion gleich Reaktion ist (Wechselwir-
kungsprinzip), konnen wir den letzten Term auf der rechten Seite von GI. (1.24) als
Summe von Paaren der Form

rixFi+r x Fj = (rj—r) x Fj; (1.25)

auffassen. Da r; — r; der Vektor r;; von j nach i ist (vgl. Abb. 1.2), konnen wir die
rechte Seite von GI. (1.25) auch als

rij X Fjj

schreiben. Wenn die (entgegengesetzt gleichen) Krifte zwischen zwei Teilchen ent-
lang der Verbindungslinie der beiden Teilchen wirken — eine Bedingung, die unter
der Bezeichnung starkes Wechselwirkungsprinzip bekannt ist — dann verschwinden
alle diese Vektorprodukte. Die Summe iiber die Paare ist dann null und wir kénnen
Gl. (1.24) in der Form

dL

& _ NG 1.26
& (1.26)
schreiben: Die zeitliche Ableitung des Gesamtdrehimpulses ist gleich dem Moment
der duBeren Kraft an dem betrachteten Drehpunkt. In Worten ergibt sich aus Gl. (1.26)
die

Erhaltung des Gesamtdrehimpulses: L ist zeitlich konstant, wenn das an-
gewendete (dufiere) Drehmoment null ist.

(Es ist wichtig, zu betonen, dass dies ein Vekfortheorem ist, d.h. L, bleibt erhalten,
wenn NZ@ null ist, selbst wenn N)EC) und/oder N}ge) von null verschieden sind.)

Die Drehimpulserhaltung in Abwesenheit duerer Krifte gilt nur, wenn das schwa-
che Wechselwirkungsprinzip erfiillt ist. Die Drehimpulserhaltung in Abwesenheit

duferer Drehmomente gilt, wenn das starke Wechselwirkungsprinzip erfiillt ist — wenn
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Schwer-
punkt

Abbildung 1.3 Die bei der Verschiebung des Bezugspunktes fiir den
Drehimpuls auftretenden Vektoren.

die auftretenden Krifte also alle Zentralkrifte sind. Viele der iiblicherweise vorkom-
menden physikalischen Krifte, beispielsweise die Gravitation, erfiillen diese letzte
Bedingung. Es gibt aber auch Krifte, fiir die zwar Aktion gleich Reaktion gilt, die aber
trotzdem keine Zentralkrifte sind. In einem System, das bewegte Ladungen enthilt,
verletzen die durch das Gesetz von Biot—Savart berechneten Kréfte beide Varianten
des Wechselwirkungsprinzips'. Die Gln. (1.22) und (1.26) sowie die entsprechenden
Erhaltungssitze sind dann nicht anwendbar, jedenfalls nicht in der hier angegebenen
Form. In der Regel ist es in diesen Fillen aber moglich, eine geeignete Verallgemei-
nerung von P bzw. L zu definieren, die erhalten bleibt. So bleibt in einem isolierten
System aus bewegten Ladungen die Summe des mechanischen und des elektromagne-
tischen ,,Drehimpulses” des Feldes erhalten.

Gleichung (1.23) besagt, dass der Gesamtimpuls eines Systems gleich dem Impuls
ist, den man erhilt, wenn die gesamte Masse im Schwerpunkt konzentriert ist und sich
mit diesem bewegt. Der entsprechende Satz fiir den Drehimpuls ist komplizierter. Der
Gesamtdrehimpuls des Systems bezogen auf den Koordinatenursprung O ist

L=Yrxpi.
;

Wir bezeichnen den Vektor vom Punkt O zum Schwerpunkt des Systems mit R und
den Vektor vom Schwerpunkt zum i-ten Massenpunkt mit rl-’ . Dann ist (sieche Abb. 1.3)

rr=r+R (1.27)
und
vi=v+v,
1) Wenn sich zwei Ladungen gleichférmig bewe- Wenn sich zwei Ladungen entlang der Linien
gen und ihre Geschwindigkeitsvektoren paral- in einem ,, T bewegen, also in zueinander senk-
lel, aber nicht senkrecht zur Verbindungslinie rechten Richtungen und so, dass Teilchen 2
der beiden Ladungen sind, so sind die Krifte gerade auf Teilchen 1 zufliegt, dann tibt Teil-
zwischen ihnen entgegengesetzt gleich, zeigen chen 2 eine magnetische Kraft auf Teilchen 1

aber nicht entlang ihrer Verbindungslinie. aus, nicht aber umgekehrt.
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wobei

vi%
T dt

die Geschwindigkeit des Schwerpunkts relativ zam Ursprung ist und

/
,_dr

v = i
odr

die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunkts relativ zum Schwerpunkt des Systems.

Mit GI. (1.27) nimmt der Gesamtdrehimpuls dann die Form

d
L:;Rxmiv—i—;r{ X m;v] + (Zl:m,r,’> X v+ Rx azj:mir;.

an. Die beiden letzten Terme in diesem Ausdruck verschwinden, da beide den Faktor
Y. m;r] enthalten. Dies ist die Definition des Schwerpunkts in einem Koordinatensys-
tem, dessen Ursprung im Schwerpunkt liegt; folglich ist dieser Term gleich null. Damit
erhalten wir fiir den Gesamtdrehimpuls um O

L=RxMv+) rxp;. (1.28)
i

In Worten besagt Gl. (1.28), dass der Gesamtdrehimpuls eines Systems um einen
Punkt O gleich dem Drehimpuls des im Schwerpunkt konzentrierten Systems plus
dem Drehimpuls der Bewegung um den Schwerpunkt ist. Die Form von GI. (1.28)
zeigt, dass L im Allgemeinen wegen des Vektors R von der Wahl des Ursprungs O
abhingt. Nur wenn der Schwerpunkt beziiglich O ruht, ist der Drehimpuls unabhingig
vom Bezugspunkt. In diesem Fall verschwindet der erste Term in Gl. (1.28) und L re-
duziert sich auf den Drehimpuls um den Schwerpunkt.

Zuletzt wollen wir noch die Energiegleichung betrachten. Wie im Fall eines ein-
zelnen Massenpunkts berechnen wir die durch alle Krifte geleistete Arbeit, wenn das
System aus einem Anfangszustand 1 in einen Endzustand 2 gebracht wird:

2 2 2
W12:Z/1 F,--ds,-:Z/l E(e)-ds,-—i—:Z/l Fy-ds; . (1.29)

i#]

Auch hier konnen wir die Integrale unter Benutzung der Bewegungsgleichungen auf

2 2 2
Z/] E"dSi:Z/l miﬁi-vidt:Z/l d(%miviz)
i i i

reduzieren. Demnach kann die geleistete Arbeit wieder als Differenz der kinetischen
Energien am Ende und am Anfang geschrieben werden:

Wi=15L-T1,
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wobei T die gesamte kinetische Energie des Systems ist,

T=15Y mv}. (1.30)
i

Wenn wir gemaB Gl. (1.27) auf Schwerpunktskoordinaten transformieren, dann erhal-
ten wir fiir 77

T = %Zmi(v—kv{).(v—l—vi’)
7

d
- %Zmivz—i—%me{z—f—v-a <Zm,r{> )
1 l 1

Aus denselben Griinden wie bei der Berechnung des Drehimpulses verschwindet der
letzte Term und wir erhalten

T =M+ 1Y mv?. (1.31)
i

Wie der Drehimpuls besteht also auch die kinetische Energie aus zwei Anteilen: die
kinetische Energie, die man erhilt, wenn die gesamte Masse des Systems im Schwer-
punkt konzentriert ist, plus die kinetische Energie der Bewegung um den Schwer-
punkt.

Wir betrachten nun die rechte Seite von Gl. (1.29). In dem Spezialfall, dass die
duBeren Krifte als Gradienten eines Potentials geschrieben werden konnen, kann der
erste Term in der Form

2 2
2/1 F;‘(e)'dSiI—Z/l ViViedsi=—-Y Vi
i i i

wobei der Index i am Nabla-Operator bedeutet, dass nach den Komponenten von r;
abzuleiten ist. Wenn die inneren Krifte ebenfalls konservativ sind, dann konnen die
Krifte Fj; und F; zwischen dem i-ten und dem j-ten Massenpunkt aus einer Potenti-
alfunktion Vj; berechnet werden. Damit das starke Wechselwirkungsprinzip erfiillt ist,
kann V;; nur eine Funktion der Abstéinde zwischen den Massenpunkten sein,

2
b
1

Vi =Vy(lri—rl) . (1.32)
Die beiden Krifte sind dann automatisch entgegengesetzt gleich,

Fj=-V,V; =+V,V;; = —F;, (1.33)
und sind entlang der Verbindungslinie der beiden Massenpunkte gerichtet,

VVilri=nl) = (ri=n)f (1.34)

wobei f eine skalare Funktion ist. Wire V;; auch eine Funktion der Differenz ande-
rer Vektoren, die mit den Massenpunkten verbunden sind, etwa ihrer Geschwindig-
keiten oder (um einen Schritt in die moderne Physik zu wagen) ihrer intrinsischen
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»opin“drehimpulse, dann wiren zwar die Krifte noch entgegengesetzt gleich, aber
nicht mehr entlang der Verbindungslinie beider Massenpunkte gerichtet.

Wenn alle Krifte konservativ sind, kann der zweite Term in Gl. (1.29) als Summe
iiber Paare von Massenpunkten geschrieben werden. Die Terme fiir jedes Paar haben
die Form

2
*/1 (ViVij-dsi +V;Vj-ds;) .

Wenn wir den Differenzvektor r; — r; mit r;; und den Gradienten beziiglich r;; mit Vj;
bezeichnen, dann ist

ViVij = VijVij = =V Vy

und
ds; —ds; =dr;—dr; =dr; ,

sodass der Term fiir das Paar ij nun die Form
- / VijVij-dr;j

annimmt. Die gesamte Arbeit aufgrund der inneren Krifte ist dann

2
1 _ 1
—52/1 ViiVijdrj = =3 ) Vi

i 7]

2
. (1.35)
1

Der Faktor | tritt in Gl. (1.35) auf, weil in der unabhéngigen Summation tiber i und
Jj jedes Mitglied eines Paares zweimal enthalten ist, einmal in der Summation {iber i
und noch einmal in der Summation iiber j.

Aus diesen Uberlegungen wird deutlich, dass in dem Fall, dass sowohl die duBeren
als auch die inneren Krifte aus Potentialen hergeleitet werden konnen, eine gesamte
potentielle Energie

V=3YVit3) V. (1.36)
i i#]

des Systems definiert werden kann, die die Eigenschaft besitzt, dass die Gesamtener-

gie T 4V erhalten bleibt — das Analogon des Erhaltungssatzes (1.18) fiir einen ein-

zelnen Massenpunkt.

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (1.36) wird innere potentielle Ener-
gie des Systems genannt. Sie ist im Allgemeinen ist nicht null, und — noch wichtiger
— sie kann sich im Laufe der Zeit dndern. Nur fiir eine besondere Klasse von Syste-
men, die man starre Kérper nennt, bleibt das innere Potential immer konstant. Formal
kann ein starrer Korper als ein System von Massenpunkten definiert werden, in dem
die Abstidnde r;; fest und zeitlich konstant sind. In diesem Fall konnen die Vektoren
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dr;; nur senkrecht auf den r;; und damit zu den Fj; stehen. Deshalb leisten die inneren
Krdfte in einem starren Korper keine Arbeit, und das innere Potential muss konstant
bleiben. Da das Gesamtpotential ohnehin nur bis auf eine additive Konstante bestimmt
ist, kann ein unverinderliches inneres Potential bei der Diskussion der Bewegung ei-
nes Systems vollstindig auBer acht gelassen werden.

1.3
Randbedingungen

Aus den vorangegangenen Abschnitten konnte man den Eindruck gewinnen, dass sich
alle Probleme der Mechanik auf die Losung der Differentialgleichungen (1.18),

mif; = F + Y F;,
J

zuriickfiihren lassen. Wir miissen nur die Krifte einsetzen, die auf die Massenpunk-
te des Systems wirken, die mathematische Zaubermiihle anwerfen und bekommen
die Losungen fix und fertig auf’s Tablett! Selbst von einem physikalischen Stand-
punkt aus betrachtet ist diese Annahme aber zu sehr vereinfacht. Zum Beispiel kann
es notwendig sein, Randbedingungen zu berticksichtigen, die die Bewegung des Sys-
tems einschrinken. Wir haben bereits eine Art von Systemen angetroffen, die Rand-
bedingungen erfiillen muss: In starren Kdrpern miissen die Abstinde r;; der Massen-
punkte immer konstant bleiben. Auch viele andere Systeme miissen Randbedingun-
gen erfiillen. Die Kugeln in einem Abakus sind durch die Stiitzdrihte, auf denen sie
aufgezogen sind, auf eine eindimensionale Bewegung eingeschrinkt. Gasmolekiile
in einem Behilter sind durch die Gefilwinde gezwungen, sich nur innerhalb des
Behilters zu bewegen. Ein Massenpunkt, der auf die Oberflidche einer harten Kugel
gesetzt wird, kann sich nur auf der Oberfliche (oder ganz auflerhalb) der Kugel be-
wegen.

Randbedingungen kénnen auf verschiedene Art klassifiziert werden; die im Fol-
genden verwendete Variante soll nun kurz vorgestellt werden. Wenn die Randbedin-
gungen durch Gleichungen dargestellt werden konnen, die Beziehungen zwischen den
Koordinaten der Massenpunkte (und moglicherweise der Zeit) ausdriicken und die die
Form haben

f(rl,rz,rg,...,t):O, (1.37)

dann sprechen wir von holonomen Randbedingungen. Das einfachste Beispiel fiir ho-
lonome Randbedingungen liefert der starre Korper, dessen Randbedingungen durch
Gleichungen der Form
22 2
(r; — r )—c ii=0

beschrieben werden. Ein Massenpunkt, der gezwungen ist, sich liangs einer Kurve oder
einer Fldche zu bewegen, ist ein anderes leicht iiberschaubares Beispiel fiir holonome
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Randbedingungen, wobei die Gleichung der Kurve oder Fldche gleichzeitig die Rand-
bedingung angibt.

Randbedingungen, die nicht auf diese Weise ausgedriickt werden konnen, heiflen
nichtholonom. Die Winde eines Behilters bewirken eine nichtholonome Randbedin-
gungen auf die darin enthaltenen Gasmolekiile. Die Randbedingung fiir einen Mas-
senpunkt auf der Oberfliche einer Kugel ist auch nichtholonom, denn sie kann als
Ungleichung

r2—a220

geschrieben werden (wobei a der Radius der Kugel ist), die nicht die Form von
Gl. (1.37) hat. Daher wird ein Massenpunkt, der in einem Gravitationsfeld auf die
oberste Stelle der Kugel gelegt wird, ein Stiick die Oberfliche herunterrollen und dann
herunterfallen.

Randbedingungen werden weiterhin danach eingeteilt, ob die zugehorigen Glei-
chungen die Zeit explizit enthalten (rheonome Randbedingungen) oder zeitun-
abhingig sind (skleronome Randbedingungen). Wenn eine Perle sich auf einem
ruhenden Draht entlang bewegt, handelt es sich um eine skleronome Randbedin-
gungen; bewegt sich der Draht dabei selbst auf definierte Weise fort, so handelt es
sich um eine rheonome Randbedingung. Wenn sich der Draht aber nur als Reaktion
auf die Bewegung der Perle bewegt, so geht die Zeitabhédngigkeit der Randbedingung
nur indirekt durch die Koordinaten des Drahtes (die Teil der Systemkoordinaten sind)
in die Gleichung fiir die Randbedingung ein; insgesamt ist die Randbedingung dann
skleronom.

Randbedingungen fithren zu zwei Komplikationen bei der Losung mechanischer
Probleme. Erstens sind die Koordinaten r; nicht ldnger alle unabhingig, da sie durch
die Gleichungen der Randbedingungen miteinander verkniipft sind. Folglich sind die
Bewegungsgleichungen (1.19) nicht mehr unabhéngig voneinander. Zweitens sind die
Zwangskrifte (z.B. die Kraft, die der Draht auf die Perle oder die Wandung auf die
Gasteilchen ausiibt) nicht a priori bekannt. Sie gehoren zu den Unbekannten des Pro-
blems und miissen als Teil der gesuchten Losung bestimmt werden. Die Angabe von
Randbedingungen fiir ein System bedeutet letztlich nichts anderes als die Aussage,
dass Krifte im System vorhanden sind, die nicht im einzelnen angegeben werden
konnen, deren Wirkung auf die Bewegung des Systems aber bekannt sind.

Fiir holonome Randbedingungen kann die erste Schwierigkeit durch die
Einfithrung veraligemeinerter Koordinaten iiberwunden werden. Bisher haben wir
stillschweigend in kartesischen Koordinaten gedacht. Ein System aus N Massenpunk-
ten ohne Randbedingungen besitzt 3N unabhingige Koordinaten oder Freiheitsgra-
de. Wenn holonome Randbedingungen in Form von k Gleichungen der Form von
Gl. (1.37) existieren, so konnen wir mit ihrer Hilfe k der 3N Koordinaten eliminieren,
sodass 3N — k unabhiéngige Koordinaten iibrig bleiben. Man spricht dann von 3N — k
Freiheitsgraden. Die Eliminierung der abhiingigen Variablen kann auch ausgedriickt
werden, indem man 3N — k neue, unabhéngige Variablen q1,q> . .., g3y— einfiihrt. Mit
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Abbildung 1.4 Ebenes Doppelpendel.

ihrer Hilfe konnen die alten Koordinaten ry,r;,...,ry durch Gleichungen der Form
ri = ri(quq....¢3nv-k1)
: (1.38)
rv = rn(qi.q2....q3n—k.t)

ausgedriickt werden, die die Randbedingungen bereits implizit enthalten. Diese Glei-
chungen konnen entweder als Transformationsgleichungen zwischen den Variablen
r; und den g; oder aber als Parameterdarstellungen der r; aufgefasst werden. Dabei
wird stets angenommen, dass wir von den g; wieder auf die r; zuriick transformie-
ren konnen, d.h., dass wir die Gln. (1.38) zusammen mit den k Gleichungen fiir die
Randbedingungen invertieren konnen, um die g; als Funktion der r; sowie der Zeit zu
erhalten.

Im Allgemeinen lassen sich die verallgemeinerten Koordinaten ¢; nicht wie die kar-
tesischen Koordinaten zu Vektoren zusammenfassen. Fiir den Fall eines Massenpunkts
auf einer Kugeloberfliche sind sinnvolle verallgemeinerte Koordinaten offensichtlich
zwei Winkel, die die Lage auf der Kugel beschreiben (z.B. Breite und Linge). Fiir ein
Doppelpendel, das sich in einer Ebene bewegt (zwei Massenpunkte, die durch einen
starren, leichten Stab miteinander verbunden sind und die durch einen weiteren Stab
an einem der Massenpunkte aufgehiingt sind), sind die verallgemeinerten Koordina-
ten die beiden Winkel 6, und 6, (Abb. 1.4). Verallgemeinerte (nicht-kartesische) Ko-
ordinaten sind oft auch in Systemen ohne Randbedingungen niitzlich. Beispielsweise
enthilt das System eines Massenpunkts in einem duBeren Zentralkraftfeld V =V (r)
keine Randbedingungen, aber es ist offensichtlich vorteilhaft, sphérische Polarkoordi-
naten (Kugelkoordinaten) anstelle von kartesischen Koordinaten zu verwenden. Wir
diirfen bei verallgemeinerte Koordinaten aber nicht nur an die herkdémmlichen ortho-
gonalen Ortskoordinaten denken. Als verallgemeinerte Koordinaten eignen sich die
unterschiedlichsten Groen. So konnen die Amplituden in einer Fourierentwicklung
von r; als verallgemeinerte Koordinaten verwendet werden, wihrend es in anderen
Fillen zweckmiBig sein kann, Groen mit der Dimension einer Energie oder eines
Drehimpulses zu verwenden.
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[0) X

Abbildung 1.5 Eine vertikale Scheibe, die auf einer
horizontalen Ebene rollt.

Wenn die Randbedingung nichtholonom ist, so konnen wir die Gleichungen fiir
die Randbedingungen nicht verwenden, um die abhiingigen Variablen zu eliminieren.
Ein hiufiges Beispiel fiir ein System mit einer nichtholonomen Randbedingung ist
ein Korper, der auf einer rauen Flidche rollt, ohne zu rutschen. Die zur Beschreibung
des Systems benutzten Koordinaten werden im Allgemeinen Winkelkoordinaten ent-
halten, um die Orientierung des Korpers anzugeben, und Koordinaten, die den Ort
des Korpers auf der Fliche beschreiben. Die Randbedingung ,,Rollen” verbindet die-
se zwei Sitze von Koordinaten; sie sind nicht unabhiingig. Eine Anderung der Ori-
entierung des Korpers bedeutet unvermeidlich eine Anderung seiner Lage. Trotzdem
konnen wir die Anzahl der Koordinaten nicht verringern, denn die Bedingung ,,Rollen*
kann nicht durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten im Sinne von Gl. (1.37)
beschrieben werden. Es handelt sich hier um eine Bedingung fiir die Geschwin-
digkeiten (d.h. der Beriihrungspunkt ist stationdr), also um eine Differentialbedin-
gung, die erst nach der Losung des Problems in integrierter Form angegeben werden
kann.

Ein einfaches Beispiel soll diesen Punkt illustrieren. Wir betrachten eine Scheibe,
die auf der horizontalen xy-Ebene rollt, wobei die Ebene der Scheibe stets vertikal
sein soll. Um ihre Bewegung zu beschreiben, konnen wir die x- und y-Koordinaten
des Scheibenzentrums verwenden, einen Drehwinkel ¢ um die Scheibenachse und
einen Winkel 6 zwischen Scheibenachse und x-Achse (Abb. 1.5). Die Randbedingung
bewirkt, dass der Betrag der Geschwindigkeit v des Scheibenzentrums proportional
Zu ¢ ist,

vzagf),

wobei a der Radius der Scheibe ist. Ihre Geschwindigkeit steht senkrecht zur Schei-
benachse,

X =wvsin6 ,

y=—vcosf .
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Wenn wir diese Bedingungen kombinieren, so erhalten wir zwei Differentialgleichun-
gen fiir die Randbedingungen

dx—asinfdyp =0,

dy+acosfdp =0. (1.39)

Diese Gleichungen konnen nicht integriert werden, bevor das vollstindige Problem
gelost ist, d.h. wir konnen keinen integrierenden Faktor f (x, y,9,¢) finden, der ei-
ne der Gleichungen in ein exaktes Differential iiberfiihrt (vgl. Aufgabe 4). Folglich
konnen die Randbedingungen nicht in der Form von Gl. (1.37) geschrieben werden;
sie sind also nichtholonom. Physikalisch betrachtet sehen wir, dass es keinen direk-
ten Zusammenhang zwischen ¢ und den Koordinaten x, y und 6 geben kann, da die
Scheibe an jedem Punkt ihrer Bahn in einem tangential zu ihrer momentanen Bahn
liegenden Kreis mit beliebigen Radius rollen kann. Am Ende eines solchen Prozesses
besitzen die Variablen x, y und 6 wieder ihre urspriinglichen Werte, wihrend ¢ sich
um einen Betrag verdndert hat, der vom Radius des durchlaufenen Kreises abhiingt.

Natiirlich stellen nichtintegrable Differentialgleichungen wie Gl. (1.39) nicht die
einzige Art nichtholonomer Randbedingungen dar. Ebenso konnen Randbedingungen
in Form von hoheren Ableitungen oder — wie wir bereits gesehen haben — von Unglei-
chungen auftreten.

Probleme mit holonomen Randbedingungen sind immer formal losbar, teilweise
deshalb, weil die abhingigen Koordinaten eliminiert werden konnen. Es gibt aber
kein allgemeines Verfahren zur Losung von nichtholonomen Féllen. Wenn es sich
um nichtintegrable Randbedingungen handelt, konnen die Differentialgleichungen der
Randbedingungen mit den Differentialgleichungen der Bewegung kombiniert und die
abhingigen Gleichungen mithilfe von Lagrange-Multiplikatoren eliminiert werden.

Wir werden auf diese Methode spiter zuriickkommen. Die gemeineren Fille mit
nichtholonomen Randbedingungen miissen individuell behandelt werden, und folg-
lich muss bei der Entwicklung der formalen klassischen Mechanik fast immer ange-
nommen werden, dass jede eventuell vorliegende Randbedingung holonom ist. Diese
Einschrinkung beschrinkt die Anwendbarkeit der Theorie nicht sehr, obwohl viele
der Randbedingungen, die uns in der Wirklichkeit begegnen, nichtholonom sind. Der
Grund dafiir ist, dass das gesamte Konzept der Randbedingungen, denen ein System
durch das Vorhandensein von Drihten, Flichen oder Winden unterworfen ist, nur fiir
makroskopische oder rdumlich sehr ausgedehnte Probleme geeignet ist. Physiker sind
aber vorwiegend an atomaren oder subatomaren Problemen interessiert. Hier beste-
hen alle Objekte, egal ob innerhalb oder au3erhalb des Systems, aus Molekiilen, Ato-
men oder kleineren Massenpunkten, die definierte Krifte aufeinander ausiiben, und
der Begriff der Randbedingung wird willkiirlich und taucht selten auf. Randbedin-

2) In Systemen mit nur zwei Koordinaten kann fiir eine Differentialgleichung
erster Ordnung als Randbedingung stets ein integrierender Faktor gefunden
werden; daher sind derartige Randbedingungen automatisch holonom. Ein

bekanntes Beispiel ist die zweidimensionale Bewegung eines Kreises, der
auf einer geneigten Ebene rollt.
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gungen werden dann nur als mathematische Idealisierungen der realen physikalischen
Situation oder als klassische Néherungen fiir eine quantenmechanische Eigenschaft
eingesetzt — z.B. die Rotation eines starren Korpers anstelle des ,,Spins™. Derartige
Randbedingungen sind stets holonom und fiigen sich ohne Schwierigkeit in die Theo-
rie ein.

Um die zweite Komplikation zu iiberwinden, dass ndmlich die Zwangskrifte a
priori unbekannt sind, formulieren wir die Mechanik so, dass die Zwangskrifte ver-
schwinden. Wir brauchen uns dann nur mit den bekannten Kriften im System zu be-
fassen. Einen Hinweis auf ein geeignetes Vorgehen gibt die Tatsache, dass in einem
speziellen System mit Randbedingungen, namlich einem starren Korper, die von den
inneren Kriften (die hier die Zwangskrifte sind) geleistete Arbeit verschwindet. Wir
werden diesen Anhaltspunkt in den nachfolgenden Abschnitten verfolgen und die dar-
in enthaltenen Ideen verallgemeinern.

14
Das Prinzip von d’Alembert und die Lagrange-Gleichungen

Unter einer virtuellen (infinitesimalen) Verriickung eines Systems versteht man eine
Verinderung der Konfiguration des Systems als Ergebnis beliebiger infinitesimaler
Koordinatenidnderungen dr;, die mit den Randbedingungen im Einklang stehen, denen
das System zu einem Zeitpunkt t unterliegt. Die Verriickung wird virtuell genannt, um
sie von einer realen Verriickung des Systems zu unterscheiden, die wihrend eines Zei-
tintervalls d¢ stattfindet, in dem sich die Krifte und Randbedingungen @ndern konnen.
Wir setzen voraus, dass das System im Gleichgewicht ist, dass also die an jedem Mas-
senpunkt angreifende Gesamtkraft verschwindet: F; = 0. Dann muss offensichtlich
auch das Skalarprodukt F; - 8r; verschwinden, also die virtuelle Arbeit der Kraft F ent-
lang der Verriickung &r;. Die Summe dieser verschwindenden Skalarprodukte iiber
alle Massenpunkt muss folglich ebenfalls null sein:

Y F-éri=0. (1.40)

So weit sind wir auf nichts physikalisch Neues gestolen. Nun teilen wir die F in die
ausgetibte Kraft F;(a) und die Zwangskraft f; auf,

F=FY+f, (1.41)
und erhalten so aus GlI. (1.40)

Y EY 84+ Y fi-6r=0. (1.42)

Wir beschrinken uns nun auf Systeme, fiir die die virtuelle Arbeit der Zwangs-
krdfte gleich null ist. Wir haben bereits gesehen, dass diese Bedingung beispielswei-
se fiir starre Korper erfiillt ist; dasselbe trifft aber auch auf eine gro3e Zahl anderer
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Randbedingungen zu. Wenn sich ein Massenpunkt auf einer Fliche bewegen muss,
so steht die Zwangskraft senkrecht auf der Flidche, wihrend die virtuelle Verriickung
tangential zu ihr erfolgt, also im rechten Winkel zur Zwangskraft; die virtuelle Arbeit
verschwindet folglich. Wenn Gleitreibung vorliegt, gilt das jedoch nicht mehr; sol-
che Systeme werden wir daher vermeiden. Diese Einschriankung ist gliicklicherweise
nicht so gravierend, wie es zunichst den Anschein haben mag, denn die Reibung ist
im wesentlichen eine makroskopische Erscheinung. Rollreibungskrifte verletzen die
angegebene Bedingung nicht, da hier die Kréfte an einem ruhenden Punkt angreifen
und daher bei einer mit den Randbedingungen im Einklang stehenden infinitesima-
len Verriickung keine Arbeit leisten konnen. Wenn sich ein Massenpunkt auf einer
ihrerseits bewegten Fliche fortbewegt, so ist die Zwangskraft in jedem Augenblick
senkrecht zur Oberfliache, und die Arbeit entlang einer virtuellen Verriickung ist im-
mer noch null, obwohl die Arbeit entlang einer realen Verriickung in der Zeit d¢ nicht
unbedingt verschwinden muss.

Fiir das Gleichgewicht des Systems erhalten wir somit die Bedingung, dass die
virtuelle Arbeit der ausgeiibten Krifte verschwinden muss,

Y FY.8r=0. (1.43)

Gleichung (1.43) wird oft Prinzip der virtuellen Arbeit genannt. Die Koeffizienten
der &r; diirfen hier nicht einfach gleich null gesetzt werden, d.h. im Allgemeinen
ist F;(a) = 0. Der Grund dafiir ist einfach, dass die 8r; nicht unabhéngig sind, son-
dern iiber die Randbedingungen miteinander zusammenhingen. Um die Koeffizienten
zum Verschwinden zu bringen, muss man das Prinzip in eine Form {iiberfiihren, die
die voneinander unabhingigen virtuellen Verriickungen der g; enthélt. Genau dies er-
reicht Gl. (1.41), da sie die f; nicht enthilt; sie gilt aber nur fiir den statischen Fall,
wihrend wir eine Bedingung benétigen, die die allgemeine Bewegung des Systems
beschreibt. Um zu einem solchen Prinzip zu gelangen, machen wir von einem Kunst-
griff Gebrauch, der zuerst von Jacob Bernoulli eingefiihrt und spiter von d’ Alembert
weiterentwickelt wurde. Die Bewegungsgleichungen

F = p;
konnen in der Form
F—-p;=0

geschrieben werden. Diese Beziehung besagt, dass sich die Massenpunkte eines Sys-
tems im Gleichgewicht befinden, wenn die auf sie einwirkende Kraft gleich der Sum-
me aus der tatsdchlich ausgeiibten Kraft plus einer ,,entgegengesetzt wirkenden effek-
tiven Kraft* — p; ist. Anstelle von GI. (1.40) konnen wir sofort schreiben

Y (F—pi)-dri=0, (1.44)

1
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und wenn wir wieder wie oben die Aufteilung in ausgeiibte Kréfte und Zwangskrifte
vornehmen, erhalten wir

)y (E(a) —pi)-8ri+Y fi-8r=0.
i i
Wir beschrinken uns wieder auf Systeme, fiir die die virtuelle Arbeit der Zwangskrifte
verschwindet, und erhalten daher

Z(E(a) —p,-)-sr,-:o. (1.45)

1
Diese Beziehung wird oft als Prinzip von d’Alembert bezeichnet. Wir haben damit
unser Ziel erreicht: Die Zwangskrifte tauchen nicht mehr in der Gleichung auf, so-
dass wir den Index @ nun weglassen konnen, ohne Unklarheiten zu riskieren. Die
Beziehung ist aber noch nicht geeignet, um daraus Bewegungsgleichungen fiir das
System ableiten zu konnen. Dazu miissen wir das Prinzip so umformulieren, dass es
die virtuellen Verriickungen der verallgemeinerten Koordinaten enthilt, die (fiir holo-
nome Randbedingungen) voneinander unabhiéngig sind, sodass die Koeffizienten der
dq; einzeln null gesetzt werden konnen.

Die Transformation von den r; zu den g; erfolgt auf der Grundlage der Transfor-

mationsgleichungen (1.38),

'}:’}(QI’QZ,,th) (1'45/)

(fiir n unabhéngige Koordinaten) und der iiblichen Rechenregeln fiir die partielle Dif-
ferentiation. So sind die v; iiber die Beziehung

Z aa T+ a” (1.46)
n

mit den ¢, verkniipft. Entsprechend héngen die virtuellen Verriickungen &r; mit den
virtuellen Verriickungen 8¢; durch

&r; = Z ar’ (1.47)

zusammen. Hier taucht keine Variation 8¢ der Zeit auf, da sich die virtuellen
Verriickungen definitionsgemaf nur auf Auslenkungen der Koordinaten beziehen.
(Nur dann ist die virtuelle Verriickung immer senkrecht zur Zwangskraft, auch wenn
sich die Randbedingung selbst im Laufe der Zeit dndert.)

Mithilfe verallgemeinerter Koordinaten lisst sich die virtuelle Arbeit der Krifte F;
als

or;
;F}-Sn = ;E aiqj&]j

= ) 0% (1.48)
J

19
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schreiben, wobei die Q; die Komponenten der verallgemeinerten Kraft sind, die durch
or;

0Oi=) FF-— (1.49)
! 2,: " g

definiert sind. Dabei miissen die Q; nicht unbedingt die Dimension einer Kraft be-
sitzen, genau wie die g; auch nicht die Dimension einer Linge besitzen miissen; das
Produkt Q;q; muss aber stets die Dimension einer Arbeit haben. Beispielsweise kann
Q; ein Drehmoment N; und dg; ein differentieller Winkel d6; sein; das Produkt Q; df;
entspricht dann wie verlangt einer differentiellen Arbeit.

Wir wenden uns jetzt dem anderen Term in Gl. (1.45) zu, der in der Form

Y pi-dri=Y m¥;-or;

geschrieben werden kann. Nun driicken wir die 8r; durch Gl. (1.47) aus und erhalten

or;
%;mlr, 3 =—398q; .

Betrachten wir nun die Beziehung

L O o fd L o . dfon
;mirl.aqj;[dt (m,r, 8qj>_mlrl T <aqj>} . (1.50)

Im letzten Term von Gl. (1.50) kdnnen wir die Reihenfolge der Differentiation nach ¢
und g; vertauschen, denn in Analogie zu Gl. (1.46) gilt

()% y P o
t \ 9g; dq; aqjaqk aqjat
o
g -

AuBerdem sehen wir aus Gl. (1.46), dass

Jv; Or;
— = . 1.51
94  Ig; (0

Wenn wir das in Gl. (1.50) einsetzen, so erhalten wir

Zmr =3 L (- 2 ) — - 2%
i X - - dt Y1 aq.] Y1 aql ’

1

und der zweite Term auf der linken Seite von GI. (1.45) wird zu

2[4 ()] & ()
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Zi%miviz ist gerade die kinetische Energie 7" des Systems; damit erhalten wir das
Prinzip von d’ Alembert [GI. (1.45)] in der Form

d /oT oT
{5 (55) 5] -ofo =0 12

In einem kartesischen Koordinatensystem verschwinden die partiellen Ableitungen
von T nach den g; und folglich auch die nach dg/dt. In der Sprache der Differen-
tialgeometrie heifit das, dass dieser Term aufgrund der Kriimmung der Koordinaten
g; entsteht. In Polarkoordinaten taucht die Zentripetalbeschleunigung in der partiellen
Ableitung von T nach der Winkelkoordinate auf. Dabei ist zu beachten, dass 7" nur fiir
Inertialsysteme eine Bedeutung besitzt.

Bis jetzt haben wir keinerlei Bedingung an die Randbedingungen gestellt auBer
dass die von ihnen verursachte Arbeit bei virtuellen Verriickungen null sein soll. Die
Variablen g; konnen beliebige Koordinaten sein, mit denen die Bewegung des Systems
beschrieben werden kann. Wenn die Randbedingungen jedoch holonom sind, dann
konnen wir unabhingige Koordinaten g; finden, die die Randbedingungen implizit in
den Transformationsgleichungen (1.38) enthalten. Eine beliebige virtuelle Verriickung
8¢ ist dann unabhingig von 8¢y, und Gl. (1.52) kann nur dann erfiillt sein, wenn alle
einzelnen Koeffizienten verschwinden,

d [oT oT
— |5 )—5—=0;. 1.53
dr (E)q]) aqj' QJ ( )
Insgesamt gibt es n solcher Gleichungen.

Wenn die Krifte aus einer skalaren Potentialfunktion V hergeleitet werden konnen,
dann ist

F=-VVv.

In diesem Fall konnen wir die verallgemeinerten Kréfte als

or; or;
i _yvyy. 2L
: ),: 9gj

o :;E'qu

schreiben. Das ist genau der Ausdruck fiir die partielle Ableitung einer Funktion
=V (ri,r2,...,ry.t) nach gj,

1
Q= _871/ ] (1.54)
Damit wird aus GI. (1.53)
d /oT o(T—V) _
a () - 1

In dieser Form sind die Bewegungsgleichungen nicht auf konservative Systeme be-
schrinkt; das System ist nur dann konservativ, wenn V nicht explizit von der Zeit
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abhingt (vgl. S. 5). So wie wir es hier definiert haben, hdangt das Potential V nicht von
den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ab. Daher konnen wir einen Term mit V' in
die partielle Ableitung von nach den ¢; einfiigen:

d (8(T—V)) Lar-v)

a aq] aq]'

Wir definieren nun die Lagrange-Funktion L als
L=T-V; (1.56)

damit werden die Gln. (1.53) zu

d /oL oL
i (54) 35 =" (437

Diese Beziehungen werden auch als Lagrange-Gleichungen bezeichnet.

Fiir einen gegebenen Satz von Bewegungsgleichungen gibt es keine eindeutige
Wahl der Lagrange-Funktion in dem Sinn, dass die Gln. (1.57) auf die Bewegungs-
gleichungen in dem gewiinschten Satz von verallgemeinerten Koordinaten fithren. In
den Aufgaben 8 und 10 wird daher gezeigt, dass wenn L(q, g,t) eine giiltige Lagrange-
Funktion und F(q,r) eine beliebige differenzierbare Funktion der verallgemeinerten
Koordinaten und der Zeit sind, die Funktion

. . dF
U@%ﬁ=L@%ﬁ+a; (1.57)

ebenfalls eine Lagrange-Funktion ist, die zu denselben Bewegungsgleichungen fiihrt.
Oft ist es auch moglich, weitere Lagrange-Funktionen zu finden, die nicht aus dieser
Vorschrift entstehen (siehe Aufgabe 20). Gleichung (1.56) ergibt stets eine korrekte
Lagrange-Funktion fiir ein konservatives System; sie liefert aber nicht die einzige fiir
dieses System mogliche Lagrange-Funktion.

1.5
Geschwindigkeitsabhéngige Potentiale und die Dissipationsfunktion

Die Lagrange-Gleichungen konnen auch dann in die Form von Gl. (1.57) gebracht
werden, wenn keine Potentialfunktion V im iiblichen Sinn existiert, sofern die verall-
gemeinerten Krifte von einer Funktion U(gj,¢;) gemif

oU d [JdU
o=+ 3 (5) (139

abgeleitet sind. In diesem Fall folgen die Gln. (1.57) aus den Gln. (1.53), sofern die
Lagrange-Funktion als

L=T-U (1.59)
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definiert ist. U kann als ,,verallgemeinertes™ oder ,,geschwindigkeitsabhingiges Po-
tential“ bezeichnet werden. Ein solches ,,Potential“ ist nicht nur von rein akademi-
schem Interesse; es findet Anwendung bei einem sehr wichtigen Typ von Kraftfeldern,
ndmlich den elektromagnetischen Kriften auf bewegte Ladungen. Mit Blick auf die
enorme Bedeutung dieses Gebiets wollen wir hier noch etwas verweilen.

Wir betrachten eine elektrische Ladung g mit der Masse m, die sich mit einer Ge-
schwindigkeit v in einem ansonsten feldfreien Gebiet bewegt, das von einem elektri-
schen Feld E und einem Magnetfeld B erfiillt wird, die beide vom Ort und von der
Zeit abhidngen. Die Ladung spiirt dann die Lorentz-Kraft

F=g[E+(vxB)]. (1.60)

Sowohl E (x,y,z,t) als auch B(x,y,z,t) sind stetige Funktionen von Ort und Zeit, die
aus einem Skalarpotential ¢(x,y,z,¢) und einem Vektorpotential A(x,y,z,7) gemifR

E— 7v¢7%‘? (1.61a)

bzw.

B=VxA (1.61b)

abgeleitet werden konnen. Die Kraft auf die Ladung kann aus der folgenden geschwin-
digkeitsabhingigen potentiellen Energie bestimmt werden:

U=qp—qgA-v. (1.62)

Die Lagrange-Funktion L = T — U ist somit

L:%mvz—qqﬁ—l—qu. (1.63)
Wenn wir nur die x-Komponente der Lagrange-Gleichungen betrachten, dann erhalten
wir

0A 0A, 0A, dp dA,
¥ = - = — | —q| = . 1.64
i "(”Xax Ty T )T e T (1.64)

Das totale Differential von A, hingt mit der partiellen Ableitung von A, nach der Zeit
durch

dA, O0A,
G _ VA,
dr ot v
A, A A, A
= — = p—a —_— 1.65
o oy Ty Ty, (1.65)

zusammen. Durch Kombination dieser Gleichungen erhalten wir die Bewegungsglei-
chungen des Systems fiir die x-Richtung,

m)'c':q[Ex—i—('u xB)x] ) (1.66)

23
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Der komponentenweise Vergleich von Gl. (1.66) mit Gl. (1.60) zeigt, dass die beiden
Gleichungen identisch sind, folglich kann die Gleichung fiir die Lorentz-Kraft aus den
Gln. (1.61) und (1.62) abgeleitet werden.

Wenn nicht alle der auf das System wirkenden Krifte aus einem Potential ableitbar
sind, konnen die Lagrange-Gleichungen stets in der Form

d /oL oL

alsi) 3. =9

dt 8q i aqj'
geschrieben werden, wobei L wie gewohnt das Potential der konservativen Kréfte
enthilt und Q; die Kriifte beschreibt, die nicht von einem Potential herriihren. Eine sol-
che Situation liegt oft vor, wenn Reibungskrifte auftreten. Reibungskrifte sind haufig

proportional zur Geschwindigkeit des Massenpunkts, sodass ihre x-Komponente die
Form

Fry= —kyvy

besitzt. Reibungskrifte dieses Typs konnen durch eine Funktion ¥, die Rayleighsche
Dissipationsfunktion, beschrieben werden. Thre Definition ist

F =LY (kixv? +kiyvl, + kvl (1.67)
i

wobei die Summation iiber alle Massenpunkte des Systems erfolgt. Aus dieser Defi-
nition folgt offensichtlich

0F

FR,)C,' = - a’l} s
Xi

oder symbolisch
Fr=-Vy, T . (1.68)

Man kann die Dissipationsfunktion auch physikalisch interpretieren. Die vom System
gegen die Reibung geleistete Arbeit ist

dWg = —Fr-dr = —Fg-vdt = (kyv} + ko3 +k0?) dr .

Demnach ist 2F der Anteil an der Energiedissipation, der von der Reibung herriihrt.
Die Komponente der verallgemeinerten Kraft, die aus der Reibungskraft resultiert, ist
or;
9g;
OF;
9;

Bri o
0j= zi:FR,i'aTIj ==Y V7-

:—ZVUT'

oF
- 1.69
9q; (1.6

[wegen GI. (1.51)]
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Ein Beispiel hierfiir ist das Stokessche Gesetz fiir eine Kugel mit Radius a, die sich
mit einer Geschwindigkeit v in einem Medium der Viskositét 1 bewegt und dabei eine
Reibungskraft Fr = 6ntnav erfihrt.
Die Lagrange-Gleichungen mit Dissipation lauten
d<8L)8L ai:o; (1.70)
de \dg; ) dg;  9q;

es sind folglich zwei skalare Funktionen L und # nétig, um die Bewegungsgleichun-
gen zu erhalten.

1.6
Einfache Anwendungen der Lagrange-Gleichungen

Die vorigen Abschnitte zeigen, dass uns fiir Systeme, fiir die man eine Lagrange-
Funktion definieren kann, d.h. fiir holonome Systeme mit Kriften, die von ei-
nem gewohnlichen oder verallgemeinerten Potential herleitbar sind, eine recht be-
queme Methode zur Verfiigung steht, die Bewegungsgleichungen aufzustellen. Den
Lagrange-Formalismus erhielten wir aus dem Bestreben, die Zwangskrifte aus den
Bewegungsgleichungen zu eliminieren. Wihrend wir dieses Ziel erreichten, haben
wir noch viele weitere Vorteile realisiert. Wenn wir die Bewegungsgleichungen in
ihrer urspriinglichen Form aus GI. (1.19) aufstellen, so miissen wir mit vielen vekto-
riellen Kriften und Beschleunigungen umgehen. Bei dem Verfahren nach Lagrange
brauchen wir lediglich zwei skalare Funktionen T und V, was die Situation erheblich
vereinfacht.

Wir konnen nun ein Standardverfahren fiir alle Probleme der Mechanik erstellen,
auf die der Formalismus von Lagrange anwendbar ist. Dazu miissen wir nur 7" und
V in verallgemeinerten Koordinaten ausdriicken, aus ihnen L bilden und in GI. (1.57)
einsetzen, um die Bewegungsgleichungen zu erhalten. Die benétigte Transformation
von T und V von kartesischen auf verallgemeinerte Koordinaten erreichen wir durch
Anwendung der Transformationsgleichungen (1.38) und (1.45'). So ist 7' im Allge-
meinen durch

2

or, . or

T=Limol =L im (Zaq,qf*ar)
i i Jj

gegeben. Wenn man die Entwicklung durchfiihrt, zeigt sich schnell, dass T in verall-
gemeinerten Koordinaten die Form

T =Moo+ Y Migi+3 Y Midjdr (1.71)
7 Jk
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besitzen muss, wobei My, M; und Mj; Funktionen von r und ¢ und damit von g und ¢
sind. Ein Vergleich zeigt, dass

o\’

1

or; or;
M; = §i mi=’ "3 (1.72)
und
Br,- ar,-
Aljk— Ei ml‘aiqj'aqk .

Die kinetische Energie eines Systems kann daher stets als Summe dreier homogener
Funktionen der verallgemeinerten Geschwindigkeiten geschrieben werden,

r=nH+T+1o, (1.73)

wobei T nicht von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten abhéngt, 77 linear und
T, quadratisch in ihnen ist. Wenn die Transformationsgleichungen die Zeit nicht ex-
plizit enthalten, was moglich ist wenn die Randbedingungen unabhingig von der Zeit
(skleronom) sind, dann ist nur der letzte Term in GI. (1.71) von null verschieden und
T ist immer eine homogene quadratische Form in den verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten.

Wir wollen nun einige einfache Beispiele fiir dieses Verfahren betrachten.

1. Ein einzelner Massenpunkt im Raum

a) Kartesische Koordinaten

b) Zweidimensionale Polarkoordinaten
2. Die Fallmaschine nach Atwood
3. Zeitabhingige Randbedingungen: eine Perle auf einem rotierenden Draht
1. Bewegung eines einzelnen Massenpunkts

a) Behandlung in kartesischen Koordinaten.
Die in GI. (1.53) bendtigten verallgemeinerten Krifte sind offensichtlich
Fy, F, und F;. Damit wird

T=ym(@+7+2),

o _or_ar _,
ox dy 9z
o _ e T_ . T_ .
5 = M a}_}fmy, 5 =M
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und die Bewegungsgleichungen lauten

d, . d, . d |
a(mx):FX, d—t(my):Fy, d—t(mz):Fz. (1.74)

Wir sind damit wieder bei den urspriinglichen Newtonschen Bewegungs-
gleichungen gelandet.

Behandlung in zweidimensionalen Polarkoordinaten.
Nun miissen wir 7 durch 7 und 6 ausdriicken. Die Transformationsglei-
chungen (1.38) lauten in diesem Fall einfach

x=rcosf und y=rsinf.

In Analogie zu Gl. (1.46) sind die Geschwindigkeiten durch
%=rcosd—rfsind und y=rsinf+rfcosd.

Die kinetische Energie T = $m(x* +?) lisst sich damit als
T=1m [r‘z 1 (ré)z} (1.75)

schreiben.

Eine alternative Herleitung von GIl. (1.75) ohne Weglassen der z-
Koordinate ist moglich, wenn man beachtet, dass die Komponenten der
Geschwindigkeit in Polarkoordinaten folgendermaf3en angegeben werden
konnen: 7 entlang r und 70 in der Richtung senkrecht zu r, die wir durch
den Einheitsvektor @ bezeichnen. Somit ist das Quadrat der Geschwindig-
keit in Polarkoordinaten, 2 + (r)?. Mithilfe der Beziehung

dr =#dr+r0do+kdz

fiir den differentiellen Ortsvektor dr in Zylinderkoordinaten unter der Ein-
schrinkung z = 0 (# und 0 sind die Einheitsvektoren in 7- und 0-Richtung)
erhalten wir die Komponenten der verallgemeinerten Kraft aus der Defi-
nition Gl. (1.49)

Qr_F'Q:Fu?:Fry
or
or N

Q9 F-ﬁ—F-FO—ng,

da die Ableitung von r beziiglich 6 (aufgrund der Definition einer Ab-
leitung) ein Vektor in Richtung 8 ist (Abb. 1.6). Es gibt hier zwei ver-
allgemeinerte Koordinaten und deshalb zwei Lagrange-Gleichungen. Die
Ableitungen, die in der Gleichung fiir r auftreten, sind

o _ e T, 4 (oT\_ .
or Ve p T g \ar ) T
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rA6n

r(@+A6)

A6 r(0)

O|

Abbildung 1.6 Die Ableitung von rr nach 6.

und die Gleichung selbst lautet
mit —mrf* = F,,

wobei der zweite Term die Zentripetalbeschleunigung beschreibt. Fiir die
Gleichung in 6 sind die benétigten Ableitungen
oT oT d

o _ o _ Ao g .
3 0, % mr-g , dt(mr@) mr=0 4+ 2mrig |

sodass wir fiir die Gleichung erhalten

d . . .
I (mr29) =mr*0 +2mrif = rFy .
Die linke Seite dieser Gleichung ist gerade die Ableitung des Drehim-
pulses nach der Zeit und die rechte Seite das angewendete Drehmoment.
Somit haben wir wieder die Drehimpuls-Gleichung (1.26) mit L = mr*0
und N(®) = rFj hergeleitet.

2. Die Fallmaschine nach Atwood (Abb. 1.7) ist ein Beispiel fiir ein konservatives
System mit holonomen skleronomen Randbedingungen (die Rolle soll masse-
los sein und sich ohne Reibung drehen). Offensichtlich gibt es hier nur eine
unabhingige Koordinate x; die Lage des zweiten Gewichts ist durch die Rand-
bedingung bestimmt, dass die Linge des Seils zwischen den Gewichten gleich
[ ist. Die potentielle Energie ist

V=-Mgx—Myg(l—x);

die kinetische Energie ist

T =M +M).

Wenn wir beide Gleichungen kombinieren, erhalten wir die Lagrange-Funktion

L=T-V=3(M +M)&*+Mgx+Mg(l—x).
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=

Abbildung 1.7 Die Fallmaschine nach Atwood.

Es gibt hier nur eine Bewegungsgleichung, die die Ableitungen

oL oL
F (My —M3)g und Fri (M + Ma)x

enthilt. Folglich ist
(Ml —|—M2)5€ = (M] —Mz)g

oder

. M —M;
i=—"g.
M1+M2g

Das ist das bekannte Ergebnis, das auch auf elementare Weise erhalten werden
kann. Dieses triviale Beispiel zeigt besonders deutlich, dass die Zwangskrifte —
hier die Seilspannung — nirgends im Lagrange-Formalismus erscheinen.

3. Eine auf einem rotierenden Draht in einem krdftefreien Raum gleitende Perle.
Der Draht soll in diesem Beispiel gerade sein und in der xy-Ebene liegen, wih-
rend er gleichformig um die z-Achse rotiert. Dieses System soll als einfaches
Beispiel fiir eine zeitabhiingige Randbedingung dienen; die Transformations-
gleichungen enthalten hier die Zeit explizit,

x=rcoswr (w = Winkelgeschwindigkeit der Rotation) ,

y=rsinwt (r = Entfernung von der Rotationsachse auf dem Draht) .

Obwohl wir T (hier gleich L) auf dem gleichen Wege finden konnten, der uns
zu Gl. (1.71) gefiihrt hatte, ist es einfacher, Gl. (1.64) direkt zu verwenden. Wir
driicken die Randbedingung durch die Beziehung § = w aus und erhalten

T = %m (f2 + r2w2) .
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T ist jetzt keine homogene quadratische Funktion der verallgemeinerten Koor-
dinaten mehr, weil nun ein zusitzlicher Term auftritt, der 7 nicht enthilt. Die
Bewegungsgleichung lautet

mit —mrw? =0

oder

P =rw?.

Das ist die bekannte Gleichung fiir einen harmonischen Oszillator, nur mit ei-
nem anderen Vorzeichen. Die Losung r = e* fiir eine anfinglich auf dem Draht
ruhende Perle zeigt, dass die Perle bei der Rotation exponentiell nach aufien be-
schleunigt wird. Auch hier gibt die Methode keinen Hinweis auf die Zwangs-
kraft, die die Perle auf dem Draht hilt. Gleichung (1.26) liefert mithilfe des
Drehimpulses L = mr’w = mr(% e die Kraft F = N /r und somit die Zwangs-
kraft F = 2mrow?e*!, die senkrecht auf dem Draht und der Drehachse steht.
Die Losung kann allgemeiner gefasst werden, indem e’ durch rycoshwt bzw.
eine Summe von sinh- und cosh-Termen, der Exponentialterm im Drehimpuls
durch cosh?wr + ... und e* in der Kraft durch sinhwr ersetzt wird.

Theoretische Aufgaben

1. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung fiir einen einzelnen Massenpunkt mit

konstanter Masse auf folgende Differentialgleichung fiir die kinetische Energie
fiihrt:

dr
— =F-.v,
dt v

wihrend die entsprechende Gleichung fiir eine verdnderliche Masse

d(mT)

:F-
dt v

lautet.

. Zeigen Sie, dass der Betrag R des Ortsvektors des Schwerpunkts von einem

beliebigen Koordinatenursprung aus durch die Beziehung

2p2 _ 2_ 1 2
MR —MZmir,- —§Zm,~mjr,-j
i i#]

gegeben ist.
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3. Ein System aus zwei Massenpunkten soll die Bewegungsgleichungen (1.22)
und (1.26) befolgen. Zeigen Sie mithilfe der Bewegungsgleichungen der bei-
den Massenpunkte, dass die inneren Krifte zwischen den Massenpunkten so-
wohl das schwache als auch das starke Wechselwirkungsprinzip erfiillen. Der
verwendete Gedankengang kann auf ein System aus beliebig vielen Massen-
punkten verallgemeinert werden und beweist so die Umkehrung der Schlussfol-
gerungen, die zu den Gln. (1.22) und (1.26) gefiihrt hatten.

4. Die Gln. (1.39) fiir die Randbedingungen der rollenden Scheibe sind Spezialfil-
le allgemeiner linearer Differentialgleichungen fiir Randbedingungen der Form

™=

gi(x1,...,x,)dx; =0.
i

Eine Gleichung dieser Form fiir eine Randbedingung ist nur dann holonom,
wenn ein integrierender Faktor f(xj,...,x,) existiert, der das Differential exakt
macht. Diese Funktion muss offensichtlich die Bedingung

A(fg:) _ 9(/8))

an a ax,'
fiir alle i # j erfiillen. Zeigen Sie, dass fiir keine der Gln. (1.39) ein solcher
Faktor existiert.

5. Zwei Réder mit Radius «a sind so auf die Enden einer gemeinsamen Achse der
Linge b montiert, dass sie sich unabhingig voneinander drehen konnen. Die
ganze Anordnung rollt ohne zu rutschen iiber eine Ebene. Zeigen Sie, dass fiir
die Randbedingungen zwei nichtholonome Gleichungen

cosfdx+sinfdy =0,
sinf dx — cos @ dy = Ja(d¢+ d¢')

(wobei 0, ¢ und ¢’ eine vergleichbare Bedeutung wie bei dem Problem einer
rotierenden Scheibe haben und (x,y) die Koordinaten des Punktes auf der Achse
in der Mitte zwischen den beiden Ridern sind) sowie eine holonome Gleichung

a
0=C—1 (¢—¢)
mit einer Konstante C existieren.

6. Ein Massenpunkt bewegt sich in der xy-Ebene unter der Randbedingung, dass
sein Geschwindigkeitsvektor immer auf einen Punkt auf der x-Achse zeigen
muss, dessen Abszissenwert durch eine zeitlich verdnderliche Funktion f (t)
gegeben ist. Zeigen Sie, dass diese Randbedingung fiir eine differenzierbare,
aber ansonsten vollig beliebige Funktion f(¢) nichtholonom ist.
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7.

10.

Zeigen Sie, dass die Lagrange-Gleichungen in der Formulierung von Gl. (1.53)

auch als
of _orT
3, g Y
qj qj

geschrieben werden konnen. Diese Variante wird manchmal als die Nielsen-
Form der Lagrange-Gleichungen bezeichnet.

. Zeigen Sie durch direkte Substitution, dass fiir eine Lagrange-Funktion L eines

Systems mit n Freiheitsgraden, das die Lagrange-Gleichungen erfiillt, auch

dF(Ql’“"qn,t)

L'=L
+ dt

die Lagrange-Gleichungen erfiillt, wobei F eine beliebige differenzierbare
Funktion der angegebenen Argumente ist.

. Das elektromagnetische Feld ist invariant unter der durch

A—A+Vi(re),

1
e

(mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion 1)) gegebenen Eichtransforma-
tion des Skalar- und Vektorpotentials. Welche Auswirkung hat diese Eichtrans-
formation auf die Lagrange-Funktion eines Teilchens, das sich unter dem Ein-
fluss dieses elektromagnetischen Feldes bewegt? Wird seine Bewegung beein-
flusst?

q1,.-.,qn sei ein Satz verallgemeinerter Koordinaten fiir ein System mit n Frei-
heitsgraden mit einer Lagrange-Funktion L(g, ¢,#). Nun transformieren wir mit-
tels der Transformationsgleichungen

qi=qi(s1,....snt), i=1,....n

auf einen zweiten Satz von unabhingigen Koordinaten s1,...,s,. (Eine solche
Transformation wird als kanonische Transformation oder Punkttransformation
bezeichnet.) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion, wenn man sie als Funk-
tion der s;, §; und von ¢ ausdriickt, die Lagrange-Gleichungen in s-Koordinaten
erfiillt,

dfaLy o

dt a.s:j ds ' e
Mit anderen Worten: Zeigen Sie, dass die Form der Lagrange-Gleichungen un-
ter einer kanonischen Transformation invariant ist.
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Rechenaufgaben

11. Betrachten Sie eine homogene, diinne Scheibe, die ohne zu rutschen auf einer
horizontalen Ebene rollt. Auf das Zentrum der Scheibe soll eine horizontale
Kraft parallel zur Ebene der Scheibe ausgeiibt werden. (a) Leiten die die La-
grange-Gleichungen fiir das System her und geben Sie einen Ausdruck fiir die
verallgemeinerte Kraft an. (b) Diskutieren Sie die Bewegung fiir den Fall, dass
die Kraft nicht parallel zur Ebene der Scheibe wirkt.

12. Die Fluchtgeschwindigkeit eines Massenpunkts auf der Erde ist die minima-
le Geschwindigkeit, die der Massenpunkt auf der Erdoberflache haben muss,
damit er aus dem Gravitationsfeld der Erde entkommen kann. Wenn wir den
Luftwiderstand der Atmosphére vernachlidssigen, ist das System konservativ.
Zeigen Sie mithilfe des Erhaltungssatzes fiir die Summe der potentiellen und
kinetischen Energie, dass die Fluchtgeschwindigkeit auf der Erde, wenn man
die Wirkung des Mondes vernachlissigt, gleich 11,2 km/s ist.

13. Raketen werden durch den Impuls der aus den Raketendiisen ausgestoflenen Ga-
se angetrieben. Da diese Gase Reaktionsprodukte des Treibstoffs sind, der von
der Rakete getragen wird, ist die Masse der Rakete nicht konstant; sie nimmt in
dem Maf ab, in dem der Treibstoff verbraucht wird. Zeigen Sie, dass die Bewe-
gungsgleichung fiir eine Rakete, die in einem homogenen Gravitationsfeld bei
Vernachldssigung des Luftwiderstands vertikal aufwirts abgeschossen wird,

dv ,dm
mE =—v - mg
lautet, wobei m die Masse der Rakete und v’ die Geschwindigkeit der austre-
tenden Gase relativ zur Rakete sind. Integrieren Sie diese Gleichung unter der
Annahme, dass der Masseverlust zeitlich konstant ist, und bestimmen Sie v als
Funktion von m. Zeigen Sie, dass fiir eine aus der Ruhe startende Rakete mit
v’ gleich 2,1km/s und einem Masseverlust von 1/60 der Anfangsmasse pro
Sekunde, die die Fluchtgeschwindigkeit erreichen soll, das Gewichtsverhéltnis
von Treibstoff zu leerer Rakete fast 300 betragen muss!

14. Zwei Massenpunkte der Masse m sind durch einen starren, gewichtslosen Stab
der Linge [ verbunden, dessen Zentrum sich auf einem Kreis mit dem Radius
a bewegt. Geben Sie einen Ausdruck fiir die kinetische Energie in verallgemei-
nerten Koordinaten an.

15. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluss einer Kraft, sie sich aus einem
verallgemeinerten Potential der Form

U(r,v)=V(r)+o-L

ableitet, wobei r der Vektor relativ zu einem bestimmten Punkt ist, L der Dreh-
impuls um diesen Punkt und o ein konstanter Vektor im Raum. (a) Finden Sie
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16.

17.

18.

19.

20.

auf der Grundlage von Gl. (1.58) die Komponenten der Kraft in kartesischen
und sphirischen Polarkoordinaten. (b) Zeigen Sie, dass die Komponenten in den
beiden Koordinatensystemen gemaf Gl. (1.49) miteinander zusammenhéngen.
(c) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen in sphérischen Polarkoordinaten auf.

Ein Massenpunkt bewegt sich in einer Ebene unter dem Einfluss einer Kraft mit
dem Betrag

1 P —2Fr
F=—(1-—3 ,

die in Richtung auf ein Kraftzentrum wirkt. Dabei ist » der Abstand des Massen-
punkts vom Kraftzentrum. Geben Sie einen Ausdruck fiir das verallgemeinerte
Potential an, das auf eine solche Kraft fiihrt, und stellen Sie damit die Lagrange-
Funktion fiir die Bewegung in einer Ebene auf. (Der Ausdruck fiir F ist die Kraft
zwischen zwei Ladungen in Webers Formulierung der Elektrodynamik.)

Ein in Ruhe befindlicher Atomkern zerfillt radioaktiv, indem er ein Elektron
mit dem Impuls 1.73 MeV/c¢ und im rechten Winkel dazu ein Neutrino mit
dem Impuls 1.00 MeV/c emittiert. (MeV, Millionen Elektronenvolt, ist ei-
ne in der modernen Hochenergiephysik hiufig verwendete Energieeinheit; sie
entspricht 1.60 x 10~'3 J. Entsprechend ist MeV /¢ eine Einheit des Impul-
ses und entspricht 5.34 x 10722 kgms~!.) In welche Richtung wird der Kern
zuriickgestoBen? Wie grofl (in MeV/c¢) ist sein Impuls? Wenn die Masse des
verbleibenden Kerns gleich 3.90 x 10~2% kg ist, wie groB (in eV) ist dann seine
kinetische Energie?

Die Lagrange-Funktion fiir ein bestimmtes System lautet

L' =73 (af +2biy+ o) - g (ax® 4+ 2bxy +cy?)
wobei a, b und ¢ drei beliebige Konstanten sind, die die Bedingung b> — ac # 0
erfiillen. Wie lauten die Bewegungsgleichungen des Systems? Betrachten Sie
vor allem die beiden Fille a = ¢ = 0 und b = 0, ¢ = —a. Welches physikalische
System wird durch diese Lagrange-Funktion beschrieben? Zeigen Sie, dass die
ibliche Lagrange-Funktion des Systems gemifl Gl. (1.56) durch eine kanoni-
sche Transformation mit L' zusammenhiingt (vgl. Aufgabe 10). Was besagt die
Einschrinkung des Wertes von b — ac?

Wie lauten die Lagrange-Bewegungsgleichungen fiir ein sphirisches Pendel,
d.h. fiir einen Massenpunkt an einem starren, gewichtslosen Stab?
Ein Massenpunkt bewegt sich in einer Dimension; seine Lagrange-Funktion ist
m*it
12

wobei V eine differenzierbare Funktion von x ist. Wie lautet die Bewegungs-

L= +mi?V (x) —V?(x),




21.

22.

23.

24.

Rechenaufgaben | 35

gleichung fiir x(¢)? Beschreiben Sie auf ihrer Grundlage die physikalischen Ei-
genschaften des Systems.

Zwei Massenpunkte mit den Massen m; und my seien durch einen Faden ver-
bunden, der durch ein Loch in einer glatten Tischplatte fiihrt, und zwar so, dass
my auf der Tischoberflache ruht und m; darunter hiangt. Wie lauten die ver-
allgemeinerten Koordinaten fiir das System, wenn sich m; nur entlang einer
vertikalen Linie bewegt? Geben Sie die Lagrange-Gleichung fiir das System
an und diskutieren Sie, soweit moglich, die physikalische Bedeutung der darin
auftretenden Terme. Reduzieren Sie das Problem auf eine einzige Differential-
gleichung zweiter Ordnung und geben Sie ein Integral der Gleichung an. Welche
physikalische Bedeutung hat dieses Integral? (Betrachten Sie die Bewegung nur
bis m; das Loch erreicht.)

Stellen Sie die Lagrange-Funktion und die Bewegungsgleichungen fiir das Dop-
pelpendel aus Abb. 1.4 mit Pendeln der Linge /; und /; und Massen m; und m;
auf.

Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt auf, der unter dem
Einfluss der Schwerkraft fillt, wenn Reibungskrifte auftreten, die sich von einer
Dissipationsfunktion %kv2 ableiten. Integrieren Sie die Gleichung, bestimmen
Sie die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit, und zeigen Sie, dass die grofite
erreichbare Geschwindigkeit fiir einen Fall aus der Ruhe v = mg/k ist.

Eine masselose Feder der Ruhelinge L, (ohne Spannung) ist auf einer Seite
aufgehingt; an ihrem anderen Ende ist ein Massenpunkt der Masse M befe-
stigt, der sich in einer senkrechten Ebene bewegen kann. Nehmen Sie an, dass
die Feder sich dehnen, aber nicht verbiegen kann, und dass Sie in einer Ebe-
ne schwingen kann. (a) Verwenden Sie die Winkelauslenkung der Masse aus
der Senkrechten und die Differenz der Federlinge zu ihrer Ruhelidnge, um die
Lagrange-Gleichung des Systems aufzustellen. (b) Losen Sie diese Gleichung
fiir kleine Dehnungen der Feder und Winkelauslenkungen. (c) Losen Sie die
Gleichungen aus (a) in der ndchsthéheren Ordnung der Winkelauslenkung und
der Federdehnung; dieser Teil ist noch von Hand durchfiihrbar. Nehmen Sie
sinnvolle Werte fiir die Federkonstante, die Masse und die Ruheldnge an und
diskutieren Sie die Bewegung. Ist das Eintreten einer Resonanz unter den in
der Aufgabe erwihnten Annahmen zu erwarten? (d) Verwenden Sie fiir diesen
Teil ein geeignetes analytisches Computerprogramm. Nehmen Sie fiir die Feder
eine Masse m << M an. Vernachlédssigen Sie Biegungen der Feder und stellen
Sie die Lagrange-Gleichungen korrekt bis zur ersten Ordnung in m und den
Winkel- und Lingenauslenkungen auf. (e) Verwenden Sie fiir diesen Teil ein
geeignetes numerisches Computerprogramm. Machen Sie sinnvolle Annahmen
fiir die Konstanten aus Teil (a) und erzeugen Sie eine graphische Darstellung
der beiden Koordinaten als Funktion der Zeit.



