Losungen : Newtonsche Axiome und Krafte

3-14 Gleitender Stab
Die Finger A und B tragen das Gewichtskrifte F, und Fy. Es gilt:

FAa ? FBb FA+FB=mg
Hebelgesetz
b a
= F, = m Fr = m
AT a+b & B a+b &

Zu Beginn des Versuches sei a < b und daher F, > Fg. Das Gleiten beginnt dann bei B. Da die
Haftreibungszahl p, groBer als die Gleitreibungszahl p ist, kommt B noch nicht zur Ruhe, wenn
a = b, sondern erst, wenn

mg=urF —uLm = Z_ﬁ>1
a+b 8 BER e b n

Lo Fa = Mo

Jetzt beginnt der Stock auf dem Finger A zu gleiten usw. Da jedesmal der Koeffizient W, /u auftritt,
nihern sich A und B in geometrischer Progression. Unter dem Schwerpunkt S treffen sie zusammen.

3-15 Reibung auf Kreisbahn

a) Die Reibungskraft hat die entgegengesetzte Richtung der Geschwindigkeit. Durch die Reibungs-
kraft wird die Masse in tangentialer Richtung abgebremst. Nach dem zweiten Newtonschen Axiom
gilt fiir die tangentiale Beschleunigung art :

_ do
mar = mRo=—-Fy=-u- mo*R dr =—H(D2
—_— t
Gl (2.5-10) Zentrifugalkraft

Wir trennen die Variablen, integrieren die Gl. auf beiden Seiten und erhalten (nach Gl. 2.5-6) mit
0)0 =V /R :

o(t) t
do do ,
— = -—Wndt = I—2=—ujdt
0] 0]
[OF) 0
1| 1
= -— =—ut = o(t) = —— (D
O o, — 4+ Ut
Yo
b) Wegen o = ¢ gilt
T, T,
. dt
2en=o@)-e0 5 [ewd = [ F—-=
Hauptsatz GL(l) o —+ Ut
der Analysis Vo
T, vog T
:lln £+ut n:—ln(1+LL 0 "J
Lo (v o M R
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R

= T =
n wvo

(eZnnu _ 1)

In dem betrachteten Modell kann die Masse beliebig viele Umldufe machen, da die Reibungskraft Fp ~ ®” mit
abnehmender Winkelgeschwindigkeit quadratisch fillt. In der Wirklichkeit aber bleibt die Masse nach einigen

Umlédufen wegen der konstanten (hier vernachlissigten) Bodenreibung liegen.

c) v, = Ro(T,) = v, e 2Tk

3-18 Abgebremste Bewegung mit linear fallender Reibungskraft

Viele Studenten wollen diese Aufgabe mit den Gln. (2.4-4/5) fiir gleichférmig beschleunigte Bewegungen 16sen.
Das ist ein schwerer Fehler, da die Bremskraft und damit auch die Beschleunigung nicht konstant sind.

a) Die Bremskraft ist eine lineare Funktion und lautet daher:
Fg(v) =a+bv
mit a, b = const. Die beiden Vorgaben

FBO

FB(O):a:T Fg(vg) = a+bvy = Fpg

fiihren auf v
F >
= v | B0
Fp(v) —(1+ Vo] 5
Abb. 1 Die Bremskraft ist eine lineare
b) Die Bewegungsgl. lautet: Funktion der Geschwindigkeit.
+ F
ma=ma = i) = - Y T80
dt Vo 2
Trennung der Variablen fiihrt auf
(1) t
F ' " F .
dv_ _ _ T8O dt = J.Adv = -2 Idr
v+ 2mvy v+ v 2mvy
) 0
. v(t) + F
= In(D+ vy) — XY _TBO
vy 2 vy 2my,
3 Fgg )
= v(t) = vy |2 exp| — t—1 fir t<tg (1)
2mvy

¢) Fiir die Bremszeit 75 verschwindet die eckige Klammer in GI. (1):

F F
2expl ——22 t5 [-1=0 = _ B0l
2my, 2mvg 2
S g =2V,

BO
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d) Nach Gl. (2.3-5) ergibt sich der Bremsweg durch eine Integration iiber die Geschwindigkeit:

g Iy F
_ ) 1 BO
sqg = |viydt =v I 27T 1 |dt mit —:=
0 J() 0 [ ] T 2mvy
0 0
t _
= sozvo{—ZTe_’/T ;—[B}=V0|:—2TC tB/T+2T—tB]=
4dmvy 2mvy 2
= v, 0 (1= 02) 2 ZY0 o | = 2V (1 _jp9)
Fpgy Fgo Fpgy

3-19 Krifte an schiefer Ebene

a) Mit mges := my + my + my finden wir die Hangabtriebskraft F,, und die Gleitreibungskraft Fy :

Fab :mgesgSina FRZMmlgcosoc
b) Mges @ = F — Fyy — Fr = F — Mg gsin® — [Wmy g cosal
F . my
= a= — gsmo — U g cosa
mges mges

Die Seilkraft F|, iliberwindet die Hangabtriebskrifte der Massen m,,m3 und beschleunigt diese
beiden Massen. Daher gilt:

F, = (m2+m3)(a+gsin(x)=

ges M ges

( ) F ) my .
my+ ms - — gsmo — U gcoso + gsmo | =

ms+m
S S - (F— W my gcosoc)
my + noy + m3
3-20 Kraft auf rollenden Wagen

Alle drei Massen sollen durch die Kraft F gleich stark beschleunigt werden. Daraus folgt
F=(m1+m2+m3)a €Y
Die Gewichtskraft m5 g der dritten Masse muss die Masse m, beschleunigen, so dass
msyg = mya )

Einsetzen der GI. (2) in Gl. (1) liefert

ms
F :—(m1+m2+m3)g
my



4  Losungen: 4 Arbeit, Energie und Leistung

Losungen: 4 Arbeit, Energie und Leistung

4-9 Massenbestimmung

Die Masse m kann anfangs nur nach oben laufen, wenn m< M gilt.

Die rechte, kleinere Masse m schwingt zwischen dem Anfangsort bei ¥, und dem oberen Umkehr-
punkt bei 8 =0 periodisch — aber nicht harmonisch — auf und ab. Die eine Masse erreicht ihren
tiefsten Punkt, wenn die andere Masse ihren hochsten Punkt erreicht und umgekehrt.

Da das System energetisch geschlossen ist und keine Reibungen

auftreten, gilt der mechanische Energieerhaltungssatz. In den I
oberen Umkehrpunkten der beiden Massen sind nur potentielle 9,
Energien vorhanden. Die kleine Masse m wird — von ihrem 7 /tan 9,
tiefsten Punkt aus gemessen — um die Strecke
cos 9

[ tan 9,
Abb. 1 Die Verschiebungen der
beiden Massen konnen mit dieser

gehoben (siehe Abb. 1). Die grofle Masse M wird — von ihrem
tiefsten Punkt aus gemessen — um die Strecke

[
cos U

Abb. ermittelt werden.

-1

gehoben (siehe Abb. 1).

Vor der Aufstellung des Energieerhaltungssatzes werden die Nullpunkte der Lageenergien der beiden
Massen (willkiirlich) jeweils in den tiefsten Punkt ihrer periodischen Schwingung gelegt. (Die Nullni-
veaus der beiden Massen haben also verschiedene Hohen.)

Dann lautet der Energieerhaltungssatz

I tan O, sin O,
mgltand, = Mg -1 = M = I m = m
- cos Y 1 1 - cos

cos ¥

m im hochsten Punkt M im hochsten Punkt

Kontrolle + Veranschaulichung:

e M hingt nicht von [ ab, weil beide Massen bei k-facher Linge k[ den k-fachen Weg zuriicklegen miissen.
Daher kiirzt sich / im Energieerhaltungssatz heraus.
e Fiir 3y — 0 gehen Zihler und Nenner gegen null. Mit der Regel von de I’Hospital erhalten wir
sin 9 . cosUy

lim —— = lim — = oo
9,0 1—cosVy 9,0 sin

Wenn m nahe bei 9, =0 losgelassen wird, so muss die linke Masse M sehr grof} sein, um die rechte Masse

m trotz des fast schon waagerechten rechten Seilstiickes zum Punkt 8 = 0 hochzuziehen.

e Fir 9y — 90° geht M — m. Beim Hochschwingen von m ist das rechte Seilstiick wihrend des grofiten
Teils des Weges nahezu vertikal. Folglich legen m und M ungefihr gleiche Strecken zuriick. Wegen des
Energieerhaltungssatzes folgt M — m fiir 9y — 90°.
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4-17 Energieniveaus des Wasserstoffatoms

a) Um das Elektron von einem Ort mit Kernabstand r; zu einem Ort mit dem groBeren Kernabstand
r, zu bringen, ist folgende Arbeit zu leisten:

r
W o ¢ fﬂ_ e [1_1
12 47580 r2 47580 r ry

r

2
Fir V() =--0_1 (1)
4me, r
ist die geleistete Arbeit gleich der Zunahme an potentieller Energie
Wip = V(rz)— V(rl)
und V(r) geht gegen null fiir » gegen Unendlich.
b) Beim Sprung auf eine innere Kreisbahn nimmt die potentielle Energie nach Gl. (1) ab um
2
vy, =<0 | L_LTi_y )
4Te 0 ry r
Die Geschwindigkeit des Elektrons auf einer Kreisbahn ergibt sich aus dem Kriéftegleichgewicht:
v? e(z) 1 2 e% 1
my, — = — = Vo= —— = (m, = Elektronenmasse)
r dne, r dneym, r
H—/
%,—/

Zentrifugalkraft Coulombkraft

Die Zunahme der kinetischen Energie T ist daher gleich

2
m e 1 1
T, = —(v-v2)= 0 —— (>0 3
21 > ( 1 2) Sy | 1 1y 3)

Nach den Gln. (2) und (3) ist die Zunahme der kinetischen Energie beim Sprung nach innen betrags-
mafig halb so groB ist wie die Abnahme der potentiellen Energie. Die Energie nimmt ab um

2
e 1 1
Ey =Vy+Ty = 2 nos [—r —r—j <0
0o\ "2 1

Der Energietiberschuss wird in Form elektromagnetischer Strahlung nach aufien abgegeben. Bei den
gegebenen Bahnradien r; und r, wird die Energie 1,63-10 “185~10,19 eV abgestrahlt.

Ein Elektronenvolt 1eV =1,602 - 1071 J ist laut Definition die kinetische Energie eines Elektrons, das aus der
Ruhe durch eine Spannung von 1 Volt beschleunigt wurde — z. B. im Plattenkondensator.

4-19 Energiebilanz

a) Die Dehnung x; der Feder in der Gleichgewichtslage ergibt sich aus dem Kriftegleichgewicht:

m
ngDxGl = xGl :?g (1)
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Folglich betragen der Energiegewinn der Feder und der Verlust an Lageenergie

D 2 (mg)? 2

(mg)
AVFeder = ? Xgl = D

D

<0

>0 AVLage:—mgx(ﬂ:—

b) Wir zeigen nun, dass die iiberschiissige Energie (m g)z/ (2D) auf die Hand iibertragen wird.
Beim langsamen Absenken muss die Hand den Teil Fy, der Gewichtskraft m g tragen, der nicht von
der Feder aufgefangen wird:

Fgo=mg—-Dx

a

Die zu Fy, entgegengesetzt gleich groBe Kraft (‘actio = reactio’) leistet an der Hand die Arbeit

Xal Xal
Wy, = IFHa(x) dx = I(mg—Dx) dx =
0 0
D » (mg)2
- = = 2
mg Xg ;Yo 3 2D (2)

GL(1)

Bemerkung: Die Energieerhaltung bestitigt dieses Ergebnis: Die potentielle Energie im Schwerefeld sei in der

Gleichgewichtslage null. Dann gilt nach dem allgemeinen Energieerhaltungssatz

D 2
mg Xgj = —Xa t Ep
- 2 -
Gesamte Energie vor Federenergie in Energiegewinn
der Federstauchung der Ruhelage der Hand

Einsetzen von X nach GL. (1) ergibt

_(mg)?

E
Ha 2D

T WHa
Gl.(2)

4-23 Falltiefe

a) Die Gleichgewichtslage wird nur durch das Gleichgewicht
der Kréfte (und nicht durch eine Energiebilanz) festgelegt.
Dabher gilt fiir die vertikalen Komponenten der drei Krifte, die

an der mittleren Masse angreifen, die Gleichgewichtsbedingung:

mg=2mgcosat. =  o=060° Abb. 1 In der Gleichgewichtslage

herrscht ein Kriftegleichgewicht.
= xg =1cot60° = 05771 glelehe

b) Die mittlere Masse wird im ersten Teil der Fallbewegung (0 < x < x; ) nach unten beschleunigt.
Im zweiten Teil der Fallbewegung (xg < x < x,,, ) wird sie abgebremst, weil jetzt ihre Gewichts-
kraft m g kleiner ist als die Summe der vertikalen Komponenten beider Fadenkrifte.

Die Falltiefe kann daher nicht mit einer Kréftebilanz, sondern nur mit dem mechanischen Energieer-
haltungssatz berechnet werden. Das Nullniveau der potentiellen Energie wird auf die Anfangshohe
der beiden duBleren Massen gelegt. Dann lautet der Energieerhaltungssatz:

mgh =mg(h—xmax)+2mg~(\/xﬁlax+lz—lj
\_W_J

Anfangsenergie

Hebung der duBeren Massen
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= xmaxz2( xfnax+lz—l) = xmax+21=2\/)cr2nax+l2

- Xxoo+dx, I+ 417 =4x2 +4]°

Wegen x>0 kanndurch x ., dividiert werden:

4

max —
3

= X /

Nach dem Erreichen der tiefsten Lage schwingt die mittlere Masse wegen Energieerhaltung bis auf
die Ausgangshohe zuriick.

4-24 Brot und Spiele

v = I —
Gl (4.2-5) m
m m)> 2P
= tg)=vp =252 = (1— + 20, (1)
S S m

Der zuriickgelegte Weg ist das Zeitintegral der Geschwindigkeit:

g 3/2
2P 5
5o = 3000 m = J'v(t)dt =3ip(v3 +—OtJ

m
0 0

0

3/2
3P, oFt— 1B 0

vi=(25m/s)’

P 3 3 2
~  Lo__ 1 ps ] _[1mY) |2 736 )
m 9000 m S S g3

Die Gln. (1) und (2) liefern

g =£(v]23—v(2))z179,7Sz3mjn

m
' P, 1,736 —
und  a(t) = v(t) = ~ S

m\/v§+2POz \/1+3,472i-t
m
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5-12 Kreishewegungen mit verschiedenen Bezugspunkten

a) M =r'x (— mo* r) verschwindet fiir r || r’ und ist ungleich null an den anderen Positionen.
Daher ist M’ nicht konstant.

b) L’

rxp=(r-axp=L-axp

= L’=L-axp (1)

M =rxF=(r-aaxF=M-axF (2
Mit L = M und p = F ergeben die Gln. (1) und (2) sofort:
L' =M

Die Rechnungen gelten nicht nur fiir Kreisbahnen, sondern fiir ganz beliebige Bahnkurven und fiir
beliebige Krifte. Denn stets gilt:

L'=L-axp ud M =M-axF
Mit L=M ud p=F
folgt L =M
5-13 Unwuchtkrifte

Fiir die zwei Unbekannten F,, Fg werden zwei Gln. benétigt. Die erste Gl. gilt in beiden Teilaufga-
ben a) und b) und besagt, dass die Fliehkraft m 2 r durch beide Lager aufgefangen wird:

mo’r = F, + Fg (1)

a) Im Folgenden geben die zwei groBgeschriebenen Indizes an den Vektoren r den Anfangs- und den
Endpunkt an. So ist z. B. r,p der Vektor von A nach B.

Die Winkelgeschwindigkeit ® zeigt nach Abb. 1 in die positive x-Richtung. Der Koordinaten-
ursprung liegt im Punkt C auf der Achse. Die beiden Unwuchtkrifte erzeugen das Drehmoment

M=I‘CAXFA+I’CBXFB=(—21FA+ZFB)eJ_ (2)

L =rcp X (mv) = mrep X (@Xrep) = mr’ o

Gl (2.5-9)
= L=0 3)

Der Drehimpuls L ist konstant und parallel zur Drehachse. Die Gln. (2) und (3) ergeben mit M = L

Die Gln. (1) und (4) fithren auf
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D
(O]
—_— z y z
. L
< ca i > >
A C X |B B
FA FA eJ_®
Fg Fp

Abb. 1 Der Drehimpuls hiingt von der Wahl des Koordinatenursprungs ab:

e Im linken Bild liegt der Koordinatenursprung im Punkt C am ruhenden Ende des masselosen Stabes

CD. Der Drehimpuls ist konstant und parallel zur Drehachse.

e Im rechten Bild liegt der Koordinatenursprung im linken Drehlager A. Der Drehimpuls ist nicht

konstant und liegt in der rotierenden Ebene, die von der Drehachse und vom masselosen Stab aufge-
spannt wird.

Fy = %mw2r Fg = %m(x)zr (5/6)

b) Der Koordinatenursprung liegt jetzt im linken Lager, also im Punkt A.
MZrABXFB=3lFBeJ_ (7)

Der rotierende Einheitsvektor e steht senkrecht auf CD und zeigt momentan in das Blatt hinein
(siehe rechts unten in Abb. 1).

L

Iap X (mv) = MY Ap X (®Xrep) =
Gl. (2.5-9) axX(bxe)=b(a-¢c)—c(a-b)

m[ﬁ)(rAD “Tep) —Tep (Tap ﬁ))] =mr®-2mlorep

In dieser Gl. ist nur der Vektor rcp zeitabhingig. (Die Winkelgeschwindigkeit @ zeigt in die positi-
ve x-Richtung und ist konstant.) Daher fiihrt die Zeitableitung auf

CD
Gl (2.5-9)

L=-2mlor = —2mlo@xrep) = 2mlro’e;  (8)

Die Gln. (7) und (8) ergeben mit M = L wieder die Gln. (5/6) fiir die zwei Kriifte F A-Fp.

5-14 Abschuss einer Kugel

Wir definieren zuerst die verwendeten Groflen:

uw = Geschwindigkeit des Wagens nach dem Abschuss

Uk, Ugy -= Geschwindigkeitskomponenten der Kugel im Bezugssystem der Erde



10  Losungen: 5 Impuls- und Drehimpulssatz

u glx ,u %ely := Geschwindigkeitskomponenten der Kugel relativ zum Kanonier

Da das System energetisch abgeschlossen ist und da die Vorgéinge rein mechanisch sind (vor allem

keine Reibung), gilt der Energieerhaltungssatz der Mechanik:

my +mg , D My 5 mg (2 2
—v0+—s2 = uW+—(qu+uKy) 1
2 2 2 2
Gesamte Energie vor dem Abschuss Gesamte Energie nach dem Abschuss

In horizontaler Richtung wirken keine d@uBleren Kréfte auf das System, so dass der Impulserhaltungs-
satz in horizontaler Richtung gilt:

(mw + mK)vo =my iy + mgug, (2)
Diese beiden Gln. enthalten drei unbekannte GroBen: uy ,ug . ,ug , . Daher sind weitere Gln. nétig:

rel rel

Ug, = Uw +Ug, Ugy = UKy

Diese GIn. enthalten mit u glx , u%ely weitere unbekannte Grof3en. Daher fehlt immer noch eine Gl.:

rel rel rel

tano = uy, [uy, = Ugy :qutanoc:(qu—uW)tan(x (3a/b)

Die Auflosung der Gln. (1/2/3b) nach den Unbekannten wu v ,ux . ,ux , wollen wir uns schenken.

Hinweis: Die naheliegende GI.
(mw + mK)vo = my Uy + Mg Ug COS O (falsch)

ist falsch, da o nur der Abschusswinkel im System des Wagens, nicht aber der Abschusswinkel im Inertialsystem

ist. Daher ist uy cos o nicht die x-Komponente der Kugel-Abschussgeschwindigkeit im Inertialsystem.

Zur Kontrolle betrachten wir abschlieSend noch einen Spezialfall und stellen die Kanone senkrecht auf:

o="7/2 = u;?x:o = U, = Uy

Dann lauten der Energie- und Impulserhaltungssatz:

My +mg » D 5, My , Mg () 2
— Vot 8T = o —uy +—— \uy tug,
2 2 2 2

(mw +mK)VO = My Uy + My Uy

= Uy = v und

=—Uu

232 mg o
2 2 Ky

Dieses Ergebnis fiir oo = 1/2 ist plausibel: Der Wagen erhilt keinen Riickstof3, so dass seine Geschwindigkeit
beim Abschuss nicht gedndert wird. Die Federenergie wird in die kinetische Energie der nach oben abgeschos-

senen Kugel umgewandelt.
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5-15 Drehimpuls in Polarkoordinaten

Nach Abb. 2.5-2 und nach Gl. (2.5-7) lautet der Ortsvektor des Teilchens

x(1) r(t) cos®(t)
r() = | y(0) | = | r(1) sin@(r)

z(t) 0
F cos@ Fcos@ — r@sing 0
= L=mrXv=m|rsinQ@ |X| 7sin@+ r@cos@ | = 0
0 0 mr2¢

5-16 Sprung auf stehenden Wagen

a) Da keine horizontalen Krifte von aulen wirken, ist der horizontale Gesamtimpuls konstant:
my

m vy = (m1+m2)u = u=——-—-—y (1)
m1+m2

b) Wihrend des Rutschens hat der Mann die konstante negative Beschleunigung

FR wmy g
a=——=- =
m m

—Hg

¢) Fiir die Berechnung der Rutschzeit T gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Methode: Wir betrachten den Ladufer: Wihrend des Rutschens gilt fiir seine gleichférmig be-
schleunigte Bewegung im Erdsystem:

vMann(t) =Vog—HUg t

VO_M m2 VO
= VMamn(I) =u=vy—pngT = T = = _Y
Hg my+my; Lg

2. Methode: Wir betrachten den Wagen: Fiir ihn gilt wihrend des Rutschens:

wmy g
VWagen(t) =0+ aWagen r= t
nmy
m m m v
= wo= oy SEMEr o T2 T
oLy Mt m m; my+my hg
u ’ i
Ay, m m v mym
) (D) == 2 BRI 0| T
2 2my \ my+my pg (m1+m2) 2ug
5-17 Sprung auf Lore
a) Fiir die Fallzeit gilt:
2 hy

8 52
=TZ=h = Tg= |——
2 F 0 F g
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b) Beim Sprung ist die Bewegung in horizontaler Richtung gleichférmig und in vertikaler Richtung
gleichformig beschleunigt. In der Zeit T muss der Mann in horizontaler Richtung die Strecke s
zuriicklegen. Folglich betrédgt die horizontale Sprunggeschwindigkeit

. s g
X = — =9 _—
MU T 20

Bei der Landung bleibt der gesamte Impuls erhalten:

o = b e 2 v = |8
myp Xv = \My, + My ) Vore Veiore = s
mL +mM 2h0

¢) Wir nehmen an, dass der Mann nicht auf der Lore rutscht, sondern den ganzen Energieiiberschuss

in den Beinen aufnimmt. Vor der Landung betrigt die mechanische Energie des Liufers

2
myv | s myv s*g
EVOrzmMgh0+__ =mMgh0+_

2 | Tg

Nach der Landung betrégt die gesamte mechanische Energie

2
my+my o 1 my s’g

Eppep = ———2 v ==
nach 2 Lore ™ 2 my +my 2 hy

2
mpmy s°g

= EBein = Evor - Enach =my 8 hO +

mL+mM 4h0
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6-12 Bewegung einer gezogenen Garnrolle

Die Haftreibungskraft Fy; des Bodens auf die Rolle soll nach links zeigen. Dann lauten Schwerpunkt-

satz und Drehimpulsgl.:
mx=Fcosa— Fy
my=0=N+Fsinot —mg
I¢O=R,Fy—R F

Diese drei GIn. enthalten vier Unbe-
kannte ¥,9, N, H . Die Rollbedingung
liefert eine vierte GI.

. Rycosa— R,
= x:—z RZF

Drei Fille sind zu unterscheiden:

a) Faden ) Faden ¢) Faden
JIOL é ! g
A

Abb. 1 Im Fall a) bewegt sich die Rolle nach links, im Fall c¢)
nach rechts. Im Fall b) lauft die Wirkungslinie der Kraft F durch
den Auflagepunkt A, so dass die Rolle liegen bleibt.

a) Fiir cosat < R;/ R, ist X < 0. Die Rolle bewegt sich nach links.

b) Fir cosa = R;/R, ist X = 0. Die Wirkungslinie der Kraft I 14uft durch den Auflagepunkt A und
erzeugt kein Drehmoment bzgl. A. Die Rolle bleibt in Ruhe.

¢) Fir cosa > R,/ R, ist X > 0. Die Rolle bewegt sich nach rechts.

6-13 Beschleunigung und Stangenkraft

Der Schwerpunktsatz der Platte mit Masse my lautet:

¢
m X =F—Fy,— Fy, FStange ‘\
my=0=N-Ny—mg w25
Fra
Fiir den Zylinder lauten der Schwerpunktsatz und die Dreh- N,

impulsgl.:
0= FH2 - Fstange CoSs O

0= N2 _m2g+FStange sin o

m
I¢=72R2¢=RFH2

Diese fiinf Gln. enthalten sieben Unbekannte:

Abb. 1 Die beiden Freikorperbilder
zeigen die wirkenden Krifte.

X, 0, Nl’ NZ’ FRl’ FHZ’ FStange'
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Daher werden zwei weitere Gln. benétigt:

mzjé

ny F-pu(m+my)g

X=R¢ Fri=uN
- F-pOm+myg
= x=2 2 FStange =
my +m2—um2 tan o
Kontrolle und Veranschaulichung:
e ¥x=0 & F—u(m+my)g=0 und  Fgype

. 1
* my=0 = x=?(F—um1g)
1

2coso  cosO 2my+ m, — W m, tan O

=0

e =0 = X =

my +my/2 my + 1/R*

L F-pm+my)g  F-p(m+m)g

* Mit zunechmendem Winkel o nimmt F g, monoton zu und die Normalkraft Ny = mj g — Fgpge Sin 00

fallt monoton.

6-14 Abrutschender Stab

Wegen der Reibungsfreiheit stehen die Krifte F|, F, senkrecht auf Wand und Boden. Der Schwer-
punktsatz fiir die Schwerpunktkoordinaten xg, yg und die Drehimpulsgl. lauten

mjés = Fl

myg = Fy —mg

I(p:ﬁzz(p:é

2 (Fzsin(p—Fl cos(p)

Die drei Gln. enthalten fiinf Unbekannte: Xg, yg, @, F;, F; .

Der kinematische Zusammenhang liefert zwei weitere Gln.:

Xg = ésin(p Y = écos(p
L1 .
= Xg = 5((;) cosQ — @ sm(p)
und  yg = - é ((p sing + ¢ cos(p)
= ¢ = :;—gl)sin(p

F

Abb. 1 Das Freikorperbild enthilt

drei externe Krifte.

Bemerkung: Fiir die Anfangsbedingungen ¢ > 0 und @, = 0 ergibt sich F} aus den drei Bewegungsgln. zu

1=m71(32—él’cos(p—¢zj sing =

Energiesatz

Fiir cos @

%mg (%COS(P - cos<p0) sin @

2
3 cos@o wird F; = 0 und der Stab I6st sich im weiteren Verlauf der Bewegung von der Wand.
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6-15 Zuschlagende Autotiir

a) Die Schwerpunktkoordinaten der Tir werden mit
Xxg, yg bezeichnet. Dann lauten die Bewegungsgln. nach
dem Freikorperbild in Abb. 1:

mis = F, myg = F, (1/2)

.. m ...
Is ¢ T —b 9 =
Gl. (6.2—8a) fiir c<< b

b b
=F —cos¢ — F, —sin =
x5 P v 5 ¢

T
Gln. (172) Abb. 1 Aufsicht auf die zuschlagende
mb , . L Tiir. Zu Beginn der Beschleunigung ist
) (xS CoOs@ — ¥s sm(p) ¢ = 0; beim Zuschlagenist @ = /2.
= [0) :Z(XS cos@ — g sing) 3)

Die Beschleunigungen Xg, ¥g des Schwerpunktes S der Tiir miissen nun als Funktion des Winkels ¢
und seiner Zeitablenkungen berechnet werden:

(¢ cosg — ¢*sing)

N |

b . . .
XS = XYAuo — 5 SIn @ = Xs = XAuo —

b .. by(. . .2
yg = _E cos @ = Vs = 5 ((p sme + ¢ COS([))

Die berechneten Beschleunigungen Xg, yg werden in die Gl. (3) eingesetzt:

q.) _ i jC.Auto cosQ — (P(P _ 3 jC.Auto
2 b 0 2 b

Multiplikation mit ¢

¢ cos@ 4

Dafiir konnen wir auch schreiben:
d 1 . 2) d (3 jC'Auto . j
S 2 A 5
dt (2 ¢ ar\2 p ome ©)

Bemerkung: Durch Berechnung der Ableitungen beweist man sehr schnell die Richtigkeit der GI. (5).

Integration der GlI. (5) fiihrt auf

3%
('p2 = Tuwsin(p + const

Wegen ¢(¢ = 0) = 0 ist die Integrationskonstante null.

. T 3)'C'Auto
- “’(“’ :Ej N
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Folglich fillt die Tiir mit folgender Geschwindigkeit ins Schloss:
. T ”
VTir = b(p((p = E) =4 3b X puo

b) Das kiinstliche horizontale Schwerefeld hat die Schwerebeschleunigung X, sie tritt an die
Stelle von g. Nach dem Energieerhaltungssatz der Mechanik ist die potentielle Energie am Anfang der
Schwingung bei ¢ = 0 gleich der kinetischen Energie im Gleichgewichtspunkt bei ¢ = /2 :

.. b IScharnier ) m .2 .2 - 3 jC.A
m X Auto > ) ¢ 6 ¢ ? \ b

6-16 StoBmittelpunkt

Der StoB soll sehr kurz sein, so dass wihrend des Stofles der Stab kaum ausschligt und die Gewichts-
kraft vernachléssigt werden kann. Wihrend des Stof3es iibt das Lager die Kraft A, auf den Stab aus.

Das zweite Newtonsche Axiom F(t) = p(¢t) fiihrt nach einer Integration iiber die Zeit auf

t t
F = I F()dt = I p(&)dt = p(t) — p(0) .A_‘Ai%f >
0 0 A,
Demnach ist das Zeitintegral F der Kraft — ,.Kraftsto3*“ oder
»toBkraft“ genannt — die Impulsdnderung. Die Zeitintegration
des Schwerpunktsatzes F ' = F+ A, =mXg ergibt nach Abb. 1: §
T a
I[F(t)+Ax(t)]dt= Fth,=mvg, 1)
0 v_|.
mit T = StoBdauer S
vs.o = Schwerpunktgeschwindigkeit direkt nach dem Schlag
—_—) ¥
Die Zeitintegration des Drehimpulssatzes I ¢ = Mg fiihrt auf F L

Abb. 1 Ein kurzer Kraftstofl wirkt

T T
Im:a—sIFtdt—sIAtdt:
5 @0 = ( )0 @) ) <) auf den hingenden Stab.

:(a—s)I:"—sAx = aﬁ—smvs;o 2)
GL(1)

mit o, = Winkelgeschwindigkeit unmittelbar nach dem Kraftstof3

I¢ = Trigheitsmoment fiir Drehungen um den Schwerpunkt
Mit VS;O =S (1)0 (3)
haben wir drei Gln. fiir die drei Unbekannten vg.(, ®¢, A - Mit dem Steinerschen Satz folgt:

N 1 1
Ax = mVS.O 1— S —i = mVS.O 1_ A
’ mas a T ’ mas

I,=1Ig+ms’

Dabher ist die Lagerkraft A, genau dannnull, wenn a = I, /(ms).
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7-6 StoB gegen einen harmonischen Oszillator

a) Hinweis: Anfangs wissen wir nicht, ob der 20-prozentige Energieverlust der Kugel vollstindig als mechani-
sche Energie auf die Masse m; iibertragen wird oder nicht. Wir wissen also anfangs nicht, ob der Stof8 elastisch

ist oder unelastisch.

20% der urspriinglichen kinetischen Kugel-Energie geht verloren, d. h.:
m m
72\)%'0,82721/[% = M2=1[0,8 Vs

b) Die x-Komponente der Kugelgeschwindigkeit bleibt erhalten, da beim Zusammenstof keine Kraft
in x-Richtung wirkt:

Uy, = Vo, = Vo cos45° = ﬁvZ

2 V% +M%y - sz = \[ 0,3 V2

1
0,8~v% =u% =u%x+u2y =5

¢) Hinweis: Bei dem kurzen StoB kann das System, das aus den beiden Massen m; ,m, besteht, als kriftemiBig
abgeschlossen angesehen werden. Denn es gilt:
® Die Gewichtskraft m; g wird durch die beiden Federkrifte ausgeglichen.

® Die Gewichtskraft m, g auf die Kugel kann wihrend des sehr kurzen Stofes keine Wirkung entfalten und

darf daher unberiicksichtigt bleiben.

Fiir den StoB in y-Richtung gilt der Impulssatz:

Vo . u; = Geschwindigkeit der Masse
mp-04+my——= =myu; —m,+/0,3 v, mit )
12 unmittelbar nach dem Stof3

= A =
Gl (7.1-6)

Bemerkung: Nach dem Stof betrigt die gesamte mechanische Energie
D, + D,

2
m m m
PO ek 'C L P QO R v 3 B
2 2 2 J2 m,

Wenn die eckige Klammer gleich Eins ist, dann ist die gesamte mechanische Energie vor und nach dem Stof

gleich groB, dann ist also der Stof} elastisch. Daraus folgt:
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% . . ) _ 0,2 - . . my 5 . _
Der Sto ist elastisch fir — = —————— = 0,127 ; dann gilt - Ve Eyr = Epach -

m
P Lo
72
* Der StoB ist unelastisch fiir m, /m; < 0,127 .

* Fir m,/my > 0,127 ist ein Stofl mit den Angaben in der Aufgabenstellung nicht méglich, weil die Energie

in diesem Fall zunehmen wiirde: E < FE

vor nach *

7-14 Sturz eines Radios

a) Die Aufgabe kann mit zwei Methoden gel6st werden:

1. Methode: Energieerhaltung. Die Lageenergie des Radios im Schwerefeld soll im tiefsten Punkt
der Bewegung null sein. Dann gilt wegen der Energieerhaltung:

2D »
mg(h+xmax): Txmax
%’—/ %/_/
Energie vor dem Fall Energie im tiefsten Punkt
mg mg 2 m gh
= X = + + = 0,981 cm * 9,953 cm
max 1/2 D ( D j D

Das positive Vorzeichen vor der Wurzel liefert die Stauchung der Federn im tiefsten Punkt:

X max = 10,934 cm

2. Methode: Schwingungstheorie. Die maximale Stauchung x .. der Federn ist die Summe aus der
Stauchung xg; in der neuen Gleichgewichtslage (nach dem Ausschwingen der Kiste) und der
Schwingungsamplitude A:

2
mg 2 Vo
x =xXxg tA=—"3+ x5 +|— =
max Gl D 0 ( J 1
vy =

J2gh

m meg )’ 2¢h
=E 28 L 280 L 10,934cm
2D 2D 2D/m

b) Auch Teil b kann mit zwei Methoden gelost werden:

1. Methode: 2. Newtonsches Axiom. Im tiefsten Punkt der Bewegung wird das Radio maximal (nach
oben) beschleunigt. Es gilt:

max max

M¥ e =mg—FI% = mg-2Dx = xmaxz—99,53sﬁzz—1o,15.g

2. Methode: Schwingungstheorie. Nach dem Aufschlag schwingt das Radio um die neue Gleichge-
wichtslage harmonisch auf und ab:

2
mg) L 8hm 2D ~ 99,532
D m S

x(f) = —Acos(wg1) = |xmax|:Am§:\/(
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7-19 Uhrenvergleich London — Aquator

- = ——27 =
dg 2 g3/2 2 g

o 4T _ 1 Ji 1T

Daher gilt fiir kleine Anderungen Ag der Erdbeschleu-
nigung

AT = —Ag=———2= (1) o=
dg 2 g S 7 Erde Betrachteter Ort

b) Die Zentrifugalbeschleunigung ist am Aquator maxi-
mal und betrégt dort

2
O Erde RJ_

2
2 6 2n 1 j
R Q) = 6,38 -10 m(—— =
Erde “¥ Erde 243600 s
~ 0,0307 73
S .
—————————————————— Aquator
Wir betrachten nun einen beliebigen Ort auf der Erd- b
oberfliche mit Breitengrad o. Die Erdbeschleunigung g Erdachse

st die Summe

Abb. 1 Auf dem Breitengrad o wirken die

¢ der Schwerebeschleunigung g, die durch die Gravi- ) . .
Schwerebeschleunigung g, und die Zentri-

tation erzeugt wird und fiir eine (nahezu) kugelférmi- fugalbeschleunigung ®%, R .

ge Erde zum Erdmittelpunkt zeigt, und
o der Zentrifugalbeschleunigung (D%rde R, :

— 8 cosa + m%rde Rerge cosoc}

2
g:g0+mErdeRJ_:[ .
—gosina

2
_ _ 2 2 2 2 _
= |g| = & _\/gO _2g00)Erde RErde Cos Oc-l'(mElrde RErdeCOSOC) -

2
2 2
WErde RErde cosa i { WOErge RErde cosa ]

8o 80

= 2
- 2)
Taylorentwicklung fiir

= g0, 1—2cosa

2
OFrde RErde << &0

2 2
s 80~ Op4e REgqe cos“ o

J1+e =1+ £
2
Bemerkung: Man kann auch ohne Taylorentwicklung, also mit der komplizierteren GI. (2) weiter rechnen.

Daher ist der Betrag der Erdbeschleunigung am Aquator um

Ag = Ripge 0o (00520° = cos?51,5° ) = 0,0207 ™
S
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kleiner als in London.

Tiondon Ag
= TAquator = TLondon + AT ? Ty ondon — % — =
Gl (D) 8
0,0207
T LOndon( + mj = 1,001055 . TLOndon

Fir T pdon = 1s schwingt die Pendeluhr an einem Tag

* in London 24 - 3600 = 86400 mal hin und her
* am Aquator 86400/ T5 quator = 86309 mal hin und her.

Daher geht die Pendeluhr aufgrund der Erdrotation am Aquator tiglich um etwa 91 s nach.

Hinweis: Da die Temperatur am Aquator hoher ist als in London, ist die Pendelstange wegen der Wirmedehnung
am Aquator etwas linger als in London. Auch dieser Effekt lisst die Pendeluhr am Aquator nachgehen. Nach
Beispiel 10.2-2 betrégt der durch die hohen Temperaturen verursachte tigliche Zeitfehler etwa 12 s.



