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1 Es geht ums Geld

In diesem Kapitel geht es um ...

den Zusammenhang zwischen Geld und Zeit,
die Begriffe Inflation und Deflation und

die Bedeutung des Barwertes und des Endwertes
von Geldbetrigen.

Das Kapitel hat einen eher iiberblickartigen Charakter. Falls Sie es eilig haben und schnell
ans ,,Eingemachte“ wollen, konnen Sie die Abschnitte Zeit und Geld sowie Inflation und De-
flation tiberspringen. Dagegen sollten Sie den Abschnitt Barwert und Endwert auf jeden Fall
lesen, denn hier finden sich wichtige Grundiiberlegungen fiir alles Weitere.

Die Bezeichnung Finanzmathematik kann den Eindruck erwecken, es handle sich dabei um
eine besondere Art von Mathematik. Wir bedienen uns jedoch auch in der Finanzmathema-
tik ganz gewdhnlicher mathematischer Methoden und Rechenverfahren. Neben den ele-
mentaren Techniken wie dem Potenzieren und dem Logarithmieren werden uns zum Bei-
spiel die Themen Folgen und Reihen beschiftigen, seltener jedoch der Begriff der Funktion.
Die Auswahl gerade dieser Techniken und Methoden hat mit dem Betrachtungsgegenstand
zu tun, der uns in der Finanzmathematik beschéftigt - dem Geld.

Daher beginnt dieses Buch auch mit einer kurzen Betrachtung der Besonderheiten dieses
»obskuren Objektes der Begierde“. Welches sind die besonderen Eigenschaften des Geldes,
neben den emotionalen Aspekten wie der Gier nach oder der Abscheu vor diesem Stoff, der
als Schmiermittel unseres Wirtschaftsgeschehens nicht wegzudenken ist? Betrachten wir
dazu den Zusammenhang zwischen Geld und Zeit. ,Zeit ist Geld“ lautet ein gefliigeltes
Wort. Was kénnte damit gemeint sein? Zum einen der Aspekt, dass jemand, der Zeit auf eine
Sache, vielleicht auf ein Hobby, verwendet, darauf verzichtet, in dieser Zeit Geld zu verdie-
nen. Okonomen sprechen hier von Opportunititskosten, die dem Hobby angelastet werden
miissen. Der Hobbyausiiber sollte sich nach dieser Auffassung iiberlegen, ob ihm seine Frei-
zeitbeschiftigung den Betrag wert ist, den er in der dafiir aufgewendeten Zeit anderweitig
verdienen konnte. Diesen Aspekt wollen wir hier zwar nicht vertiefen, die Grundidee des
entgangenen Nutzens an sich werden wir jedoch des Ofteren aufgreifen. Jeden Euro kann
man nur einmal ausgeben, sodass die Entscheidung fiir das Eine gleichzeitig eine Entschei-
dung gegen das Andere ist. Im Kapitel 9 Einzelne Investitionsprojekte wird dieser Aspekt eine
wichtige Rolle spielen.

1.1 Zeit und Geld

Zunichst jedoch riicken wir einen Gedanken in den Blickpunkt, der sich mit der Wert-
verdnderung des Geldes im Zeitablauf befasst. Fiir diese Wertverdnderung mit fort-
schreitender Zeit gibt es zwei Griinde:
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Zum einen kennen wir alle die ,,Gesetzméfligkeit“, mit der die Preise fiir die Dinge,
die wir zum Leben brauchen oder gerne besitzen mdchten, immer weiter ansteigen.
Die Folge ist, dass wir uns fiir einen Betrag von beispielsweise 100 € heute mehr
kaufen konnen als in einem Jahr. Zumindest gilt dies normalerweise, mehr dazu
finden Sie in dem Abschnitt Inflation und Deflation.

Der zweite Grund, aus dem ein Betrag, nehmen wir wieder die 100 Euro von oben,
mit der Zeit an Wert verliert, ist indirekter Natur. Es ist so dhnlich wie mit dem Hob-
by, das Zeit und damit Verdienstmoglichkeit kostet. Die Nichtverfiigbarkeit der 100 €
heute ist geleichbedeutend mit dem Verzicht auf die Einnahmen, die man zum Bei-
spiel durch Verleihen der 100 € erhalten kénnte. Dieser Aspekt wird im Abschnitt
Barwert und Endwert genauer betrachtet. Dies ist der fiir alles Weitere wichtigere
Gesichtspunkt.

Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass Geld ,unter Normalbedingungen“ mit der
Zeit an Wert verliert, es also giinstiger ist, frither denn spiter iiber einen bestimmten
Betrag zu verfiigen.

Hinzu kommt, dass Unsicherheitsaspekte und Zufilligkeiten bis jetzt nicht betrachtet
wurden. Sie konnten den Effekt noch verstirken nach dem Motto: ,,Wer weif}, ob ich in
einem Jahr noch etwas von meinem Geld habe. Vielleicht lebe ich schon gar nicht
mehr“. Dies sind jedoch Uberlegungen auf individueller Ebene, die fiir unsere Betrach-
tungen nicht hilfreich sind, weil wir sie nicht verallgemeinern kénnen und die wir
daher aufien vor lassen.

Bevor wir gleich die beiden Effekte, die den Wert des Geldes mit der Zeit verdndern,
genauer unter die Lupe nehmen, sei eine weitere Besonderheit der Finanzmathematik
genannt, die sich in der Art zeigt, in der Zahlungsvorgédnge ablaufen. Man spricht zwar
hiufig vom Geldfluss, doch anders als der Begriff Fluss es nahelegt, finden Zahlungs-
vorginge nicht stetig, sondern schrittweise statt. Zu einem bestimmten Zeitpunkt er-
folgt eine Zahlung und erst nach Ablauf einer bestimmten Zeitspanne, zum Beispiel
nach einem Jahr, erfolgt die ndchste Zahlung. Dazwischen geschieht nichts. Statt ,nicht
stetig” bezeichnen wir ein derartiges Geschehen auch als einen diskreten Ablauf (von
lat. discretus = abgesondert). Dieses unstete Wesen der Zahlungsvorginge ist der
Grund, warum in der Finanzmathematik die mathematischen Gebilde der Folgen und
der Reihen eine wichtige Rolle spielen.

1.2 Inflation und Deflation

Mit Inflation ist der Kaufkraftverlust des Geldes durch steigende Giiterpreise gemeint.
Der Begriff stammt aus dem Lateinischen, da heif$t inflatio aufschwellen. Wir wollen
versuchen, die Auswirkung dieses Effektes in Zahlen zu erfassen. Dazu betrachten wir
folgendes Beispiel (falls Sie mit der Prozentrechnung nicht vertraut sind, kénnen Sie
sich im Kapitel 12 Prozente und Prozentpunkte einen Uberblick verschaffen):

Ein Kilogramm Seltene Erde habe am 1.1.2014 einen Marktwert von 10.000 €. Die jdhr-
liche Inflationsrate nehmen wir mit 10 % an, was zwar ein sehr hoher Wert ist, aber
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damit ldsst sich leicht rechnen. Demnach wird das Kilogramm Seltene Erde am 1.1.2015
zu einem Preis von 11.000 € zu erwerben sein, denn

10
10.000 € + 10.000 € - 100 = 11.000 € .

Um die Wirkung der Geldentwertung zu erkennen, fragen wir nun danach, welche
Menge der begehrten Metalle man am 1.1.2015 fiir 10.000 €, also zum Vorjahrespreis
eines Kilogramms, noch bekommen wiirde. Man kommt leicht in Versuchung, ein
Zehntel von einem Kilogramm abzuziehen und ,900 Gramm* zu antworten. Damit ldge
man jedoch nicht ganz richtig. Weshalb diese Subtraktion nicht richtig ist, zeigt fol-
gende Uberlegung: Wiirden 900 Gramm 10.000 € kosten, so bekdme man fiir jeweils
1.000 € genau 90 Gramm.

Tabellarisch dargestellt ergidbe sich dem nach dieser Verlauf:

900 10.000
810 9.000
720 8.000
90 1.000
0 0

Tabelle 1.1 Mengen und Preise

Das sieht zunéchst stimmig aus. Uberlegt man jedoch, wie die Tabelle 1.1 nach oben
fortzusetzen wire, sieht man das Problem:

990 11.000

Es entsteht ein Widerspruch, denn entsprechend unserer Annahme bekommt man fiir
11.000 € ja ein ganzes Kilogramm und nicht nur 990 Gramm.

Dieser Widerspruch 16st sich auf, wenn man Preis und Menge ins Verhiltnis zueinan-
der setzt, also eine Division anstelle der Subtraktion anwendet.

1.000 Gramm Gramm
————— =10,0909
11.000 €

1.000 Gramm Gramm
———————— =0,0909—— - 10.000 €
11.000 € €

= 909,09 Gramm .

Die 10.000 € haben also nur noch einen Gegenwert von 909,09 Gramm.
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Der Effekt ldsst sich allgemein formulieren: Bei einer Inflationsrate von 10 % besitzt ein
Geldbetrag nach einem Jahr nur noch das 1/1,1 = 0,909-fache seines urspriinglichen
Wertes. In Anlehnung an die gefiihlten Temperaturen, die die Meteorologen gerne im
Wetterbericht nennen, konnten wir sagen: Ein 100-€-Schein fiihlt sich bei einer Inflati-
onsrate von 10 % in einem Jahr so an, als stiinde nur noch 90,90 € darauf.

Den Faktor 1/1,1 mit dem wir den urspriinglichen Betrag multipliziert haben, werden
wir als Abwertungsfaktor bezeichnen. Die Verallgemeinerung auf andere Inflations-
raten fillt nun leicht. Wir miissen lediglich die Zahl im Nenner des Abwertungsfaktors
verdndern und zum Beispiel 1,02 einsetzen, um die Wirkung einer Inflationsrate von
2 % zu bestimmen. Die Wirkung der Inflation wird besonders eindriicklich, wenn wir
die Geldwertentwicklung iiber lingere Zeitspannen betrachten. Wir kommen darauf im
Kapitel 5 Rentenrechnung zuriick, wollen aber hier schon die Grundidee darstellen.
Mdchten Sie zum Beispiel die Geldentwertung iiber drei Jahre bei einer jéhrlichen In-
flationsrate von 2 % bestimmen, so stellt sich die Frage, ob Sie die Inflationsrate von
2 % einfach drei Mal addieren und somit im Nenner des obigen Abwertungsfaktors 1,06
einsetzen konnen. Dass dies nicht richtig ist, erkennt man leicht durch eine Umkeh-
rung der Betrachtung. Was ist gemeint, wenn man sagt, der Preis fiir ein Gut steigt jahr-
lich um 2 %? Geht man von einem Ausgangswert, sagen wir 100 € aus und schlagt jahr-
lich gleichbleibend 2 € drauf? Oder bezieht sich die Angabe 2% auf den jeweils
aktuellen Preis? Letzteres ist tiblicherweise gemeint und wird mathematisch dadurch
bertiicksichtigt, dass man den jeweils erreichten Preis erneut mit 1,02 multipliziert. Die
nachfolgende Tabelle 1.2 verdeutlicht den Sachverhalt.

0 - 100,00 -
1 2 102,00 1,02"
2 2 104,04 1,022
3 2 106,12 1,02

Tabelle 1.2 Preissteigerung pro Jahr

In unserem Abwertungsfaktor haben wir somit im Nenner den Wert
1,023 =1,061208
einzusetzen. Demnach haben 100 € in drei Jahren noch eine Kaufkraft von
1
100 € —————==94,23 €.
1,061208

Ganz allgemein konnen wir die verbleibende Kaufkraft von 100 € nach n Jahren und
bei einer konstanten jahrlichen Inflationsrate von x % so berechnen:

1

(1+x)"

Kaufkraft von 100 € nach »n Jahren = 100 € - (1-1)
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Das Seltene Erde-Beispiel soll noch etwas anders verdeutlichen. Der Kaufkraftverlust
kann sehr unterschiedlich ausfallen, je nachdem welches Gut man betrachtet. Das
macht den weiteren Umgang mit dem Thema Inflation schwierig, denn wir wollen zu
allgemeingiiltigen Aussagen gelangen ohne stindige Bezugnahme auf eine konkrete
Kaufkraftentwicklung. Wir kénnten die Inflation natiirlich mit ihrem Durchschnittswert
ansetzen und in allen Formeln , mitschleppen®. Das jedoch wiirde unsere Formeln ver-
komplizieren, ohne dass damit ein Mehrwert an Erkenntnis verbunden wire. Deshalb
werden wir die Inflation als eine Art ,Hintergrundrauschen des Finanzuniversums“ an-
sehen. Sie ist immer da, wir wissen auch mathematisch mit ihr umzugehen, kénnen sie
aber fiir unsere Fragestellungen ausblenden.

BEISPIEL

Steht man vor der Wahl, ob man einen Betrag bei gleicher Laufzeit lieber bei Bank
A oder bei Bank B anlegen soll, ist die Entscheidung zwischen diesen beiden Alter-
nativen unabhéngig davon, ob die Inflation 2 % oder 3 % betrdgt. Man wird sich
immer fiir das Angebot mit dem hoéheren Effektivzinssatz entscheiden (zum Effek-
tivzinssatz kommen wir spéter im Kapitel 3 Unterjdhrliche Zinsrechnung).

Allerdings kann die Hohe der Inflation die Entscheidung in der Weise beeinflussen,
dass man Geld lieber ausgibt, statt es anzulegen. Hier sind wir aber wieder im Bereich
der individuellen und daher nicht verallgemeinerungsfihigen Gesichtspunkte, die wir
schon in Abschnitt Zeit und Geld kurz angesprochen haben.

Der Vollstandigkeit halber soll abschliefSend noch ganz kurz der Begriff Deflation er-
lautert werden. Damit ist das Gegenteil von Inflation gemeint. Deflation beschreibt eine
Geldaufwertung durch Preisverfall. Dieser Effekt, der aus Konsumentensicht zunéchst
wiinschenswert erscheint, treibt Okonomen die Sorgenfalten auf die Stirn. Sie befiirch-
ten eine flichendeckende Kaufzuriickhaltung bei den Verbrauchern, die in der Erwar-
tung noch weiter sinkender Preise ihr Geld lieber sparen und damit im ungiinstigsten
Fall die Konjunktur regelrecht abwiirgen.

1.3 Barwert und Endwert

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, wie steigende Giiterpreise einem Geld-
betrag einen Teil seines Wertes entziehen. Stellen wir uns fiir den Moment einmal vor,
wir konnten die Inflation durch Umlegen eines grofies Hauptschalters einfach abschal-
ten. Die gerade giiltigen Giiterpreise wiirden dadurch sozusagen ,eingefroren“. Wire
es unter diesen Umstédnden egal, ob man iiber einen Betrag von 100 € heute verfiigen
kann oder erst in einem Jahr?

Wir haben schon im ersten Abschnitt dieses Kapitels iiberlegt, dass eine frithere Verfiig-
barkeit die Mdglichkeit der ertragreichen Nutzung des Geldes durch dessen Ausleihe
und eine fiir die Ausleihe erhaltene Gegenleistung erdffnet. Nun versuchen wir auch
dies quantitativ zu erfassen. Nehmen wir dazu an, jemand habe 5.000 € in der Lotterie
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gewonnen. Die Auszahlung des Betrages ist heute fillig. Der zustdndige Gliicksbote der
Lottogesellschaft hat jedoch zur Uberbriickung eines persénlichen finanziellen Engpas-
ses in die Kasse gegriffen und kann die 5.000 € nicht iibergeben. Um seine Untreue zu
verdecken, verfillt er auf den Gedanken, den Gewinner auf einen spiteren Auszahlungs-
termin, sagen wir in genau einem Jahr, zu vertrosten. Als Entschidigung fiir die Verzoge-
rung stellt er ihm die Zahlung eines dann héheren Betrages in Aussicht. Wie viel Zu-
schlag muss er bieten, damit der Gewinner die Wartezeit akzeptiert? Wir legen dabei
folgende Annahmen zu Grunde: Der Bote wird in einem Jahr zahlen und der Gewinner
wird in einem Jahr noch am Leben sein, es liege also vollstindige Planungssicherheit
vor. Auflerdem gehen wir davon aus, dass keiner der beiden den anderen iibervorteilen
wird (was leicht mo6glich wire, sollte der Gewinner von den unlauteren Machenschaften
des Boten Wind bekommen). Auch die Inflation betrachten wir weiterhin als ausgeschal-
tet. Unter diesen Voraussetzungen wird sich der Gewinner fragen, welchen Geldwert er
fiir das Jahr Wartezeit anzusetzen hat. Es wére verniinftig und fair, dafiir den Betrag zu
verwenden, den er durch einen risikolosen Einsatz des Geldes erzielen konnte.

BEISPIEL

Ein solcher Einsatz wire zum Beispiel das Verleihen der 5.000 € fiir ein Jahr an
einen Bekannten gegen eine Gebiihr von zum Beispiel 200 €. Dann wiére es fair,
wenn der Geldbote dem Gewinner fiir die Aufschiebung der Zahlung um ein Jahr
ebenfalls diese Gebiihr entrichten wiirde.

Wichtig fiir alles Weitere ist nun folgende Erkenntnis: Einigen sich der Lotteriegewinner
und der Geldbote auf eine Zahlung von 5.200 € in einem Jahr, so verdndert sich da-
durch die Vermogenssituation des Lotteriegewinners nicht. Er steht mit den 5.200 € in
einem Jahr genauso gut da wie mit den 5.000 € heute, die Geldbetrdge sind fiir ihn
dquivalent. Das Jahr Wartezeit wird mit dem Betrag (200 €) abgegolten, den er bei so-
fortiger Verfiigbarkeit der 5.000 € und deren Ausleihe fiir ein Jahr erhalten héatte. Wir
bezeichnen den heutigen Wert (die 5.000 €) als Barwert, den Wert am Ende des Be-
trachtungszeitraums (5.200 €) als Endwert. Die Betrdge unterscheiden sich zwar zah-
lenmifig (nominal), sind aber finanzmathematisch als gleichwertig anzusehen. Diese
Gleichwertigkeit von zahlenmaif’ig unterschiedlichen Betrdgen aufgrund unterschiedli-
cher Filligkeitstermine wird uns immer wieder beschéftigen.

1.3.1 Nominalwert und Aquivalenzprinzip

Mit Zdhl- oder auch Nominalwert meinen wir das, was ,drauf steht. Ein Hundert-
Euro-Schein hat einen Nominalwert von 100. Daran dndert sich auch nichts, wenn Sie
den Schein ein Jahr in der Schreibtischschublade liegen lassen. Beim Geldzédhlen wer-
den Sie ihn immer mit der Zahl 100 beriicksichtigen. Finanzmathematisch ist es jedoch
ein Unterschied, ob Sie iiber den Schein heute oder erst in einem Jahr verfiigen - und
zwar auch bei ,abgeschalteter” Inflation. Das sollte unser Beispiel des Lotteriegewin-
ners oben verdeutlichen.
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Aus der dort festgestellten Gleichwertigkeit eines Barwertes und eines nominal anderen
Endwertes konnen wir im Umkehrschluss folgenden fundamentalen Gedanken ablei-
ten: Geldbetriige, die zu verschiedenen Zeitpunkten anfallen, diirfen nicht einfach
mit ihrem Zihlwert (Nominalwert) verglichen werden. Vielmehr muss die zwischen
ihnen liegende Zeitspanne beriicksichtigt werden, denn Geld ist eine ertragsfahige Sub-
stanz. Bevor eine Aussage der Art ,Geldbetrag 1 ist mehr wert als Geldbetrag 2“ ge-
macht werden kann, miissen die Betrdge vergleichbar gemacht werden. Dies geschieht
zum Beispiel dadurch, dass der spéter fillige Betrag um den in ihm steckenden Ertrag
bereinigt wird. Dies ist ein sehr wichtiger finanzmathematischer Grundsatz: die Ver-
gleichbarkeit von Geldbetrdgen ist nur statthaft, wenn die Zdhlwerte zuvor auf einen
gemeinsamer Bezugszeitpunkt umgerechnet wurden. Dieser Grundsatz wird als Aqui-
valenzprinzip bezeichnet. Aus dem Aquivalenzprinzip folgt auch, dass wir zu verschie-
denen Terminen féllige Geldbetridge nicht einfach addieren oder subtrahieren diirfen.
Auch dafiir miissen wir zuvor einen gemeinsamen Bezugszeitpunkt auswéhlen. In un-
serem Bespiel werden aus den 5.200 € die 200 € Ertrag durch Gebiihr heraus gerechnet.
Damit ist der Betrag exakt so hoch wie die 5.000 € ein Jahr frither und diesen gleich-
wertig. Beachten Sie, dass die Inflation fiir diese Uberlegung keine Rolle spielt! Eine
vereinfachte Situation bei der Vergleichbarkeit liegt dann vor, wenn der grof3ere Betrag
frither féllig ist, als der kleinere. Frither mehr Geld zu bekommen ist stets besser als
spiter weniger. In Abwandlung eines bekannten Sprichwortes konnte man es etwas
flapsig auch so formulieren: , Lieber reich und gesund, als arm und krank.“

Das Beispiel lédsst sich noch etwas abwandeln. Angenommen, der Lotteriegewinner er-
fahrt von der misslichen Lage des Geldboten. Er kdnnte nun auf die Idee kommen, dies
auszunutzen und mehr als die fairen 200 € fiir seine Wartebereitschaft fordern, zum
Beispiel 500 €. Damit stiinde er nun materiell besser, als wenn er die 5.000 € sofort
bekédme und zu den iiblichen Konditionen verleihen wiirde. Wie sich das finanzmathe-
matisch exakt berechnen ldsst, wird im nédchsten Kapitel im Abschnitt Vom Endwert
zum Barwert dargestellt.

NACHDEM SIE DIESES KAPITEL DURCHGEARBEITET HABEN, SOLLTEN SIE...

die Inflation einerseits und die Ertragskraft des Geldes andererseits als bedeu-
tend fiir die Bewertung von Geldbetrdgen erkannt haben,

verstanden haben, dass wir die Inflation fiir unsere allgemeinen Betrachtungen
als ausgeschaltet betrachten konnen,

die Begriffe Zdhlwert, Barwert und Endwert erkldren kénnen,

wissen, was mit dem Aquivalenzprinzip gemeint ist und

insbesondere verstanden haben, dass Geldbetréige, die zu verschiedenen Termi-
nen anfallen, nicht einfach addiert oder subtrahiert werden diirfen.






