Losungen der Aufgaben
Theoretische Informatik fiir Dummies
Teil IV - Mathematische Grundlagen

Prof. Dr. R. Schmitz*

September 2019

12 Aufgaben zu logischen Grundlagen

12.1

x ‘ y ‘ -z ‘ —(—x) ‘ -y ‘ xVy ‘ TAY ‘ =(zVy) ‘ —x A\ Yy ‘ —(z Ay) ‘ -z V oy
0[]0 1 0 1 0 0 1 1 1 1
011 1 0 0 1 0 0 0 1 1
110 0 1 1 1 0 0 0 1 1
1|1 0 1 0 1 1 0 0 0 0
12.2

Hier ist leider ein Fehler in der Aufgabenstellung passiert. Korrekterweise lautet der Modus Ponens:
(A= B)ANA) = B.

Wir beweisen die Aussage, indem wir die Identitit A = B = AV B und die deMorgan’schen
Regeln nutzen:

(A=B)AA)=B = (AVB)AA)VB

(
(~(AvB)VAVB
(
(

AANBVA)VB
AV A)A(BV B)

= true.

12.3

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die Aussage: 1> — 1 = 0 ist durch 3 teilbar, was offenbar
wahr ist.

3

e Induktionsvoraussetzung: Die Aussage “A(n) : n® — n ist durch 3 teilbar” sei wahr.
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e Induktionsschluss: Zeige A(n) = A(n + 1): Es gilt

n+1P -+ =n*+3n2+3n+1-n—1=n>—-n)+3n*+3n

Nach Induktionsvoraussetzung ist (n® — n) durch 3 teilbar, also ist der gesamte Ausdruck
durch 3 teilbar.

13 Aufgaben zu Mengen und Relationen

13.1

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion:

e Induktionsanfang: Eine einelementige Teilmenge M; = {x} besitzt die zwei Teilmengen ()
und {z}.

e Induktionsvoraussetzung: Eine n-elementige Menge M,, besitze 2" Teilmengen.

o Induktionsschluss: Wir betrachten eine (n+1)-elementige Menge M, +1. Dann 148t sich M,, 1
in dieser Form schreiben:
Mn+]_ = Mn U {.’L'},

wobei M,, n Elemente besitzt und z ¢ M,,. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt M, genau
2™ Teilmengen T;. Jedes T; ist natiirlich auch Teilmenge von M, ;. Weitere 2" Teilmengen
U; C M, 41 erhélt man, indem man x in jedes 7; mit hinein nimmt:

Insgesamt haben wir also 2 - 2" = 27! Teilmengen.

13.2
Die Elemente von S x T sind geordnete Paare aus Elementen von S und 7"
SxT={(z,y)lv € S,yeT}

Fiir den ersten Eintrag in jedem Paar haben wir also s Moglichkeiten, fiir den zweiten Eintrag ¢
Moglichkeiten. Durch Kombination aller Moglichkeiten erhalten wir s - ¢t Elemente.

13.3
Die Schluiweise aus der Aufgabenstellung
Ve,y e M : (z,y) € R= (y,2) € R= (x,2) € R

ist korrekt. Sie gilt aber nur fiir solche z € M, die tatsichlich ein Partnerelement y € M besit-
zen, so dass (z,y) € R. Fiir alle anderen © € M ist die Schlussweise nicht anwendbar und die
Reflexivitdt muss hier eigens nachgewiesen werden.
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Abbildung 1: Alle Bdume mit weniger als fiinf Knoten

14 Aufgaben zu Graphen und Biumen

14.1

Zeichnet man alle Baume mit weniger als fiinf Knoten, so ist die Anzahl der Kanten immer um
eins kleiner als die Anzahl der Knoten. Das schrinkt die Zahl der Auswahlmdoglichkeiten stark ein
(sieche Abbildung 14.1).

14.2

Die einfachen Graphen mit vier Knoten haben zwischen 0 < k < 6 Kanten. Zwei Graphen kénnen
nur dann nicht isomorph sein, wenn sich ihre Knoten hinsichtlich der Knotengrade unterscheiden.
Bei der Verteilung der Knotengrade auf die vier Knoten ist man durch die Bedingung Y., d(z;) =
2k eingeschrinkt. Als Beispiel zeigt Abbildung 14.2 (bis auf Isomorphie) alle einfachen Graphen
mit vier Knoten und drei Kanten.
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Abbildung 2: Alle einfachen Graphen mit vier Knoten und drei Kanten

14.3

Die maximale Weglidnge in einem Graphen mit n Knoten ist n — 1. Dementsprechend ist die
maximale Lange eines Kreises n. Um zu priifen, ob in einem gerichteten Graph G keine Kreise der
Linge 1 < ¢ < n vorhanden sind, miissen wir also nur die Potenzen A’ der Adjazenzmatrix A von



G fiir 1 < £ < n bilden. Da Kreise Knoten mit sich selbst verbinden, miissen fiir einen kreisfreien
Graph alle Diagonalelemente dieser Matrizen Null sein.



