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9 Aufgaben zur Komplexitit von Algorithmen

9.1

a) Mit der Regel von de L’ Hospital gilt:
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b) Es gilt a® = e"'°8(4), Damit ist b) ein Spezialfall von a).

9.2
o Fiir n > 3 gilt
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Deshalb ist lim, oo 27 = 0 und 2" < O(n).
o Fiir n > 2 gilt
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Deshalb ist lim,,_, o0 n"—T'L =0 und n! < O(n").

9.3

Der Vergleich der Daten und ihr Austausch haben jeweils konstanten Aufwand. Diese beiden
Operationen miissen im Rahmen der inneren Schleife (n — 1)mal durchgefiihrt werden. Die innere
Schleife muss wiederum nmal durchlaufen werden, so dass man insgesamt 2n(n — 1) € O(n?)
Operationen benotigt.
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10 Aufgaben zu P und NP

10.1

Ein einfacher Algorithmus, um zu priifen, ob ein zusammenhéngender Graph G = (V| E) mit zwei
Farben fiarbbar (man sagt auch bipartit) ist:

e Beginne mit einem Knoten zy € V und firbe ihn rot.
e Firbe alle Nachbarknoten von xy blau.
e Férbe die Nachbarknoten der Knoten aus dem vorigen Schritt rot.

e Fahre fort, bis alle Knoten gefiirbt sind (dann ist der Graph 2-farbbar), oder bis man auf
einen Nachbarknoten trifft, der bereits die gleiche Farbe wie der aktuelle Knoten hat (dann
ist der Graph nicht 2-farbbar).

Wenn G n Knoten besitzt, miissen im worst case zu jedem der n Knoten (n — 1) Nachbarknoten
untersucht werden. Der Algorithmus hat also eine Komplexitiit in O(n?).

10.2

Hier die boolesche Funktion fiir den Graph aus Abbildung 10.2(a). Dabei sind die Knoten gegen
den Uhrzeigersinn nummeriert, beginnend mit dem Knoten links oben:

¢ = (Ryy ARauy) A(Gay AGoy) A(Byy A Byy) A
“(Rzy ANRyy) N (Goy ANGyy) A—(Byy A Bg,) A
“(Rgy A Ryy) A (Guy A Gay) A—(Byy A Byy) A
“(Rygy ARy ) N (Gyy AGyy) N—(Byy A By,) A
“(Rgy A Ryy) AN (Gyy AGgy) AN (Bgy A By,) A
((Rgy NGy ANBy,)V (Gyy ARy, ABy)V (Byy ARy, ANGyy)) A
((Rgy AN Gyy A Bypy)V (Gay A Ryy A By,)V (Byy AN Ryy ANGoy)) A
((Ruy A Gay A Byy) V (Gay A Ryy A Bry) V (Byy A Ry AGay)) A
((Ryy A Goy A Bg)V (Gay A Ryy AN By,)V (B, A Ry AGy,))

10.3



10.4

Da der Ausdruck 1V as Va3V sV Ts aus vier V-Klauseln besteht, miissen wir vier Hilfsvariablen
Y1, Y2, Y3, Y4 einfithren. Der Teilausdruck (z1 V x2) V (z3 V x4) ist erfiillbarkeitsiquivalent zu

(1 Vyr Vys) A(@2 VL Vys) A(z3Vya Vis) A(za VY2 Vys).
Deshalb ist ((x1 V x2) V (x3 V x4)) V T erfiillbarkeitséiquivalent zu der Formel
(1 Vyr VysVys) AN@e Vg VyzVys) A@sVye Vs Vya) A@aVgeVysVys) A(TsVys).

Wir haben damit KNF erreicht. Da keine der fiinf Teilklauseln die Lange 3 hat, miissen wir fiir
die 3-KNF noch weitere fiinf Variablen z; hinzufiigen. Zum Beispiel ist der Teilausdruck (z1 Vy; V
ys V y4) erfiillbarkeitséquivalent zu

(1 VyrVz) A(ys VsV z),
und (Z5 V §4) ist erfiillbarkeitséquivalent zu
(Z5sVyaVzs) A (TsVGgV Zs5).

Insgesamt erhélt man die 3-KNF

¢ = (xrVyrVe)A(ysVyaVz)
AN (22V Y1 V) A(ysVysV 22)
AN (x3VyaVzs)A(FsVysV Z3)
A (@a VYoV za) NGz VyaV Za)
AN (Z5VYaVzs) A(T5VYaVZs).

11 Aufgaben zur NP-Vollstindigkeit

11.1

Der zu F = (21 V Z2) A (71 V #3) A (12 V 23) gehorige gerichtete Graph sieht so aus (der Ubersicht-
lichkeit halber wurde die Kante von ¢3 nach s; weggelassen):
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Der Graph enthélt einen Hamiltonkreis H:

ST — 1}11—>Cl—>’(}12—>’l}13—)’014—)t1—>
So  — Vg1 — U2 —>03 — Vo3 —> Voy —> tg —
S3  — 1}34%1)33*)02%1}324)1)314)153*)81

Dazu gehort die erfiillende Belegung x1 = true, xo = true,x3 = false.

11.2

Der zu F' = (Z1 VT Va) A(xa Vg V) A(TaV Iy V Te) gehorige gerichtete Graph sieht so aus
(der Ubersichtlichkeit halber wurde die Kante von t2 nach s; weggelassen):
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Cj3 ist nur erreichbar, wenn der untere Diamant von rechts nach links durchlaufen wird. Also
miissen C'; und C5 beide vom oberen Diamanten aus erreicht werden. Um C'; zu erreichen, muss
der obere Diamant von rechts nach links durchlaufen werden, dann kann aber Cy nicht erreicht
werden. Also enthélt der Graph keinen Hamiltonkreis.

Die Zahlen fiir das entsprechende Subset-Sum Problem sehen so aus:
Zahl | i=1|i=2]j=3]j=4]j=5
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Damit die letzte Ziffer von s gleich 3 sein kann, muss offenbar gelten fo,p3,q3 € T. Wegen der
zweiten Ziffer von s folgt daraus to € T'. Wegen der dritten Ziffer von s muss nun gelten f1,p1,q1 €
T. Wegen f1 € T und der ersten Ziffer von s folgt t; € T. Dann kann aber die vorletzte Ziffer von
s nicht mehr drei ergeben. Das Subset-Sum-Problem ist also unlésbar.

11.3

m(x1) = ya, m(x2) = Yo, m(x3) = y1, m(x4) = y6, 7(x5) = Y5, 7(T6) = Y3.



