Schwingende Doppelmulde

Friedhelm Kuypers - Regensburg

a=125/m b=1/m"3
Ax=05m Omega = 2%pi /s

No Friction

Time: 8.400 s

Abb. 1 Momentaufnahme einer POV-Ray-Animation. Links unten wird die inertiale Geschwindigkeit

der Perle in der Einheit m/s und rechts unten wird die Energie der Perle in der Einheit J gezeichnet.

Auf einem glatten Draht, der gemif3
y(x) = —ax’ +bx*

gebogen ist, gleitet eine Perle der Masse m hin und her. Zwischen der Perle und dem glat-
ten Draht besteht keine Reibung. Fiir a,b > 0 hat der Draht im Koordinatenursprung ein
relatives Maximum und bei

X, =% |— fir a,b > 0

zwel absolute Minima mit der Hohe

2
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-—— fir a,b > 0
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ymjn = y(xmin) =



: : . A sin(Q 1)
Der Draht ist auf einem Wagen befestigt, 4 >
der harmonisch mit
XWagen = Asin(Q1) ty

hin und her bewegt wird.

Die Perle erfihrt in der Luft eine Rei-
bungskraft proportional zu ihrer Ge-

schwindigkeit. Die Proportionalitdtskon-
stante ist c.

Abb. 2 Auf einem gebogenen, glatten Draht, der

Differentialgl_ (abgekiirzt Dgl.) harmonisch hin und her bewegt wird, gleitet eine
Perle der Masse m.
Die x,y-Koordinaten sind fest mit dem ge-

bogenem Draht verbunden (siehe Abb. 2).
Wir wihlen die x-Koordinate als unabhingige Koordinate. Die inertialen Koordinaten der
Perle lauten:

x;=x+ Asin(Q1) ylz—ax2+bx4

Dann ergibt sich die Lagrangefunktion zu

L= [xz +2AQicos(Qr) +4a’x i +16b2x0 %% - 16abx4)'c2]

|3

+mg (axz—bx4)

Die Dgl. fiir die x-Koordinate der Perle auf dem Draht lautet:

i = I -

1+xz(2a—4bxz)2

[Axﬂzsin(ﬂt) +4xx2(a® - 8abx?+12b%x%) + 2gx(a—2bx2)—£Achos(Qt)}
m

Die starken Schwankungen der Energie (siehe die rechte untere Kurve in Abb. 3) konnen wie
folgt erkldrt werden: Die Kraft F_
denden Gleitreibungskraft immer genau senkrecht auf dem Draht. Die Geschwindigkeit v

des Drahtes auf die Perle steht wegen der verschwin-

Perle
der Perle im Inertialsystem setzt sich zusammen aus der Geschwindigkeit relativ zum Draht —

sie steht senkrecht auf F,_, — und aus der Geschwindigkeit

Draht

Vpraht = A e, cos(L1)

des Drahtes. Folglich erbringt der Draht an der Perle die Leistung
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Abb. 3 Diese Kurven beschreiben die reibungsfreie Bewegung einer Perle auf einem Draht, der

wegen a < 0, b =0 parabelformig gebogen ist. Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
X, =125m x, =0

b=0 Reibung ¢ =0 A =05m Q:6é
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P(t) = F =F

Draht © VPerle Draht VDraht

In Abb. 4 ist die Leistung in Punkt A der Bewegung negativ und in Punkt B positiv.
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Abb. 4 In der hier dargestellten Momentaufnahme bewegt sich der Draht mit der Geschwindigkeit

v ... hach links. Die Kraft des glatten Drahtes auf die Perle steht immer senkrecht auf dem Draht.

Draht
In der Position A ist Fpn * V prant < 0, so dass die Energie der Perle abnimmt.

In der Position B hingegen iibertrigt der Draht wegen Fp .- Vprane > 0 Energie auf die Perle.
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Abb. 5 Hier werden die Kurven in Abb. 3 nur in dem kleinen Zeitintervall 1€ [2,4s ; 2,8s] betrachtet. Fol-

gende Erkenntnisse werden mit Hilfe der Kurven gewonnen:

e Nach der rechten oberen Kurve bewegt sich der Draht im gesamten Zeitintervall nach links.

® Nach den rechten mittleren Kurve y;(#) und der unteren linken Kurve x(¢) gleitet die Perle anfangs die linke
Seite des parabelférmig gebogenen Drahtes herab und verliert dabei Energie. Zur Zeit t = 2,638 s durchlduft
die Perle den Scheitelpunkt des Drahtes. AnschlieBend gleitet die Perle die rechte Seite des Drahtes hinauf
und gewinnt Energie.

Ursache fiir die Energieschwankungen kann nur die Bewegung des Drahtes sein. Der Motor, der den Draht har-
monisch hin und her bewegt, nimmt anfangs Energie auf und gibt anschlieBend wieder Energie an die Perle
zuriick. Weitere Erlduterungen sind unter Abb. 4 zu finden.
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