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Abb. 1 Momentaufnahme eines chaotisch schwingenden Pendels. Zwei Schreiber auf der rechten
Seite zeigen den zeitlichen Verlauf der Winkelgeschwindigkeit @(#) und der Energie E(?) .

Ebenes Pendel

Der Authidngepunkt A eines ebenen Pen-

dels kann harmonisch in horizontale und Y Ay sin(Q )
Z?mkalz Rlszll?.g schw1111{gen.A Dl16 Koor- / A, cos(Q 1)
inaten des Aufhidngepunktes A lauten > .
x5, = A, cos(Q1) Y x
Ya = A, sin(Q1) DY,
Zur Zeit t=0 befindet sich der Aufhén-
gepunkt an der Stelle (A,, 0) und lduft
anschlieBend fiir Ax-A,#0 auf einer m
Ellipsenbahn. Fir Ay-Ay, >0 lduft der
Authingepunkt im Gegenuhrzeigersinn, Abb. 2 Das ebene Pendel schwingt mit laminarer
ansonsten im Uhrzeigersinn. Luftreibung. Der Aufhéingepunkt kann horizontal und

vertikal bewegt werden mit gleicher Kreisfrequenz Q.
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Abb. 3 Momentaufnahme der Schwingung von zwei identischen Pendeln der Linge [/ =1m . Die
beiden gelben Authingepunkte werden harmonisch mit der Frequenz Q =15,6605/s auf und ab be-
wegt, links mit der Amplitude Ay = 0,52 m, rechts mit der Amplitude Ay =0,60 m.

Das linke Pendel steht stabil auf dem Kopf, das rechte Pendel schwingt chaotisch.

Die Pendelmasse erfihrt eine geschwindigkeitsproportionale Reibungskraft:
R=cv
mit v = Geschwindigkeit der Pendelmasse m.

Die Masse der Pendelstange und das Triagheitsmoment der Kugel werden vernachldssigt.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Die Dgl. fiir die unabhéngige Variable ¢ lautet:

2
¢ = —%sin(p + QT [Ax cos(Q27) cosP + A, sin(Q7) sin(p] -

le [l ) (Ax sin(Q 1) cos@ — A, cos(Q1) sin(p)}



Besonderheiten des Systems

Das System ist bei bewegter Aufhingung chaotisch.

Das Pendel mit vertikal bewegter Aufhingung zeigt ein interessantes und iiberraschendes
Phinomen: Bei geeigneten Schwingungen des Authidngepunktes wird die aufrechte Position
stabilisiert; der Winkel ¢ kann Schwingungen in der Umgebung von ® machen, ohne dass

das Pendel umkippt.

So ist die aufrechte Position z. B. dann stabil, wenn bei der Frequenz Q =5./g// die Ampli-
tude A, zwischen 28 % und 58 % der Pendellidnge / liegt und A, = 0 ist (siche Abb. 3).

Die Parameterbereiche, in denen das stehende Pendel eine stabile Position hat, werden in der

sog. ,,Struttschen Stabilititskarte* dargestellt.
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Abb. 4 Fiir die Anfangsbedingungen
9(0) = 3.1 90) =0

und fiir die Parameter

m=1kg [=1m Ay=0,52m Q=5 f§z15,6605% A =0
steht das Pendel stabil auf dem Kopf. Die Kurve y(x) wurde im ersten Fenster fiir das Zeitintervall [0, 10s]
gezeichnet, die beiden nichsten Kurven wurden fiir das doppelt so groB3e Zeitintervall [0, 20s] gezeichnet.

Die groBte Frequenz im Fourierspektrum von @(f) lautet m/Af=209,4/s mit At =0,015s= Ausgabe-

schrittweite bei der Losung der Dgl. Im 4. Fenster wird nur der erste, wichtigste Teil des Spektrums dargestellt.
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Abb. 5 Chaotische Schwingung eines horizontal angetriebenen Pendels. Die grofite Frequenz im Fou-
rierspektrum von @(r) lautet m/Ar=62,8/s mit At =0,05s = Ausgabeschrittweite bei der numerischen L6-

sung der Dgl. Im vierten Fenster wird nur der erste, wichtigste Teil des Spektrums dargestellt.
Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

©0) = 2rad  @0) = 1rad/s

m=1kg [=1m A =02m A, =0 Q:4é c=0
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Abb. 6 Regulire Schwingung eines angetriebenen Pendels. Die groBte Frequenz im Fourierspektrum von ¢(¢)
lautet /At = 209,4/s mit Ar = 0,015 s = Ausgabeschrittweite bei der numerischen Lésung der Dgl. Im fiinf-
ten Fenster wird nur der erste, wichtigste Teil des Spektrums dargestellt.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
T .
90) = Py 90) =0

m=1kg /l=4m A, =1m A, =0 Q:12é c=0

Literatur

In dem Lehrbuch Klassische Mechanik von Friedhelm Kuypers, Wiley-VCH-Verlag, 9. Auf-
lage wird das ebene Pendel mit horizontal schwingendem Aufhingepunkt in den zwei Aufga-
ben 5-13 und 9-9 behandelt. Das ebene Pendel mit vertikal schwingendem Aufhingepunkt
wird in Aufgabe 14-8 besprochen.



