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Abb. 1 Momentaufnahme einer POV-Ray-Animation. Der imaginire, vertikale rote Stab geht

durch den Auflagepunkt des Wackelsteines. Die 5 Kurven zeigen den Zeitverlauf der 3 Winkel
Gamma, Alpha, Beta, des Verhiltnisses Haftreibungskraft/Normalkraft und der Energie.

Da das Verhiltnis ,,Haftreibungskraft/Normalkraft” zeitweise deutlich groBer ist als Eins, die Haftrei-
bungszahl W aber fiir Wackelsteine unter Eins liegt, ist die Annahme ,,Rollen ohne Schlupf* bei
heftigen Schwingungen unrealistisch. Daher ist das zweite Modell ,,Wackelstein mit Schlupf. Har-
ter Boden®, das ebenfalls in MECHANICUS eingebaut ist, in der Regel realistischer.

Ein Keltischer Wackelstein oder Keltisches Wackelholz (Englisch: Celt oder Rattleback) ist
ein starrer Korper aus Holz, der knapp die Hdilfte eines ldnglichen Ellipsoids bildet, also einen
Ellipsoid, von dem etwas mehr als die obere Hilfte abgeschnitten wurde. Die geometrischen
Halbachsen haben die Léngen
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¢ in x3—Richtung
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Abb. 2 Die korperfesten x;,x,-Achsen laufen durch den geometrischen Mittelpunkt des
(nichtabgeschnittenen) Ellipsoids und sind parallel zur ebenen Decke des Wackelsteins. Die kor-
perfeste x3 - Achse steht senkrecht auf der Deckfliche. Die Drehungen um o, erfolgen um die

korperfesten x;, x, - Achsen, die Y- Drehung erfolgt um die inertiale Hochachse.

wobei a deutlich grofler ist als b, ¢ (siehe die Abbn. 2 und 3a). In den Holzkorper werden
neben der grolen Halbachse zwei Metallzylinder eingesetzt (siehe die Aufsicht in Abb. 3a).
Dadurch wird die Massenverteilung
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lipsoids iibereinstimmen, sondern

mit ihnen einen Winkel § einspan- Metallzylinder
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heitsachsen im mathematisch posi- Abb. 3a Aufsicht des Wackelsteins. Hier ist 8 < 0.
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des Ellipsoids gedreht.

Auf einer flachen Unterlage ruht
der Wackelstein stabil, wobei die
vertikale Haupttrigheitsachse mit
der vertikalen Halbachse des El-

lipsoids zusammenfillt.

Metallzylinder

Abb. 3b Seitenansicht des Wackelsteins fiir oo = 0°.



Besonderheiten des Wackelsteins

Versetzt man einen Wackelstein auf einer horizontalen Unterlage in eine Drehung, so rotiert
er bei einem Drehsinn — z. B. im Gegenuhrzeigersinn — erwartungsgemif stabil, wobei die
Drehung wegen der Reibung immer langsamer wird und nach einigen Sekunden aufhort.
Beim umgekehrten Drehsinn — in diesem Fall im Uhrzeigersinn — zeigt er ein iiberraschendes
Verhalten: Es treten seitliche Kippbewegungen auf, die immer stidrker werden und der Rotati-
on die gesamte Bewegungsenergie entziehen. Nach wenigen Sekunden kommt die Rotation
vollig zum Erliegen, und die Wackelbewegung enthilt die ganze, bis dahin noch vorhandene
Bewegungsenergie. AnschlieBend wird der groBte Teil der kinetischen Energie wieder in Ro-
tationsenergie umgesetzt, wobei die Rotation nun die bevorzugte Drehrichtung im Gegenuhr-
zeigersinn hat. Der Wackelstein hat seinen Drehimpuls umgekehrt.

Nur die Drehrichtung ist stabil, bei der die zwei horizontalen Haupttrigheitsachsen den hori-
zontalen Halbachsen des Ellipsoids ,,vorauslaufen®. Der in Abb. 3a dargestellte Wackelstein
mochte sich daher im Uhrzeigersinn drehen; fiir ihn ist der Winkel & < 0. Bei einigen Wa-
ckelsteinen kommen im Experiment am Ende der Bewegung drei bis hochstens vier weitere
Umkehrungen der Drehrichtung vor; sie sind aber wegen der kleinen verbleibenden Energie
nur sehr schwach.

Wackelholzer konnen in einigen Spielzeuggeschiften gekauft werden. Mit Geduld und Gliick
lassen sich am Strand Kieselsteine mit gewolbter Unterfliche und ,,schiefer” Massenvertei-
lung finden, die die Eigenschaften eines Wackelsteines haben. Mit solchen Kieselsteinen ha-
ben angeblich keltische Priester frither Entscheidungen getroffen.

Mathematisches Modell

Die Orientierung und damit auch die Bewegung des Wackelsteins werden durch drei Drehun-
gen in folgender Reihenfolge beschrieben:
1) Drehung y um die inertiale Hochachse

2) Drehung oo um die korperfeste Liangsachse x; des Ellipsoids

3) Drehung B um die korperfeste Querachse x, des Ellipsoids

Der hier simulierte Wackelstein rollt ohne Schlupf iiber den harten Boden. Der Wackelstein
kann hier also nicht rutschen und sein tiefster Punkt kann nicht vom harten Boden abheben.
Bei heftigen Bewegungen kann die Haftreibungskraft am Boden zeitweise deutlich groBer
sein als die Normalkraft des Bodens (siche die untere Kurve in Abb. 4). Hier ist das Modell
,»Rollen ohne Schlupf* nicht realistisch.

Fiir die laminare Luftreibung wird folgendes korperfeste Reibungsmoment angesetzt:
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Nrp = —|c,m, mit ¢; = Luft-Reibungskoeffizient.

¢3 03
Am Ende dieser Datei werden die sehr langen Dgln. mit den Euler-Gln. aufgestellt.

Numerische Losungsverfahren

Das Losungsverfahren odel 13 ist empfehlenswert.

Abb. 4 Die numerisch berechneten Kurven zeigen die Winkel y(¢),a(¢) und B(#) sowie die Energie
E(t) und das Verhiltnis Haftkraft/Normalkraft. Die Drehung um die Hochachse wird durch y(f) be-

schrieben; der Drehsinn dndert sich insgesamt fiinfmal.

Die Anfangsbedingungen und Parameter des Wackelsteins lauten:

o =pf=-0,02Rad ®; = —-8Rad/s Die restlichen fiinf Anfangsbedingungen sind null.
m = 1kg I, =2-10"*"kgm? I, =16-10"*kgm? I =17-10"° kgm?
a=02m b»=003m ¢=0,02m 6 =0,1Rad

h=1-10""m ¢ =cy=c3 =1-100"kgm?/s

Nach der letzten Kurve ist die Haftkraft F,(f) des Wackelsteins bei der ersten Vorzeichendnderung von
Y(¢) zeitweise deutlich groBer als die Normalkraft F, () des Bodens. Hier ist das Modell ,,Rollen ohne
Schlupf* nicht realistisch.
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Zum Wackelstein ohne Schlupf gibt es 16 Zusatzfunktionen. Die drei Zusatzfunktionen
x-Stab y-Stab Neigungswinkel Theta

miissen jetzt noch eigens erkldrt werden: Dazu denken wir uns einen diinnen, masselosen Stab
der Lange [ =1m, der senkrecht auf der ebenen Deckfliche des Wackelsteines steht und da-
her in der Ruhelage des Wackelsteines senkrecht nach oben zeigt. Die Neigung dieses Stabes
verdeutlicht die GroBe der Winkel o und . Laut Definition sind x-Stab und y-Stab die iner-
tialen x- und y-Komponenten des oberen Stabendes — bezogen auf das untere Stabende:

Xgap = — I m-(sinf cosy + sino cosp siny)

Ysab = — I m-(sinp siny — sinca cosP cosy)

Der ,,Neigungswinkel Theta“
¥ = arccos (coso cosf)

ist der Winkel zwischen dem genannten Stab und der Hochachse, die durch das untere Sta-
bende liuft.

Animation

Der Auflagepunkt (Kontaktpunkt mit dem Boden) wird bei der MatLab-Animation durch ei-
nen vertikalen roten Pfeil, bei der POV-Ray-Animation durch einen vertikalen roten Stab
markiert, die beide durch den Auflagepunkt des Wackelsteins gehen.

Zur Verdeutlichung der Kippbewegungen enthilt der in der Animation dargestellte Wackel-
stein einen (oder gar zwei) masselose diinne Stiabchen, die senkrecht auf der ebenen Deckfli-
che des Wackelsteines stehen. Bei der POV-Ray-Animation werden beide Stidbe von einer
senkrecht iiber ihnen stehenden Lichtquelle beleuchtet und werfen einen Schatten.

Bei heftigen Bewegungen sieht die Animation oft wenig tiberzeugend aus. In diesen Fillen ist
es sinnvoll, sich die Kurve

F-H(r) _ Haftkraft(r)
F-N(?) Normalkraft(z)

anzuschauen. Wenn dieses Krifteverhiltnis zu grof ist, also in der Ndhe von Eins liegt oder
gar groBer als Eins ist, so ist die bei der Aufstellung der Dgln. gemachte Annahme, dass der
Wackelstein ohne Schlupf rollt (also nicht rutscht), unrealistisch. (In diesen Fillen ist das
zweite in MECHANICUS eingebettete Modell ,,Wackelstein mit Schlupf. Harter Boden* rea-
listischer.

Bei MatLab-Animationen konnen auch vertikale Ansichten auf die inertiale x,z-Ebene und
auf die inertiale y,z-Ebene sinnvoll sein. Dazu muss der Anwender wihrend der MatLab-
Animation den Button ,,Drehen* driicken, dann die rechte Maustaste betitigen und ,,Go to
X-Z view* oder ,,Go to Y-Z view* wihlen.
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Ein Wackelstein, der sich aufgrund ,,untypischer” Anfangsbedingungen iiberschligt, bewegt
sich laut mathematischem Modell wie ein vollstindiger Ellipsoid, also nicht wie ein abge-
schnittener Ellipsoid mit ebener Deckfliche. Bei solchen Uberschligen kann der Wackelstein
bei der MatLab-Animation (dort wird er — wie in Abb. 2 — mit ebener Deckfliche dargestellt)
zeitweise ohne Bodenkontakt in der Luft fliegen.

Bei der Wahl der Haupttrigheitsmomente I, I,, I; einerseits und der Lingen a, b, ¢ der
geometrischen Halbachsen andererseits ist zu beachten, dass diese Groflen ungefihr zusam-
menpassen. Andernfalls kann die Animation eventuell etwas befremdlich wirken.

Aufstellung der Dgln.

Bis zur 8-ten Auflage wurde der Wackelstein in Friedhelm Kuypers, Klassische Mechanik,
Wiley-VCH-Verlag behandelt. Da das sehr anspruchsvoll zu berechnende System aus Platz-
griinden in der 9-ten Auflage des Lehrbuches nicht mehr vorkommt, werden im Folgenden
Aufgabenstellung und Losung aus den fritheren Auflagen vorgestellt.

Schwer Keltischer Wackelstein

Ein Keltischer Wackelstein oder Keltisches Wackelholz (Englisch: Celt oder Rattleback) ist ein starrer Korper
aus Holz, der knapp die Hdlfte eines ldnglichen Ellipsoids bildet. Die geometrischen Halbachsen haben die Lin-
gen a,b,c, wobei a deutlich groBer ist als b, c. In den Holzkorper werden neben der groB3en Halbachse zwei
Metallzylinder eingesetzt (siehe die Aufsicht in Abb. 6a). Dadurch wird die Massenverteilung unsymmetrisch, so
dass in der Ruhelage die zwei horizontalen Haupttrigheitsachsen nicht mit den horizontalen Halbachsen des
Ellipsoids iibereinstimmen, sondern mit ihnen einen Winkel § einspannen. Auf einer flachen Unterlage ruht der
Wackelstein stabil, wobei die vertikale Haupttrigheitsachse mit der vertikalen Halbachse des Ellipsoids zusam-
menfillt.

Versetzt man einen Wackelstein auf einer horizontalen Unterlage in eine Drehung, so rotiert er bei einem Dreh-
sinn — z. B. im Uhrzeigersinn — erwartungsgemif} stabil, wobei die Drehung wegen der Reibung immer langsa-
mer wird und nach einigen Sekunden aufhort. Beim umgekehrten Drehsinn — in diesem Fall im Gegenuhrzeiger-
sinn — zeigt er ein iiberraschendes Verhalten: Es treten seitliche Kippbewegungen auf, die immer stirker werden
und der Rotation die gesamte Bewegungsenergie entziehen. Nach wenigen Sekunden kommt die Rotation vollig
zum Erliegen, und die Wackelbewegung enthélt die ganze, bis dahin noch vorhandene Bewegungsenergie. An-
schlieend wird der grofite Teil der kinetischen Energie wieder in Rotationsenergie umgesetzt, wobei die Rotati-
on nun die bevorzugte Drehrichtung im Uhrzeigersinn hat. Der Wackelstein hat seinen Drehimpuls umgekehrt.
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Auflagepunkt

Abb. 5 Keltischer Wackelstein, dessen korperfeste Achsen x;, x,, x3 parallel sind zu den geomet-
rischen Halbachsen. Die beiden in den Holzellipsoid eingelassenen Metallzylinder verursachen
eine Unsymmetrie in der Massenverteilung, so dass die ersten zwei Haupttriagheitsachsen mit den

korperfesten Achsen x;,x, einen Winkel d einspannen.

Nur die Drehrichtung ist stabil, bei der die zwei horizontalen Haupttrigheitsachsen den horizontalen Halbachsen
des Ellipsoids ,,vorauslaufen®. Bei einigen Wackelsteinen kommen im Experiment am Ende der Bewegung drei
bis hochstens vier weitere Umkehrungen der Drehrichtung vor; sie sind allerdings wegen der kleinen verbleiben-

den Energie nur sehr schwach.

Leider gibt es beim Wackelstein — wie beim Stehaufkreisel — keine anschauliche Erkldrung fiir das ungewohnli-
che Verhalten. Auch hier ist der Grund fiir die geschilderte Bewegung tief in den umfangreichen Bewegungsgln.
verborgen. Nur eine wichtige Aussage folgt unmittelbar aus dem Drehimpulssatz: Auf einer glatten, reibungs-
freien Unterlage erfolgt keine Umkehrung des Drehimpulses, weil hier keine horizontalen Krifte und daher kein
vertikales Drehmoment auftreten.

Wackelhdlzer konnen in einigen Spielzeuggeschiften gekauft werden. Mit Geduld und Gliick lassen sich am
Strand Kieselsteine mit gewdlbter Unterfliche und ,,schiefer Massenverteilung finden, die die Eigenschaften
eines Wackelsteines haben. Mit solchen Kieselsteinen haben angeblich keltische Priester frither Entscheidungen

getroffen.

In dieser Aufgabe werden die Bewegungsgln. eines Wackelsteins nicht mit den Lagrangegln., sondern vorteil-
hafter mit dem Drehimpulssatz aufgestellt. Der Wackelstein soll ohne Schlupf iiber den Boden rollen und als
Reibung nur geschwindigkeitsproportionale, laminare Luftreibung erfahren.

ZweckmaiBigerweise verwenden wir ein kdrperfestes Koordinatensystem, dessen Achsen Xy, x,, x; keine Haupt-
tragheitsachsen sind, sondern mit den geometrischen Halbachsen des Ellipsoids zusammenfallen. Die x;- und x,-
Achse spannen daher mit den zwei Haupttrigheitsachsen, die in der Ruhelage des Wackelsteins horizontal lie-
gen, den Winkel 8 auf. Der Ursprung 0 des korperfesten Koordinatensystems liegt im Mittelpunkt des Ellipsoids
im Abstand % oberhalb vom Schwerpunkt (sieche die Seitenansicht in Abb. 6b). In Abb. 5 sind noch der Auflage-
punkt A und — links neben der Unterlage — der vertikale Einheitsvektor n; gezeichnet.

Die Orientierung und damit auch die Bewegung des Wackelsteins werden durch drei Drehungen in folgender
Reihenfolge beschrieben:

1) Drehung y um die inertiale Hochachse

2) Drehung oo um die Léangsachse x; des Ellipsoids



3) Drehung § um die Querachse x, des Ellipsoids

a) Berechne die korperfesten Komponenten x;, x,, x; des Auflagepunktes A als Funktionen der Winkel o, f3.

Empfehlung: Um Zeit zu sparen sollte der Leser die kurzen, aber etwas ungewohnten Rechnungen in Teil a)

nicht eigenstidndig entwickeln, sondern nur in der Losung nachvollziehen.

b) Berechne im korperfesten Koordinatensystem (in folgender Reihenfolge) die Geschwindigkeit vg und die
Beschleunigung ag des Schwerpunktes,
die Zwangskraft Z, auf den Wackel-

$r
stein im Auflagepunkt A und das durch @ J} \
Z , verursachte Drehmoment N bzgl. X3 > /i—/ xrl

des Schwerpunktes S.

¢) Da das verwendete korperfeste Koor- Metallzylinder

dinatensystem kein Hauptachsensystem

Abb. 6a Aufsicht des Wackelsteins.

des Trigheitstensors ist, sondern mit den
geometrischen Hauptachsen des El-
lipsoids zusammenfillt, konnen die Eu-
lergln. nicht angewendet werden. Statt-
dessen miissen wir mit der allgemeinen

Drehimpulsgl. arbeiten.

Berechne den nichtdiagonalen Trég-
heitstensor I als Funktion der Haupttrig-
heitsmomente I, I,, I; und des Winkels
d zwischen den horizontalen Hauptach-

sen des Ellipsoids und den horizontalen

Haupttragheitsachsen. Stelle anschlie- Metallzylinder

end die Drehimpulsgl. auf.

. Abb. 6b Seitenansicht des Wackelsteins fiir o« = 0°.
d) Berechne die korperfesten Kompo-

nenten ®; der Winkelgeschwindigkeit ®=®y + 0y + g als Funktionen der drei Winkel ¥, o, B und ihrer Zeit-
ableitungen. Lose diese Gln. nach v, @, auf.

e) Diskutiere die numerisch berechneten Kurven.

Losung

a) Der Auflagepunkt liegt auf dem Ellipsoid, so dass fiir seine kdrperfesten Koordinaten gilt:
2 2 2
X X X
(X1, Xy, X3) =S +—>3+=2-1=0
f 1 2 3 az b2 C2

Der Normalenvektor des Ellipsoids steht in A senkrecht:

Vfia = 2hn,

wobei A ein unbekannter Skalar ist. Im Folgenden sind x; die korperfesten Koordinaten des Auflage-
punktes A. Mit den Einheitsvektoren e; des korperfesten Koordinatensystems folgt

X X X
—]261+_§ez +_363:7\4n3
a b c

Wir multiplizieren diese Gl. nacheinander skalar mit ns, e, e,, e; und erhalten mit den Definitionen
U, :=€; -njy l=1,2,3 (1)

die Beziehungen



I g
§%=kul §%=ku2 f%=ku3 (3a/blc)
Einsetzen von A aus Gl. (2) in die Gln. (3) ergibt
;—;(1—uf)—2—§u1uz —j—ium =0
~mow 431w - Swow =0
—%Mﬂh —Z—iuﬂiz +j—;(1—H%):O

Durch FEinsetzen kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass dieses Gleichungssystem folgende
nichttriviale Losungen hat:

X :laz [ X :le 4% X3 =lc2 U3 (4a/b/c)
p p p

mit  pi=lap) + by +(cpy)? 5)

Der vertikale Einheitsvektor ny lautet im korperfesten Koordinatensystem:

cosp 0 —sinPB)(1 0 0 0 cos o sin B
0 1 0 0 cosa sino 0 |= —sin o
sinf 0 cosBp/\0 —sina coso/)\—1 — cos a.cos fB (6)

=cosa sinfe; —sinae, — coso cosPes =njy
Nach sukzessiver skalarer Multiplikation mit e; finden wir

W, = cosa sinf L, = —sino Wy = —cosa cosf (7a/bl/c)

Die Glin. (4/5/7) liefern die korperfesten Koordinaten x; des Auflagepunktes A als Funktionen der
Winkel o, 3.

b) Da der Wackelstein ohne Schlupf rollen soll, hat der korperfeste Punkt A, der momentan die Unter-
lage beriihrt, keine Geschwindigkeit:

VA =0=vg+0Xrg, mit rg, = Vektor von S nach A
®, X1 W3 Xy — My (X3 +h) Vi
= VS=—6)erA=— ®, X Xy = (1)1(X3+h)—0)3xl =1V (8)
0)3 X3 + h 0)2 X — 0‘)1 Xy V3

mit x3 <0 und O<h:= Abstand des Schwerpunktes vom Mittelpunkt des Ellipsoids (siehe
Abb. 6b). Mit den Abkiirzungen

kl = (02 (V3 _X3)_(D3 (VZ _x2)
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k2 ::0)3(V1—.).C1) _O)I(V3_X3) (9)

k3 L= (!)1 (V2 _).Cz)_(oz(vl _xl)

und mit
cos o sin
mg=mgny = mg —sin o (10)
Gl.(6) —cos o cos B

sowie mit der korperfesten Ableitung d,/dt finden wir die korperfesten Komponenten der Zwangs-
kraft Z , auf den Wackelstein im Auflagepunkt A:

dy ~
Z, =mlag—g)=m| —“vg+OXvg—g |=
A ( S g) [dt S S gj

03 X, — 0 (x3 + h) + kj — gcosasinP (1D
= m 601(x3+h)—(3)3x1 +k2+gsin(x
0, X - X, + k3 + gcosacosf

Z , erzeugt das Drehmoment
N = I‘S A X Z A
mit den korperfesten Komponenten

Nl = m[—d)l{x% +(X3 + h)z} + X {(!)2 X +(i)3 (X3 + l’l)} +

(12a)

+hyxy —ky (X3 + h) — g{(x3+h)sinoc—x2 cosoccosB}]
N, =m[—d)z{xlz+(x3+h)2}+x2{(i)1xl+(i)3(x3+h)} o
(12b)

+hk (X3 +h) — ks x — gcosa{xlcosﬁ+(x3+h)sinﬁ}]
Nj :m[—(i)3(x12+x§)+(x3+h){(blxl+(b2x2}+ (120)
c

+ky x; — ky xp + g (x;sin o + x; cos o sin B)]
Die Koordinaten x; sind mit den Gln. (4), (5) und (7) als Funktionen der Winkel o, B darzustellen.

Fiir die laminare Luftreibung wird folgendes Reibungsmoment angesetzt:

Ngi — €0
Nr =| Nr2 | =| —c, 0, mit drei Reibungszahlen c; (13)
N3 — 303

¢) Im Hauptachsensystem des Ellipsoids hat der Trigheitstensor I die Form

cosd —-sind O0)(I;, O O cosd sind 0 A -F 0
sind cosd O[O0 I, O||-sind cosd O|=|-F B 0|=1 (14
0 0 1JL0 0 I 0 0 1 0 0
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1 1
mit  A:= 5(11 + 1) + E(11 — I,)cos (28) (15a)
1 1
B:= 5(11 + 1) - 5(11 — I,) cos (28) (15b)
1 .
F = —5(11 — I,)sin (28) (15¢)
C:=1I; (15d)
o A -F 0)( o o Aoy - Fo,
= oxL = o, |X||-F B 0|l ||=|o -Fo, +Bw, |=
GLa23-4) | @, 0 0 C)lao (ON Cws
(C - B)m, 0, W) O3
= (A - C) (1)1 0)3 + F —(,02 0)3 (16)
(B—A) o, o, 03%_0312
Die Drehimpulsgl.
dy - KS
—Li+o” xXxL¢=N
ar S S S
lautet dann
A(i)l—Fsz_(B_C)(Dzms‘l‘F(ﬂl(I)?, :N1+NR1
Bd)z—Fd)l—(C—A)O)lﬂ)3_Fﬂ)2(l)3 =N2+NR2 (17)
C 0, — (A= B)®, 0, + F (03 — ®7) = N3 + N3

d) Die Berechnung der korperfesten Komponenten von @ entspricht der Berechnung in Friedhelm
Kuypers, Klassische Mechanik, Unterkapitel ,,12.5 Die Eulerschen Winkel“. Auch hier setzt sich ®

aus drei Anteilen zusammen:

O =0, + 0, + 0
cosp 0 —sinf)(1 0 0 0
mit o, =| 0 1 0 0 cosa sina||0|=7
sinf 0 cosp/\0 —sina cosa/\y
cosp 0 —sinf)(a cos B
d,=| 0 1 0 0|=a| 0

sinf 0 cosP

=)

sin 3

—cos o sin B
sin ol

cos o cos f3
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Folglich lauten die kérperfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit @

®, & cos P — 7 cosasin B
O®=|w,|= B + 7 sina (18)
(O} asin B + ¥ cos o cos B

Diese drei Gln. lassen sich nach den Zeitableitungen der Winkel auflésen:

Y = (- ®; sin § + ®5 cos B); (19a)
cos o

o = cosP+ ms3sinf (19b)

= (o) sin B — w5 cosP) tan o + ®, (19¢)

Bei gegebenen ®;(f) sind dies drei Dgln. fiir y(¢), ou(z), B(¢) . Sie haben Singularititen bei
a=02n+1)n/2 mit n=0,%1,+2,.... Bei ,iiblichen” Anfangsbedingungen und Parametern
werden diese Singularitédten bei der Berechnung nicht erreicht, weil sich der Wackelstein normalerwei-
se nicht auf die Seite legt oder gar iiberschligt.

Insgesamt stehen uns jetzt sechs Dgin. erster Ordnung fur die Bestimmung

e der korperfesten Komponenten ®; der Winkelgeschwindigkeit und

e der Winkel o,f,y

zur Verfiigung. Die ersten drei Dgln. sind die Gln. (17), wobei die Drehmomente N; + Ny ; durch die
Gln. (12) und (13) bestimmt sind und die in den Abkiirzungen k; auftretenden Ableitungen dc,B mit
den Gln. (19b/c) als Funktionen der ®;, o, geschrieben werden kénnen. Die Dgln. (19) bilden den
zweiten Satz der sechs Dgln. erster Ordnung.

e) Die aufgestellten Dgln. und die Ergebnisse der numerischen Berechnung sollten mehrfach tiberpriift

werden. Dafiir gibt es im Allg. und speziell beim Wackelstein folgende Moglichkeiten:

e Eventuell vorhandene Erhaltungsgrofien miissen bei der numerischen Berechnung auf moéglichst
vielen Stellen nach dem Komma konstant bleiben. Beim Wackelstein ist nur die Energie bei ver-
schwindender Luftreibung konstant.

e Die numerisch berechneten Kurven sollen physikalisch interpretiert werden konnen und miissen
mit Experimenten iibereinstimmen. Abb. 7 zeigt den numerisch berechneten Verlauf der drei Win-
kel fiir eine Bewegung mit laminarer Luftreibung und ohne Schlupf. Die Kurven sind offensichtlich
verniinftig und decken sich mit Beobachtungen am Wackelstein.

o FEinfache, anschauliche Losungen — wie z. B. Drehungen um die vertikal stehende x;-Achse mit
o =P =0, vy # 0 — miissen numerisch und eventuell sogar analytisch bestiitigt werden.
o Spezialfiille, deren Ergebnisse anderweitig gewonnen wurden, miissen richtig wiedergegeben wer-

den. Beim Wackelstein beschreiben die Berechnungen folgende Spezialfille richtig:
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Abb. 7 Ein Wackelstein schlingert ohne Schlupf und mit laminarer Luftreibung iiber einen har-
ten Boden. Die numerisch berechneten Kurven zeigen die Winkel y(¢),a(¢) und B(¢) . Die Drehrich-
tung — beschrieben durch y(¢) — dreht sich fiinfmal um.

Die Anfangsbedingungen und Parameter des Wackelsteins lauten:

o =pB=-0,02Rad ®; = —-8Rad/s Die restlichen fiinf Anfangsbedingungen sind null.
m = 1kg I, =2-10""kgm?> 1,=16-10"kgm? I;=17-10"kgm?
a=02m b=003m c¢=002m 6 = -0, Rad

h=1-107°m ¢, =c, =c3 =1-10"*kgm?/s

1) Fiir a = b >> ¢, h = 0 und fiir entsprechende Wahl von I; = I, , I erhalten wir eine rollende
Miinze als Spezialfall (siehe Aufgabe 12—18 in Friedhelm Kuypers, Klassische Mechanik, 9-te Auf-
lage).

2) Berechnet man mit dem Reibungsansatz (12.9-1) (siehe Aufgabe 12—19 in Friedhelm Kuypers,
Klassische Mechanik, 9-te Auflage) den Wackelstein in einem erweiterten Modell mit Schlupf, so
ergibt sich fir a = b =c¢, I; = I, und fiir # # 0 die inhomogene Kugel (Stehaufkreisel ohne
Stift) als Spezialfall (siche Aufgabe 12—19 in Friedhelm Kuypers, Klassische Mechanik, 9-te Auf-
lage).



