Spharisches Pendel

Abb. 1 Einzelbild einer POV-Ray-Animation. Eine Kugel mit vernachlédssigbarem Trigheitsmoment pen-
delt ohne Energieverluste an einer masselosen Stange mit Linge /=1m . Die Pendelstange wird nicht dar-
gestellt.

Offensichtlich verlduft die Bahnkurve zwischen einem oberen und einem unteren Grenzkreis.
Ein reibungsfreies sphirisches Pendel (Kugelpendel) kann in alle Richtungen schwingen und
hingt oben an einer Decke, die harmonisch mit
A, cos(Q 1)

auf und ab gefiihrt werden kann (sieche Abb. 2). Der Faden wird weiter unten reibungsfrei
durch eine Ose gefiihrt, die mit

A, cos(Q, 1)

ebenfalls harmonisch auf und ab bewegt werden kann. Fiir A, = A, =0 ergibt sich das nor-
male sphirische Pendel.

Die Pendelliinge [(¢), d. h. die Linge des schwingenden Fadenteils unterhalb der Ose lautet



1(t) = lpygen — A, cos(Qq 1)+ A, cos(Q, 1)

Dabei ist /g, die Fadenldnge, die in
MECHANICUS vor numerischen Be-
rechnungen als Parameter eingegeben T_ )
wird. Fir Ay, = A, =0 ist [(¢) = [pygen -

In den Animationen hat der Abstand

Spey von der Mittellage der schwingen-
den Decke zur Mittellage der schwin-
genden Ose hat keinen Einfluss auf die
Bewegung und kann daher beliebig ge-

wihlt werden, solange kein Zusammen- |
stoss zwischen Decke und Ose erfolgt. :
I
I

Der Koordinatenursprung liegt in der y
Mittellage der schwingenden Ose. Da- T _X_;/’)A

her haben Ose, Pendelmasse und Decke — ¢

folgende z-Koordinaten:

Z¢se (t)y = A,cos(Q,1) Abb. 2 Das sphirische Pendel kann in alle Rich-

tungen schwingen und hat die beiden unabhéngigen

ZMasse (1) = Ay cos(L2, 1) — [(t) cos B Kugelkoordinaten ¢, ¥ .

ZDecke (l‘) = Spe + Ao cos (Qo t) Beachte, dass die x,y-Ebene hier aus zeichnerischen

Griinden nach unten verschoben wurde.
Die drei kartesischen Koordinaten der
schwingenden Masse sind in MECHA-

NICUS die ersten drei Zusatzfunktionen.
Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)
Die Dgln. fiir die beiden Kugelkoordinaten ¢, lauten:

¢ =- 2.([) (isinﬁ + lﬂcosﬁ)
[ sin®

9 = —% [2119 — 1 §*sinBcos® + g sin® — A, Q2 sin® cos(Q, t)}

Dabei ist — wie oben bereits geschrieben —

I(t) = lpggen, — Ao cOS(Q 1) + A, cos(Q, 1)

)

2)

die zeitabhingige Pendellinge, d. h. die Linge des schwingenden Fadenteils zwischen der

Ose und der schwingenden Masse.

Die Dgln. haben Singularititen fiir /=0 und fiir 3=0.



Nach GI. (1) ist der Drehimpuls
P = ml*> ¢sin’D
eine ErhaltungsgroBe. Auflosung nach ¢ und Einsetzen in die zweite Gl. ergibt eine zeitab-
hingige Dgl. 2. Ordnung fiir den Winkel 9.
Besonderheiten des Systems

Die Bahnkurve verlauft zwischen einem oberen und einem unteren Grenzkreis.

Animation

Fir A, = A, = 0 lduft in der POV-Ray-Animation eine Kugel in einer kugelférmigen Schale.

Literatur

Literatur fiir das System mit A, # 0 oder A, # 0 ist mir nicht bekannt.

e Fir A, =A, =0 ergibt sich das bekannte, ,,normale” sphirische Pendel mit konstanter
Fadenldnge. Es wird in vielen Biichern kurz behandelt, z. B. in Friedhelm Kuypers, Klassi-
sche Mechanik, Wiley-VCH-Verlag, 9. Auflage, Aufgabe 5-9.

e In dem édlteren Lehrbuch ,,Helmut Volz: Theoretische Mechanik I, 1971, Seite 120 ff. wird
die Bahn des normalen Kugelpendels ausfiihrlich diskutiert.



