Hantelsatellit

Ein hantelformiger Satellit mit zwei gleichen Massen m;=m, =:m und einer masselosen
Hantelstange der Linge 2/ umléuft die Erde, die als ruhend angenommen wird und die
Masse M =5974-20% kg hat. Das Trigheitsmoment der beiden Kugeln wird vernachlis-
sigt, so dass die beiden Hantelkugeln in den Dgln. als Massenpunkte angesehen werden.

Das System hat folgende fiinf generalisierte Koordinaten:

¢ Die drei Kugelkoordinaten rg, Qg , 05 beschreiben die Translation des Schwerpunktes.

¢ Die zwei Kugelkoordinaten @y, 9y beschreiben die Drehung der Hantelachse.

Abb. 1 Ein Hantelsatellit mit zwei gleichen Massenpunkten und einer masselosen
Stange umlduft die ruhende Erde. Die Masse der Erde betrigt M = 5,974 -20 24 kg .

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)
Die kinetische Energie lautet in den generalisierten Koordinaten:
T = m(ré +r3 1?}§ + g @3 cos’ Vg + 1294 + 1% o3 coszﬁH)

Nach Abb. 1 lauten der Ortsvektor rg des Schwerpunktes und der Verbindungsvektor I vom
Hantelschwerpunkt zur Masse m; :



Abb. 2 Diese MatLab-Animation zeigt eine um die ruhende Erde umlaufende Hantel.
Die Schattengrenze ldsst erkennen, dass in Ostbrasilien gerade die Sonne aufgeht.
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Dabei ist oo der Winkel zwischen der Hantelachse und der Verbindungslinie vom Erdmittel-
punkt zum Hantelmittelpunkt (siehe Abb. 1).

Die Abstéinde ry, r, der beiden Hantelmassen zum Mittelpunkt der Erde werden mit dem

Kosinussatz berechnet:

r12:r§+lz+2rslcosoc 2
und r% = r% +12-2 rg Lcosa 3)

Nach ldngerer Rechnung ergibt sich die Lagrangefunktion zu
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Dabei sind v =6,67-10 ~H 3 /(kg : s2) die Gravitationskonstante und M = 5,98-20%* kg
die Erdmasse.

Die fiinf Lagrangegln. fiir die fiinf Hantelkoordinaten lauten:

rg = rg 19% + rg (pg coszﬁs - YéVI {”s (713’ + r%j + l(% - %J cosoc} (4a)
1 2

mit cosa nach Gl. (1)

- rg . .- sindg
Os = —2—0g — 2rgPg Vg
rg cos¥g
(4b)
P C N U S cos Oy sin(Qg — @)
2cosg rg (i 3
. rs . %) .
Vg = —2—Y9g — @3 cosVg sin Vg
Ts
(4¢)
+ML L - L [sim‘}s cos Uy cos(Qy — Pg) — cosVg sinﬁH]
2 rs\ri r3
Py = 20y 0 sin Oy + yM_rsf1 1 cos Vg sin (@ —(p) (4d)
H H HcosﬁH 2co8%y I\ r; 13 S Hows
By = — @F cosVy sindy +
(4e)
YM Ts (1 1 ) .
4~ — 2| — —— || cosV¢ sinVy cos - — sinU¥g cos®
A5 oo sty o - o) - i s

In den Dgln. treten 6 Singularitiiten auf:

e r; =0 oder r, =0. Hier lduft eine der beiden Hantelmassen durch den Erdmittelpunkt.




¢ rg =0. Der Hantelschwerpunkt lduft durch den Erdmittelpunkt.

® cosVg =0 = ﬂszg+nﬂ;

T
® cosVy =0 = ﬁH=§+nn
¢ [/ =0. Die Hantel besteht nur aus einer einzigen Kugel.

Der Gesamtdrehimpuls der Hantel ist die Summe aus
o dem Bahndrehimpuls der Schwerpunktbewegung und

e dem Eigendrehimpuls der Drehung um den Hantelschwerpunkt.

Der Gesamtdrehimpuls der Hantel ist bei der Bewegung im Schwerefeld der Erde konstant.
Der Bahndrehimpuls alleine und auch der Eigendrehimpuls alleine sind nicht konstant.

Fiir / << rg wird die Bewegung des Schwerpunktes kaum von der Drehung der Hantel beein-
flusst.

Ebene Hantelbewegungen
Fiir Erdsatelliten reicht oft die Untersuchung der ebenen Bewegung. Hier gilt:

Og = By = 0 )
Dann folgt aus GI. (1):

o= 0y —Ps (6)

Die drei Bewegungsgln. fiir ebene Bewegungen ergeben sich aus den Gln. (4) bis (6) '

' Fiir [ << ry gilt niherungsweise:
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In dieser Nédherung lauten die drei Dgln. (7a/b/d) fiir ebene Bewegungen ndherungsweise:
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Die Dgl. (8d) fiir die Eigendrehung hiingt tiber den Winkel ¢@g von der Bewegung des Schwerpunktes ab.

In den Lehrbiichern W. Greiner, Mechanik, Band 2 und F. Scheck, Mechanik wird das Taumeln des Saturnmon-
des Hyperion mit einem Zweihantel-Modell simuliert. Die dort aufgestellte (und ebenfalls nur niherungsweise
giiltige) Dgl. entspricht der Dgl. (8d).
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Die drei Dgln. (7a/b/d) fiir die ebene Bewegung haben zwei spezielle Losungen mit kon-
stantem Radius (Kreisbahn) und mit zwei konstanten Winkelgeschwindigkeiten.

¢ Speichenstellung mit @g = @ (siche Abb. 3a).

Nach GI. (6) ist oo = 0. Damit folgt aus GI. (7a) die Winkelgeschwindigkeit der Kreisbahn
in Speichenstellung zu
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Bewegungen in Speichenstellung sind stabil. Raumstationen werden in Speichenstellung
stabilisiert. Auch der Mond hat seine Winkelgeschwindigkeit im Laufe von Jahrmillionen
aufgrund von Didmpfungen, die durch die Gezeitenkrifte hervorgerufen wurden, solange
reduziert, bis er eine stabile Speichenstellung eingenommen hat und der Erde seitdem im-
mer dasselbe Gesicht zeigt. Dabei weist seine lingste Achse in Richtung Erdmittelpunkt.

Die Stabilitit der Speichenstellung wurde auch bestitigt, nachdem eine Rakete eine Wolke
von kurzen Metallstibchen hoch geschossen hatte. Die Metallstdbchen sollten elektromag-

Abb. 3a Speichenstellung Abb. 3b Pfeilstellung




netische Wellen reflektieren, stabilisierten sich aber aufgrund dimpfender Einfliisse in radi-

aler Richtung und reflektierten daher keine Strahlung.

¢ Pfeilstellung mit r; = r, (siche Abb. 3b).

Nach den GlIn. (2/3) ist cos o = 0. Aus GI. (7a) folgt die Winkelgeschwindigkeit der Kreis-
bahn in Pfeilstellung zu
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Bewegungen in Pfeilstellung sind instabil.

Fiir einen gegebenen Bahnradius rg ist die Winkelgeschwindigkeit in Speichenstellung gro-
Ber als in Pfeilstellung, weil die Summe der beiden Gravitationskrifte auf die Hantelmassen
in Speichenstellung groBer ist, so dass auch die Summe der beiden Fliehkrifte in Speichen-
stellung groBer sein muss.

Animation

Erde und Satellit werden von der Sonne beschienen. Die Position der Sonne ergibt sich aus
der Schattengrenze, die im Laufe der Animation iiber die rotierende Erde und iiber die umlau-
fende Hantel wandert.

Bei der MatLab-Animation liegen der Erdmittelpunkt, der Schwerpunkt des Satelliten und die
Kamera immer auf einer gemeinsamen Geraden. Die Kamera schaut auf den Mittelpunkt des
Satelliten und auf den genau dahinter liegenden Erdmittelpunkt. Der Offnungswinkel der
Kamera ist wihrend der gesamten Animation konstant.

Wichtig: Aufgrund dieser Kamerafiihrung sehen wir bei der Animation nicht den Positions-
winkel @ (f) der Hantel, sondern die Winkeldifferenz @g(f) — @ (7). Wenn sich der Satellit
der Erde nihert, so kann die Winkelbeschleunigung @¢(#) der Umlaufbahn die Winkelbe-
schleunigung @y (r) der Hanteldrehung iibertreffen. Fiir den Betrachter der Animation kann
dann der befremdliche Eindruck entstehen, dass die Winkelbeschleunigung @ (7) ein fal-
sches Vorzeichen hat.

Fiir die Winkel 04(#) und 0(¢) gelten entsprechende Aussagen.

Der Abstand der Kamera vom Schwerpunkt des Satelliten héngt vom Bahnradius rq(f) des
Satelliten ab. Bei der MatLab-Animation sind fiir die Kamerafiihrung des Abstandes Kame-
ra <—> Satellit zwei Fille zu unterscheiden:

e rg>10.000 km

Fiir groBBe Entfernungen rq =10.000 km ist der Abstand Kamera <—> Satellit zeitlich kon-
stant, so dass der Hantelsatellit beim Flug immer gleich grof3 auf dem Bildschirm darge-
stellt wird. Die auf dem Bildschirm dargestellte Grofie der Erdkugel dndert sich mit dem
Abstand Satellit <—> Erde.



o rg <10.000 km

Fiir kleine Entfernungen rq <10.000 km muss die endliche Auflésung des Erdbildes be-
riicksichtigt werden. Daher bleibt die Entfernung der Kamera zur Erdoberfldche konstant,
sobald der Bahnradius rg den Wert 10.000 km unterschreitet. Folglich kénnen Satelliten,
die kleiner als 10 km sind (grobe Schitzung) und die relativ dicht iiber der Erdoberfliiche
fliegen (in wenigen hundert Kilometer Hohe), kaum noch auf dem Bildschirm erkannt wer-
den. Hier dndert sich die auf dem Bildschirm dargestellte Grofle des Satelliten mit der Ent-
fernung des Satelliten von der Kamera. Die dargestellte Erdgrofle hingegen ist in dieser
Phase der Kamerafiihrung immer gleich gro8.
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Abb. 4 Die Kurven zeigen die nicht-chaotische Bewegung einer extrem langen Hantel mit der Gesamt-
linge 2/ =4000 km im Schwerefeld der ruhenden Erde. Beachte, dass der Koordinatenursprung der
Kurve ygq (xs) und daher auch der Mittelpunkt der ruhenden Erde nicht in der Mitte der kreisdhnlichen
Kurve ygq (xs) liegt. Die oberen drei Kurven gelten fiir einen ganzen Tag, die unteren zwei Kurven nur
fiir 6 Stunden. Der nicht dargestellte Winkel ¥¢(¢f) hat einen schwebungsartigen Verlauf mit einem ma-

ximalen Ausschlag von knapp unter 10°.

Die Anfangsbedingungen lauten:
0g5(0)=0 B4(0)=0 rs(O):4-1O7 m Ooy0)=0 O (0)=2,2 rad

rad

¢S(O):6-10_5% Bs(0)=0  Frg(0)=0 ¢ (0)=0,001 == B4 (0)=0,002 29

S

Ausgabeschrittweite h =50s



[~ Kureen untersuchen

Abb. 5 Diese Kurven zeigen einen kleinen Ausschnitt der chaotischen Bewegung einer extrem langen
Hantel mit der Gesamtldnge 2/ =1 -10* km im Schwerefeld der ruhenden Erde. Die Anfangsbedingungen

lauten:
0g(0)=0 ¥4(0)=0,01 rad rs(0)=2,2-107 m ou0)=0 Uy (0)=1,4 rad
¢S(O)=2,1-10_4% 65(0)=1,1-10_4% rg(0)=0 (])H(O)=0 ﬁH(O)=O

Bei der Animation ist die Anderung des Abstandes Satellit <—>Erde auch an der Anderung
der relativen Winkelgeschwindigkeit zu erkennen, mit der sich die Erde unter der Kamera
wegdreht.

Bei ,,ungiinstigen* Anfangsbedingungen wird der Bahnradius rg(f) im Laufe der Bewegung
so klein, dass der Hantelsatellit zeitweise oder auch fiir immer in das Erdinnere eintaucht.
Dieser unerwiinschte Kontakt mit der Erde lédsst sich nur durch numerische Berechnungen mit
geeigneten Anfangsbedingungen vermeiden.

Die drei Buttons ,,Zoom®, ,Pan* und ,,.Drehen* sind nur bei angehaltener Animation (,,Pause* oder ,,Step* drii-
cken) sinnvoll einzusetzen. Bei laufender Bewegung hingegen ist die Betiitigung der drei genannten Buttons
nicht zweckmifig, da die gefiihrte Kamera bei jedem Animationsschritt in die vom Programm berechnete Posi-

tion zuriickspringt.
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