Superball

Abb. 1 Ein unter den Tisch geworfener Superball kehrt nach drei StoBen zum Werfer zuriick.

Ein Superball — in vielen Spielzeuggeschiften auch ,,Trickball* genannt — ist ein Gummiball,
der auf harten Oberfldchen nahezu elastische Stofle macht. Er kostet etwa ein Euro.
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Abb. 2a Ein normaler Ball, der unter einen

Tisch geworfen wird, kommt am anderen Ende

Abb. 2b Ein Superball, der unter einen Tisch

geworfen wird, kommt erstaunlicherweise nach
wieder unter dem Tisch hervor. drei Stoen zum Werfer zuriick.
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Der kalifornische Chemiker Norman Stingley erfand den Superball anfangs der 1960-ger Jahre zufillig, als er in
seiner Freizeit synthetisches Gummimaterial bei 165° C mit 80 bar komprimierte. Das Unternehmen Wham-O,
das fiir sportliche Spielzeuge mit Kultstatus — unter anderem die Original Frisbee-Wurfscheiben aus Plastik und
den Hula-Hoop-Reifen — bekannt ist, brachte den Ball nach einigen Verbesserungen 1965 auf den Markt und
verkaufte iiber 20 Millionen Exemplare. Der Sicherheitsberater des amerikanischen Prisidenten Lyndon B.

Johnson kaufte 5 Duzend Superbille, um die Mitarbeiter des Weilen Hauses bei Laune zu halten.

Das Unternehmen Wham-O versprach, das ein aus der Hohe £ herab fallender Superball nach dem Bodenauf-
schlag auf die Hohe 0,92/ hochspringt.

Bei einer grofBen Werbeveranstaltung wurde ein Superball von der GroBe eines Bowlingballes (d = 21,8 c¢cm) aus
einem Fenster im 23. Stockwerk eines australischen Hotels geworfen. Der Ball fiel herunter, sprang bis zum 15.
Stock hoch und stiirzte dann auf ein geparktes Auto, das einen Totalschaden erlitt. Laut Bericht iiberlebte der

Ball selber den ,,test in perfect condition®.

Kraftvolle Spieler konnen den Ball aus dem Stand so hart auf die Strale werfen, dass er anschliefend iiber ein

dreistockiges Haus fliegt. Anhaltspunkt: Beim Handball sind Wurfgeschwindigkeiten tiber 30 m/s moglich.

Lamar Hunt, einer der einflussreichsten amerikanischen Sportpersonlichkeiten und Griinder der American Foot-
ball League erfand den Begriff ,,.Super Bowl* fiir das Endspiel der American Football-Meisterschaft, als er sei-

nen Sohn mit dem Superball spielen sah.

Spéter haben andere Firmen Materialien mit dhnlichen Eigenschaften entwickelt.

Eigenschaften von Superballen

Superbille haben erstaunliche Eigenschaften:
¢ Superbille springen nach einem Bodenaufprall sehr hoch zuriick.

e Thre Oberfldche sieht glatt aus, hat aber sehr hohe Gleit- und Haftreibungszahlen f, f.
Daher rutschen Superbille nicht. Aufgrund ihrer Trégheit konnen sie bei einem schrigen
StoB nicht sofort rollen. Vielmehr verformen sie sich beim Stof3 und ,,kippen nach vorne®,
wobei ein unterer Teil des stofenden Balles in Ruhe ist. Dabei werden horizontale Vibra-
tionen des Balles angeregt. (Wir kommen darauf spiter zuriick.)

® Bei Messungen mit Piezosensoren hat man festgestellt, dass die horizontale Reibungskraft
zwischen dem Ball und dem Untergrund wihrend des Stoes das Vorzeichen dndert. Auch
diese Eigenschaft ist auf Vibrationen des Balles in horizontaler Richtung zuriickzufiihren.

e Superbille, die unter einen Tisch geworfen werden, kommen zum Werfer zuriick (siche
Abb. 2b).

Modellbildung

Wie lassen sich diese Eigenschaften theoretisch erklidren?

¢ Naiverweise betrachtet man einen schrig auf den Boden fallenden Ball als Korper, der nur
in vertikaler Richtung verformt wird, der also keine horizontalen Verformungen erleidet
und der mit der Gleitreibungskraft Fg = f N iiber den Boden rutscht und anschlieend —
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falls die Kontaktzeit geniigend groB3 ist — ins Rollen iibergeht. Mit einem solch einfachen
Modell lassen sich aber die Eigenschaften von Superbéllen nicht berechnen; so kann z. B.
die Vorzeichenumkehr der horizontalen Reibungskraft hiermit nicht erfasst werden.

Numerische Berechnungen mit der Unterteilung der Kontaktflache in viele Einzelfldchen
und mit der Untersuchung der Verformung am Boden kommen aus zeitlichen Griinden hier

nicht in Frage.

StoBe werden oft mit sog. ,,StoBzahlen* beschrieben. Dabei kommen Gleit- und Haftrei-

bungszahl f, f, nicht vor.

Wir untersuchen das Verhalten der Superbille mit Sto3zahlen. Dies ist in der Literatur die

gebriuchlichste Methode.

Zur Einfiihrung in die Theorie der Sto3zahl betrachten wir zuerst einen zentralen Stol zwi-

schen zwei Korpern mit den Massen m;,m, und den Geschwindigkeiten vy, , v,, yor dem

Stol und den Geschwindigkeiten v, ,v,, mach dem Stofl. Dann wird die Stozahl e defi-

niert als der Quotient aus den Geschwindigkeitsdifferenzen nach und vor dem Stof8 — multip-

liziert mit minus Eins:

Vin — V2
o= — 0 en (1)
Viv = Vay
) Vertikale Horizontale
Masse m | Radius R o Abstand D
StoBzahl e, Stofzahl e,
Superball
46,4 23 mm 0,40 e. =09 ~ 0,1 mm
bei 0, = 36° £ ) ex =05
Tennisball
bei ﬁv =24° 574 ¢ 33 mm 0,55 ey, = 0,8 e, = 0,12 3,8 mm
rauer Boden
Baseball 1944¢ | 36mm 0,40 ey =04 e, =02 32 mm
bei ¥, =41°
Basketball 5894¢ | 120mm | 0,66 e, ~ 086 e, =0, 1,1 mm
bei ¥, =66°

Tabelle 1 Typische Parameter einiger Bille — nach Veroffentlichung [2]. Die Parameter in den letzten zwei

Spalten konnen vom Einfallswinkel ¥, des Balles und von der Beschaffenheit des Bodens abhidngen.
Beim Superball ist e, wesentlich grofer als bei anderen Billen, aber nur halb so grofl wie der ideale Wert 1.

o wird definiert durch die Gl. des Trigheitsmomentes I = o.m R? fiir Drehungen um den Schwerpunkt. Bei
einer homogenen Vollkugel gilt o = 0,4 , bei einer diinnwandigen Hohlkugel gilt o =2/3.

Die Stofzahlen werden durch die Gln. (4a/b) definiert. D ist der Hebelarm der Normalkraft N (siehe Abb. 3).



Mit dem Impulssatz

myViy t+my vy, = mp vy, +my vy,

my
fOlgt: Vin = Viv — (Vlv_ VZV)(1+6)
m1+m2
m
Van = vay + ——— (v, = vy, ) (1+e)
m] +m2

Der Verlust an kinetischer Energie betrdagt demnach

1 mymy 2

AT = (1=¢2) {11y =v20)

2 m1+m2

Die Gln. (2a/b) und (3) zeigen:
e Fiir e = 0 ist der Energieverlust maximal. Wegen

B My, £ my vy
Vin=V2n =

m1+m2

ist dieser Stof} voll plastisch.

(2a)

(2b)

3)

e Fiir e = 1 ist der Stof elastisch. Fiir zentrale elastische Sto8e sind die Geschwindigkeitsdif-

ferenzen vorher und nachher immer entgegengesetzt gleich gro: v,, — v, = v{y —Vay -

Wir betrachten der Einfachheit halber nur Bille, die sich in der vertikalen x,y-Ebene bewegen
(sieche Abb. 3). Dann konnen sich die Bille vor dem Sto} nur mit einer Winkelgeschwindig-
keit ¢ , um die z-Achse drehen. Fiir ¢ > 0 dreht sich ein Ball im positiven mathematischen

Sinn, also im Gegenuhrzeigersinn. Vor einem Sto3 am Boden hat der jeweils tiefste Punkt des

Balles die horizontale Geschwindigkeit

Xy, +RQ,

In Anlehnung an Gl. (1) definieren wir fiir Superbille, die am Boden stoB3en, eine vertikale

und eine horizontale StoBzahl wie folgt:

T
Y Yy
X, +RO,
e, i =—————
X, +RQ,

(4a)

(4b)

Fir e, =1 &ndert der stoBende Punkt des Balles das Vorzeichen seiner horizontalen Ge-

schwindigkeit.
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Abb. 3 Sto} auf dem Fufiboden. Da sich der Gummiball, der hier vereinfacht als Kugel
dargestellt wird, aufgrund der Reibungskraft Fi wihrend des Stofles etwas nach vorne
neigt, hat die Wirkungslinie der Normalkraft N den Abstand D vom Schwerpunkt.

In den Rechnungen wird D vernachlissigt, da bei Superbillen D unter 1% von R liegt.

Diese zwei Gln. reichen noch nicht, um die drei Grofien y, , x,, ¢, zu berechnen. Die dritte
Gl. wird durch den Drehimpulssatz geliefert. Nach Abb. 3 gilt fiir den Stofl am Fu8boden bei
Vernachlissigung von D: !

I§=—-RFy mit I = Tréigheitsmoment fiir Drehungen um den Ball-Schwerpunkt (5)

mx=—Fgp
erhalten wir:

I$=Rmx (6)
Die Zeitintegration iiber die Stofzeit fithrt dann sofort auf die gesuchte dritte GI.:

1¢n = ¢y)=mR(x, - 1,) @

Die Gln. (4a/b) und (7) liefern die gesuchten Gréen

' Messungen in Experimenten zeigen, dass der Spin der Biille nach einem StoB oft groer ist, als er aufgrund der
Reibungskraft Fy sein kann. Diese Beobachtung kann nur so erklédrt werden, dass die Wirkungslinie der Nor-
malkraft N hinter dem Schwerpunkt des Balles liegt. Die Verschiebung der Wirkungslinie ist plausibel, wenn
man bedenkt, dass der Ball beim Stof3 nach ,,vorne kippt“. Wir vernachléssigen die Verschiebung D im Folgen-
den, da bei Superbillen D <0,01-R gilt.



nach dem Stol am FuB8boden:

).)n :_ey yv (821)

. 1 . )

i, :m[(l—aex)xv—oc(l+ex)R(pv] (8b)
1

(pn = liOC - +Rex xv + (a_ex)(pv:| (SC)

Beachte, dass die StoBzahl e, nur die vertikale Bewegung und dass die StoBzahl e, nur die

horizontale Bewegung und den Winkel ¢ beeinflusst.

Beim Stofl unter dem Tisch gilt nach Abb. 4 — wieder
bei Vernachlédssigung des Abstandes D : Fr

I(P:RFR und m.X:—FR

= I ¢=—Rmx
— — ] ((pn _ (pv): mR ()-Cn _ xv) Abb. 4 StoB unter dem Tisch.

Dies entspricht der Gl. (7) fiir Stole am Boden — mit Ausnahme der Vorzeichendnderung der
Winkelgeschwindigkeit. Da fiir Sto3e unter dem Tisch auch die Gl. der horizontalen Stof3zahl
X, — R
e i=- it 0n ©)
Xy — R ?y
in Zihler und Nenner je eine Vorzeicheninderung der Winkelgeschwindigkeit enthilt (vgl.
mit Gl. (4b)), finden wir leicht die Variablen

nach dem Stof3 unter dem Tisch:

Yn=—¢€y Yy (10a)

i, =ﬁ[(l—aex)xv ralite, )R, ] (10b)
1

¢ =ﬁ +Rex iy +(a—e,)o, (10¢)

Die Stofizahlen liegen in folgenden Bereichen:

Die vertikale Stoizahl e, liegt zwischen Null und Eins:

OSeysl (11a)
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Die horizontale Sto3zahl e, kann auch negative Werte annehmen und liegt zwischen minus und plus Eins:

-1<e, <1

(11b)

Fiir e, =—1 sind x,¢ nach den Gln. (8b/c) bzw. (10b/c) konstant; der Ball stoft mit Fr =0 gegen einen
glatten Boden oder gegen die glatte Unterseite eines Tisches (siehe Abb. 9).

Fir —1<e, <0 wird das Vorzeichen der horizontalen Geschwindigkeit des stofenden Ballpunktes nach
Gl. (4b) bzw. nach GI. (9) nicht gedndert. Ein Ball, der ohne Spin unter den Tisch geworfen wird, springt

immer weiter nach rechts, wobei x(#) bei jedem StoR abnimmt (siche Abb. 9).

Fir e, = 0 hat der stoende Punkt des Balles nach dem Stof keine Geschwindigkeit mehr. Der Energiever-
lust ist maximal. Ein ohne Spin unter den Tisch geworfener Ball dndert seine x-Koordinate nach wenigen Sto-
Ben kaum noch (siehe Abb. 9).

Fir 0 < e, <1 dndert der stofende Punkt des Balles nach GI. (4b) bzw. nach Gl. (9) das Vorzeichen seiner
horizontalen Geschwindigkeit. Ein ohne Spin unter den Tisch geworfener Ball bewegt sich nach dem ersten

Stof3 unterm Tisch nach links mit x(¢) < 0, falls e, geniigend grof3 ist (siche Abb. 7).

Fiir e, = ey, =1 ist der Sto elastisch ohne Energieverlust. Auch hier &ndert der stoende Punkt des Balles

das Vorzeichen seiner horizontalen Geschwindigkeit.

Vereinfachte Parameter

Die mit Superbillen erzielten experimentellen Ergebnisse konnen gut durch eine vereinfachte
Parameterwahl wiedergegeben werden:

Fiir einen idealen Superball mit den vereinfachten Parametern

2

exzeyzl oczg (D=0) (12)
folgt fiir den

StoB3 am Fuflboden StoB3 unter dem Tisch

Yo =—Yy Yo ==Yy (13a/14a)

} 3. 4 3.

Xp —7xv—7R(pV Xg —7xv +—=R0o, (13b/14b)

. 10 . 3. . 10 . 3,

(Pn:_7_va_;(pv (pn:7_va_7(Pv (13C/14C)

Daraus folgt fiir den idealen Superball: Fiir den Stofl am Boden und unter dem Tisch gilt:

xniR(i)n :_(xviR(pv)

Beim StoB eines idealen Superballes dndert sich das Vorzeichen der Geschwindigkeit des
Ball-Punktes, der den StoB ausfiihrt. (Weiter hinten wird dieses iiberraschende Ergebnis im

Kapitel ,,Elastische Schwingungen des idealen Superballes bei StoBen* genauer untersucht.)
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Die StoBe konnen mit sog. ,,StoBmatrizen” A g 4., und A1, einfach und elegant berech-
net werden. Mit dem Zustandsvektor

X
Ro (15)
y
und mit
3 -4 0 3 4 0
Agoden i = % -10 -3 0 A Tich ::% 10 -3 0 (16a/b)
0 0 -7 o o0 -7

folgt z. B. fiir Sto3e am Boden:

X, X, 3x, —4R¢,
R(i)n = ABoden R(pv =—-|-10 xv - 3R¢v (17)
yn )'}v _7)'}v

Beispiel 1 Sprungfolge auf dem Boden
Berechne die Spriinge eines Superballs, der mit den Anfangsbedingungen
x, =0 ¢, <0 yy <0 ohne Spin senkrecht zu Boden fillt.
Losung:

Nach dem ersten Bodenaufschlag lautet der Zustandsvektor:

X, 0 . 4R @,
R(pn = ABoden R(pv = _7 3R(pv mit (pv <0
Vn Yy Ty

Nach dem ersten StoB fliegt der Ball schriig davon auf einer Wurfparabel. Uberraschend hat sich
das Vorzeichen der Winkelgeschwindigkeit des Balles umgekehrt.

Wegen Aéoden =1 springt der Ball nach jedem zweiten StoB wieder senkrecht in die Hohe.” Der

Superball springt also abwechselnd senkrecht in die Hohe und auf einer Wurfparabel.

N

Abb. 5a Sprungkurve des idealen Superballs mit e, =e, =1. Vgl. mit den Abbn. 5b und 5c.

* Beachte, dass die Gravitation die y-Komponente y(¢) der Geschwindigkeit zwischen den StoBen umkehrt.
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Abb. 5b Sprungkurve des idealen Superballs mit e, = e =1. Die erste Kurve y(x) beschreibt dieselbe

Bewegung wie die Kurve in Abb. 5a. Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

e0)=0 ¢0)=- 20% x(0) = x(0)=0 yO0)=1m y0)=0
R=23cm o =0,40 ex=ey=1
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| A S\ AT o
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Abb. 5¢ Zum Vergleich sehen wir hier die Sprungkurve des realen Superballs. Anfangsbedingungen und

Parameter sind identisch mit denjenigen in Abb. 5b — mit einer Ausnahme:

ey =e, = 0,9
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Beispiel 2 Superball wird unter den Tisch geworfen

Ein Superball wird mit den Anfangsbedingungen

x, >0 ¢, =0 vy, <0

unter einen Tisch geworfen.

Bestitige, dass der Ball nahezu in
die Hand des Werfers zuriick-
kehrt.

Hinweis: Berechne das Verhiltnis
x,3/x, der horizontalen Ge-

schwindigkeiten vor dem ersten

und nach dem dritten Stof.

Losung: Abb. 6a Der Superball wird ohne Spin unter

Der Ball macht einen Sto am einen Tisch geworfen.

Boden, danach einen Stofl unter

dem Tisch und abschlieBend wieder einen Stofl am Boden. Die drei Stofle werden durch das Mat-

rixprodukt
e 333 52 0
ABoden ATisch ABoden = % 130 333 0
0 0 —343

beschrieben. Dabei ist 7° = 343. Es folgt:

X3 R ES RS
Rq = — 130 333 0 0|=— 130 x
P31 =343 . 343 N
Va3 0 0 -—343 Yy -343y,
. 333 . . .
= xn3:_%~xv Yn3 =~ Vv

Der Superball hat nach den 3 St68en ungefihr die entgegengesetzte Geschwindigkeit wie am An-

fang.

Die Kurven in Abb. 6b bestitigen die Berechnungen. Zwischen den Stdfen, also beim freien Fall
wurde die Gewichtskraft beriicksichtigt. Die beiden Kurven im rechten, unteren Fenster ergeben

die Umkehr der Geschwindigkeiten x £ R ¢ beim Stos am Boden bzw. unter der Tischplatte.

Die Kurven in Abb. 7 zeigen, dass die Superbille — im Gegensatz zu anderen Billen — zum Werfer
zuriickkommen, weil sie nach Tabelle 1 auf Seite 2 eine deutlich erhdhte horizontale Stozahl e,
haben.



11

1.4 \\ 258% [—— Phi-Pkt(t
L L
1.2 l —
N 0 = =
1 — ] -
-500
0.8 \ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.6 \ / 1 :
" N/ ==
' \// ° -
0.2 w /
-0.5 0 0.5 -10 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
2 : 5
- — L. ]
X 0.2999 — x-Pkt(t)
1 0 Y1714 i
- ‘ Y28 X 0529
\//\/ \—.v w
0 -5
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.715 . . 10 . — x-Pkt + R * Phi-Pkt(t)
= NET [ —— x-Pkt - R * Phi-Pkt(t)
X:0.099 \ ‘ X:0.529
0.715 0 V4 \ ] s
énfm | ———
- i X 04205
0'7150 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 100 0.1 0.2 0.3 viE 0.5 0.6

Abb. 6b Nach drei Stolen kommt der ideale Superball zum Werfer zuriick. Nach dem dritten Stof3 betrigt
die x-Koordinate der Geschwindigkeit: x,3 =—333/343-4m/s = —3,883 m/s

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

PO =60)=0  xO)=-08m HO)=4-" YO =15m FO)=-4=
R=23cm o=0,40 ey=e, = 1 Tischhohe 2 =0,75 m
\ 200
14 :
1 100
\ —y(x).....ex=0.1 ey=0.9
12 \ —y(X).....ex=0.4 ey=0.9 0 r
— - - —— Phi-Pkt(t)....ex=0.1 ey=0.9
] \ y(x).....ex=0.7" ey=0.9 -100 —— Phi-Pkt(t)....ex=0.4 ey=0.9
——¥(X)....ex=1.0 ey=0.9 —— Phi-Pkt(t)....ex=0.7 ey=0.9
-200 —— Phi-Pkt(t)....ex=1.0 ey=0.9
0.8 0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.6 N \ \ \/ —
N\ 0.5
\ -
0.4 \ o TN
— X(t).....ex=0.1 ey=0.9
. \ \y \ — X(t).....ex=0.4 ey=0.9 \
02 05 —— X(t)..6x=0.7 ey=0.9
— X(t).....ex=1.0 ey=0.9
-0.5 0 0.5 0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1.5 PR 4 —— X-Pkt(t)...ex=0.1 ey=0.9]-
:’;g'l zy;g.: —— X-PK(t)....ex=0.4 ey=0.9
1 T ex=07 e§=°:9 2 —— x-Pkt(t)....ex=0.7 ey=0.9 |-
ex=1.0 ey=0.9 . 1 — x-Pkt(t).....ex=1.0 ey=0.9
0.5 ‘
/ *
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Abb. 7 Hier werden vier verschiedene reale Bille mit denselben Anfangsbedingungen unter einen Tisch

geworfen. Die Bille unterscheiden sich nur durch die horizontale Stozahl e, . Von links oben nach rechts

unten werden die Kurven y(x), @(¢), x(¢), y(¢), x(t) dargestellt.

Nach Tabelle 1 auf Seite 3 unterscheiden sich Superbélle vor allem durch ihre relativ grof3e horizontale Stof3-

zahl e, von anderen Billen. Diese Grafik zeigt, dass ein unter den Tisch geworfener Ball umso schlechter

zum Werfer zuriick kommit, je kleiner e, ist. Fiir e, = 0,1 (blaue Kurven) springt der Ball nach dem ersten

Stof3 unter dem Tisch nicht nach links zuriick.
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Abb. 8 Hier springt ein idealer Superball 12 s lang unter dem Tisch. Seine Bahn verlduft in einem endli-

chen Bereich hin und her.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

. . m . m
0(0) =00)=0 x(0)=0 x(0)=4 5 ¥(0) =0,6 m y(0)=-4 5
R=23cm o = 0,40 ey =e, = 1 Tischhohe A = 0,75 m
100
0 !

y(x).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0

—— Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0

y(x).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey =1.0 -100

N _ _ —— Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey =1.0
08 ¥(X).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey=1.0 200 —— Phi-PKt(t).....Ball unter den Tisch - ex = - 1.0 - ey = 1.0
A .
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e NN
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0 25 3 35 4 4.5 4 X(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0
) S S
/
0
——y(t).....Ball unter den Tisch -ex= 0.0 - ey =1.0 0 02 04 06 08 1 1.2
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——y()....Ball unter den Tisch - ex=- 1.0 - ey =1.0 X-Pkt(t).....Ball unter den Tisch -ex=-0.5 - ey=1.0
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Energie / m(t).....Ball unter den Tisch -ex=-1.0 - ey =1.0 2 || m— x-Pkt + R * Phi-Pkt(t).....Ball unter den Tisch - ex = - 1.0
|
20 1 — ] I
15 0
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2
Abb. 9 Hier springen drei Superbille 1,2 s lang unter dem Tisch nach rechts. Die StoSparameter betragen
e, =00 e, =—05 e, =—10 ey=1.0

1) Fiir e, =0 (blaue Kurven) ist der Energieverlust maximal. Am Ende ist x(#) < 1mm/s.

2) Fiir e, =—0,5 (rote Kurven) lduft der Ball mit abnehmenden Geschwindigkeiten @(¢), x(¢) nach rechts.

3) Fiir ¢, = —1,0 (schwarze Kurven) sind @(¢), x(#) und E(¢) konstant = Glatter Boden ohne Reibung.
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Beispiel 3 Schrig auftreffender Ball ohne Spin
Ein idealer Superball fillt mit den Anfangsbedingungen
X, ==y,>0 (P =0

mit dem Winkel ¥, = 45° zu Boden. Mit welchem Winkel ¥, springt er vom Boden hoch?

Losung:
Nach dem Bodenaufschlag lautet der Zustandsvektor: No spin

| | | )

X, X, . 3x,

R(pn :ABoden R¢v = 7 —IOXV
In o 7 457\, /66,8°
| |

— tn®, - I _ % ~ 9, = 668° Abb. 10 Schriiger Stof ohne Spin

Beispiel 4 Superball auf einer einzelnen Wurfparabel

Zeige, dass sich ein idealer Superball fortlaufend auf einer einzelnen Wurfparabel hin und her

springen kann.

oas /N * 1
04 y(x) —— Phi-Pkt(t)
0
0.35 /
-50
0.25 // \\ 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
0.2 :
/ \ AN \ /N
0.15 - [—x
0.1/ \\ 0.1 / / \ T‘
0.05 \ 0 \ \/ \/
0 01 0.2 0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45
A N\ AN\ 04 i
NN NN el e e
SRV AVERY Y AR VA VAV
ol Mo NN [ oM N 02
V \ y v v v V V04
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
5.0959 : - i i i
|—Energlelm(t)‘ 1 : ; _
[— x-Pkt + R* Phi-Pkt(t) |
5.0959 0
5.0959 "
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Abb. 11 Der ideale Superball springt auf einer einzelnen Wurfparabel hin und her.
Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

e0)=0 ¢0) =—50 RTad x(0)=0 x(0)=—0.46 % y(0)=0,024m  y(0)=-3 ?

R=23cm o = 0,40 e.=e, =1

x y
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Losung
Wir setzen in den Gln. (10b/c) e, = ey= 1 sowie

:_xv (pn:_(pv

n

Dann werden die Gln. (8b/c) gelost, falls folgende Gl. fiir die Anfangsbedingungen erfiillt ist:
X, =0RQ, (18)

In diesem Fall springt der ideale Superball auf einer einzelnen Wurfparabel hin und her (siehe
Abb. 11).

Num. Losung der Bewegung mit Schaltfunktionen (Event-functions)

Die Bewegung lésst sich am besten mit dem Verfahren ode45 berechnen.

Nach den in MECHANICUS eingegebenen Gln. kann der Ball ,,ungehindert” von oben durch
die Tischplatte durchfallen. Wenn der Ball also in einer Hohe y(0) >=h+ R abgeworfen
wird — egal bei welcher x-Koordinate x(0) —, so fillt er gewissermallen neben dem Tisch zu
Boden und springt anschlieend unter dem Tisch auf und ab. Von unten wird der Ball immer
an der Unterseite der Tischplatte reflektiert.

Die Unterbrechung des freien Falls beim Sto3 am FuBBboden oder unter dem Tisch wird mit
Schaltfunktionen (sog. ,,Event-functions*) ermittelt.

Hinweis: Im System
»Zwei_springende_Baelle*

wird unter dem Meniipunkt Anmerkungen im Word- und im pdf-File jeweils ein vollstindiges und
lauffidhiges MATLAB-Programm gezeigt, das die Bewegung von zwei Billen berechnet, die iibereinan-
der auf und ab springen. Die Bodenst6B3e des unteren Balls und die ZusammenstoBe der beiden Bille

werden dort ebenfalls mit Schaltfunktionen (sog. Event-functions) ermittelt.

Das Programm kann mit Copy und Paste in den MATLAB-Editor iibernommen und direkt gestartet

werden.
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Elastische Schwingungen des idealen Superballes bei StoBen

Abschliefend soll noch in groben Ziigen erklidrt werden, warum sich beim Boden-Sto3 des
idealen Superballes — mit e, =e, =1 — das Vorzeichen der horizontalen Geschwindigkeit
X + R ¢ des tiefsten Ball-Punktes édndert.

Die Vorzeichenumkehr von x + R ¢ ist sicherlich sehr tiberraschend. Im Gegensatz dazu ist
die Vorzeichenumkehr der vertikalen Geschwindigkeit y selbstverstindlich und wird wohl

Niemanden erstaunen.

1 2 3 4 5
S
x(0) x(0) x(0) x(0) x(0) N

Abb. 12 Ein Kettenschwinger mit einem freien Ende auf der linken Seite
und mit N = 5 Oszillatoren lduft mit der Geschwindigkeit x(0) > 0 gegen
eine ruhende Wand. Der linke (rechte) Oszillator hat die Nr. 1 (5).

Daher erkldren wir zuerst die Vorzeichenumkehr von y und betrachten einen Ball, der ohne
Spin senkrecht nach unten féllt. Da die Verformung des Balles beim Bodenkontakt nicht be-
rechnet werden kann, vereinfachen wir und betrachten stattdessen einen homogenen Stab,
der mit der Geschwindigkeit x(0) > 0 in Lingsrichtung gegen eine feste Wand lduft. Als
Modell des Stabes nehmen wir einen Kettenschwinger mit N gekoppelten Oszillatoren (siehe
Abb. 12 mit N = 5), bei dem alle Massen mit gleicher Geschwindigkeit x(0) >0 laufen.

Abb. 13 zeigt das Ergebnis einer Berechnung fiir N = 800 gekoppelte Oszillatoren. Es werden
die Koordinaten x(¢) jeder 80. Masse dargestellt.

Die Information, dass die Kette gegen eine feste Wand léduft, erfasst pro Sekunde

| D _ [500N/m _ 22,41
m lkg S

Oszillatoren. Zur Zeit

800

A D/m

kommen alle 800 Oszillatoren gleichzeitig zur Ruhe. Erstaunlicherweise sind alle 800 Federn

T = = 358s

zu diesem Zeitpunkt gleich stark gestaucht mit der Stauchung s = 4,47 cm .

Hinweis: Wenn parallel zu den N Federn noch N Stoddmpfer eingebaut werden, dann wird das rechte

Ende der Kette an der festen Wand erwartungsgemal stiarker gestaucht als das linke Ende.
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Zur Zeit T ist die gesamte kinetische Anfangsenergie in potentielle Federenergie umgewan-
delt. Fiir jeden einzelnen Oszillator gilt:

E(0) = % 2(0)=0,57 E(T) = %sz ~ 250% -(0,0447m)% = 0517
Danach schwingen alle Oszillatoren wieder zuriick. Nach der Zeit 2 T = 71,6 s lauft die Kette

ohne innere Anregungen mit der Geschwindigkeit x =— x(0) =—1m/s von der Wand weg.

Die Impulsidnderung Ap des Kettenschwingers wird durch den Kraftstol der Wand erzeugt:
In der Zeit 2T iibertrigt die rechte Feder folgenden Kraftsto auf den Kettenschwinger:

2T
N
IF(t)dt =F-2T=Ds-2T = 500—-0,0447m -71,6 s = 1600 N s
m
0
2T
. m
= [ pwdr=ap=800ke- 2™ = 1600 Ns
2. Newton. (
Axiom
100
Z
90
[
80
—x1(t)
—— x-80(t) T~
70 —x-160(t)
—— x-240(t)
x-320(t)
% x-400(t)
x-480(t)
50 —— x-560(t)
—— x-640(t)
I — —x-720(t)
40 s x-800(t)
\\
30
20 ~
10 ~—
% 10 20 30 40 50 60 70

Abb. 13 Ein am linken Ende freier Kettenschwinger (siche Abb. 12) mit N = 800 Oszillatoren
lduft mit der Geschwindigkeit x(0) =1 m/s gegen eine Wand. Bei entspannten Federn betrdgt der
Abstand der Oszillatoren 13,4 cm.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

x(0)=0  x;(0) =1% i=1,2,..800

m=1kg D =500 N Teilchenzahl N = 800
m
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Fiir den homogenen, sto3enden Stab — und niherungsweise fiir den Superball — bedeutet dies:

Nach dem elastischen Stofl an einer Wand lduft ein Stab mit umgekehrter Geschwindigkeit
von der Wand weg. Nach dem StoB treten keine inneren Schwingungen auf. Die Impulsinde-
rung des Stabes ist gleich dem Kraftstol der Wand.

Nun soll die Vorzeichenumkehr der horizontalen Geschwindigkeit x + R ¢ des tiefsten Ball-
Punktes erklidrt werden. Die Reibungskraft verursacht in den unteren Bereichen des Balles
horizontale Verformungen, die wiederum Druckwellen auslosen, die sich u. a. dicht unter der
Balloberflidche nach oben ausbreiten.

Da wir auch hier keine Berechnungen vornehmen konnen, ersetzen wir der Einfachheit halber
den Ball nun durch einen diinnen Torus (Ring), der vertikal aufgerichtet mit Spin auf den
Boden fillt. Als Modell des Ringes nehmen wir einen Kettenschwinger, der zu einem Kreis
gebogen wird, wobei die erste Masse mit der letzten Feder verbunden wird. Der Torus soll mit
der Umfangsgeschwindigkeit v, im Uhrzeigersinn um seine horizontale Symmetrieachse
rotieren. Beim Aufschlag auf den Boden wird die unterste Masse schlagartig festgehalten.

Das Modell des gebogenen, rotierenden Kettenschwingers mit N — 1 beweglichen Massen (die
unterste Masse wird auf dem Boden festgehalten) und mit N Federn kann exakt durch einen
linearen Kettenschwinger ersetzt werden, bei dem beide Enden an zwei Winden festgehalten
werden und der zur Zeit t =0 mit der Geschwindigkeit vy = x(0) nach rechts lduft. Die line-
are Kette hat ebenfalls N — 1 bewegliche Massen und N Federn (sieche Abb. 14).

Die Information, dass die beiden Enden festgehalten werden, lduft von links und rechts zur
Kettenmitte. Nach Erhalt dieser Information bleibt jede Masse stehen. Zur Zeit

400

A D/im

ruht die gesamte Kette. Die linken 400 Federn sind alle gleich stark gedehnt, die rechten 400

T =

=179s

Federn sind alle gleich stark gestaucht; Dehnungen und Stauchungen haben denselben Betrag.
Nach weiteren 17,9 s sind alle Federn wieder entspannt und alle Massen bewegen sich mit der
Geschwindigkeit — x(0) nach links. Der Kettenschwinger hat seine Geschwindigkeit umge-

m D m D m D m D m D
1 2 3 4 5
—_—
B x(0) x(0) x(0) x(0) x(0) -

Abb. 14 FEin Kettenschwinger mit zwei festen Enden, 5 Massen und

6 Federn lduft anfangs mit der Geschwindigkeit x(0) nach rechts.
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kehrt — ohne innere Schwingungen zu hinterlassen.

Jetzt bleibt nur noch eine Frage offen: Hebt der Superball genau dann vom Boden ab, ver-
schwindet also die Reibungskraft am Boden genau dann, wenn sich die horizontale Ge-
schwindigkeit x + R ¢ des tiefsten Ball-Punktes umgekehrt hat? Da die StoBzahlen e, , e,
eines realen Superballes kleiner als Eins und Stofe daher nicht vollig elastisch sind, muss
diese Bedingung nicht unbedingt exakt erfiillt werden. Leider konnen wir dazu keine nidheren

Abschitzungen vornehmen.

60

50

—
/ — 10
——x-80(t) |~
e~ —x-160(t)| |

40 —— x-240(t)

x-320(t) | e

x-400(t)

x-480(t)
—— x-560(t)

30 —— x-640(t)

—— x-720(t)
—— x-800(t)

20

/ \\

10

0 5 10 15 20 25 30 35

Abb. 15 Ein Kettenschwinger mit N = 800 Oszillatoren ist an beiden Enden iiber Federn fest mit ruhenden
Winden verbunden (siehe Abb. 14). Zur Zeit t=0 lduft die gesamte Kette mit der Geschwindigkeit
x(0) =1 m/s nach rechts. Die Information, dass beide Enden der Kette festgehalten werden, breitet sich pro
Sekunde iiber 4/ D/m = 22,4/s Oszillatoren aus. Diejenigen Oszillatoren, die diese Information erhalten

haben, bleiben nahezu in Ruhe stehen. Dabei sind die Lidngenidnderungen aller Federn gleich stark.

Die Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

x(0)=0 X(O)zl% N =800 m=1kg D=500E
m
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