Pendel mit drehbarer Platte

alias Kane’s Babyschuhe

An einer masselosen Pendelstange, die sich in
ithrem Aufhingepunkt A mit dem Winkel ¢ _
um eine raumfeste, horizontale Achse drehen 7 \
kann, hingt eine homogene Platte mit Masse /
m, Breite b, Hohe h und geringer Dicke d.
Die Platte kann sich mit dem Winkel y um
die Pendelstange drehen. Fiir y =0 liegt die
plattenfeste y-Achse in der Schwingungsebe-
ne der Pendelstange.

Eine einfache laminare Luftreibung wird in -
den Dgln. beriicksichtigt. Reibungsverluste in K

den Lagern werden vernachlissigt. h
& e /
d

Abb. 1 An einer masselosen Stange, die sich in

Besonderheiten des Systems

Ein Student der Kalifornischen Eliteuniversi-

tat Stanford beobachtete beim Autofahren, der Papierebene mit dem Winkel O um den
dass sich die kleinen Babyschuhe, die am Punkt A drehen kann, hiingt eine drehbare Platte.
Innenspiegel seines Autos hingen, bei be- ¥ ist der Winkel der Pendelschwingung, y der

stimmten Amplituden der pendelartigen Winkel der Eigendrehung um die Pendelstange.

Schwingungen besonders stark um die eigene
Achse drehen.

Zur Erkldrung dieses Phinomens stellte der amerikanische Physiker Kane ein ebenes Pendel
mit drehbarer Platte als ein sehr einfaches Modell auf. Es hat nur zwei Freiheitsgrade und
beschreibt parametererregte Schwingungen. Die aus der Theorie des Starren Korpers bekann-

ten Eulerwinkel ¥, Y sind die beiden generalisierten Koordinaten des Systems.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Wenn man in der Lagrangefunktion des schweren, unsymmetrischen Kreisels den Eulerwin-
kel @(7) =0 setzt und den Eulerwinkel ¥ durch m—0 ersetzt, so erhilt man die Lagrange-
funktion des ebenen Pendels mit drehbarer Platte:

I : 1 . 1
L =Elcosz\|!192 +?2sin2\|1192 +73\V2+mglcosﬁ



Beachte: Die Lagrangefunktion des unsymmetrischen Kreisels enthilt keine zyklischen Koordinaten. Fiir ver-
schwindende Reibung ist die Energie die einzige bekannte Erhaltungsgrofe. Das System kann sich ist daher

chaotisch verhalten.

Dabei sind 1, I,, I5 die drei Haupttrigheitsmomente der Platte fiir Drehungen um den Auf-
hingepunkt A des Pendels. Bei Beriicksichtigung von einfacher laminarer Luftreibung erge-
ben sich die zwei Dgln.:

13\'|'l+(11 —IZ)Siancos\p 8% - cp; W =0 (1a)
(Il cos2\|1 +1, sinzw)é +2 (12 — Il)sin\pcoswﬁlii +

mglsin® — Crpery 0 =0 (1b)

Fiir d << b, h lauten die drei Haupttrigheitsmomente

Ilzg(b2+h2+1212) Izzg(h2+1212) 13:%192
AD jetzt wird die Luftreibung gleich Null gesetzt: cpen = Cps; =0 -
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Abb. 2 Aufgrund von laminarer Luftreibung fillt die Schwingungsamplitude von ¥(¢) langsam ab. Hier
wird die Bewegung im Zeitintervall [755s ; 140s] dargestellt. Demnach werden kleine Drehschwingungen
des Winkels y instabil, sobald ungefihr 0(¢) < 1.86 wird — entsprechend U(¢) < 107°.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
V=2 By=0 Yo=01 \y=0
m = 0,06kg [=021m b=015m h=0,075m d =0,002m

=4.107° kmm =1-1074 kmm®
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Mit siny cosy = 0,5 sin(2y) geht Gl. (1a) iiber in

q‘;+% sin(2y) 92 =0 fir d <<b,h (2a)

Untersuchung der Eigendrehung fiir kleine Winkel ¥ und y

Eine weiter gehende analytische Untersuchung ist nur moglich, wenn wir annehmen, dass der

Pendel-Winkel ¥ und der Eigenrotations-Winkel y klein sind:

U <<1 vy <<l1

= sin® = U cosy =1 siny = sinzw:O siny y =0

Mit diesen zwei Annahmen geht Gl. (1b) iiber in

L3+ mgld=0 3)
Die harmonische Losung
'G(t) = 190 COS((!)O t) mit g, = m]gl
1

setzen wir in die Dgl. (2a) ein und erhalten die lineare Dgl.

2 2
q‘;+‘90—2‘°0 [1-cos(20y )] w =0 (3a)
Die Substitution
T:=20t S t:£::f(‘c)
0

fithrt die dimensionslose Zeit T ein. Die Kettenregel liefert:

dy(f@) _ dvlf@) dfly) _ dv 1 _ o0 1
dt df dt f(TT):t dt 20, 20

dy(f(v))
b7k

= Y0 =20, = 20y Y'(1)

= ) = 405 ¥ (1)

Dabei kennzeichnet der Strich die Ableitung nach der neuen unabhéngigen Variablen T. Somit
geht die Dgl. (3a) iiber in die Normalform der sog. ,,Mathieuschen Dgl.*
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v +(a+bcost)y =0 mit a:—bz? (4a)

Die Mathieusche Dgl. ldsst sich wegen der T-Abhiéngigkeit des Koeffizienten b cost nicht
elementar integrieren.

Nach der Theorie der Mathieuschen Dgl.
hingt die Stabilitit kleiner Drehschwin-
gungen des Winkels ¢ nur von den Pa- A g

J

rametern a und b ab, in unserem System

¢¢/

also nur von der Pendelamplitude ¥ .
Die Stabilitdt hingt demnach nicht von
den Parametern des Systems ab — zumin-
dest solange nicht, wie ¥,y <<1 ist.

/

Mit der ,Struttschen Stabilititskarte*
(siehe Abb. 3) ldsst sich fiir jedes Werte-
paar a,b angeben, ob die Gleichge-

wichtslage y(t) =0 stabil oder instabil '
ist. In Abb. 3 werden die Bereiche stabi- / \ | b

ler und instabiler Losungen aufgezeich- |

net. Die stabilen Bereiche sind grau ge- -5 +5

zeichnet. Auf den Grenzlinien sind die o )
Abb. 3 Struttsche Stabilititskarte fiir die Mathieusche

Losungen periodisch. Dgl. Die stabilen Bereiche sind grau gezeichnet.

Die Stabilitdtskarte ist symmetrisch zur
a-Achse. Daher diirfen wir b durch — b
ersetzen und in der folgenden Rechnung annehmen:

2
a=b="20 5) A

8 a=>b

In der Umgebung der a-Achse, d. h. fiir
b<<1 s Uy << 1
konnen die Grenzlinien durch einfache
Funktionen a(b) angendhert werden.

Von unten gezdhlt lauten die ersten vier

AN

\ Any

a(b):
a, = - l b2 a, = l _ é Abb. 4 Die Schnittpunkte der Grenzkurven mit der
2 4 2 roten Geraden (siehe GI. (5)) legen stabile und instabile
) Bereiche der Eigendrehung fest.
1 b b
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Zur Ermittlung der stabilen und instabilen Bereiche be- 180°

rechnen wir nun die Schnittpunkte der Grenzkurven 156°

a,,as, a, mit der roten Geraden a =b in Abb. 4, die instabil
die GI. (5) widergibt.
115°

1) Schnittpunkt mit der 2. Kurve a,(b):

1.5 b = b= 1

4 2 6
= Yy =./8b = 1,16rad = 66° 66°

stabil
Daher sind kleine Drehschwingungen des Winkels y im
Bereich
0° 8()

0< B < 66° .

stabil.
Abb. 5 Stabilitdtsdiagramm nach

2) Schnittpunkt mit der 3. Kurve a3(b) : der Struttschen Stabilititskarte.

l+é=b = b:l
4 2 2

= Oy =+/8b =2rad = 115°

Daher sind kleine Drehschwingungen des Winkels y im Bereich
66° < 9y <115°
instabil.

3) Schnittpunkt mit der 4. Kurve a4 (b):

l-—=b = b=0928

= By =+/8b = 272rad = 156°

Daher sind kleine Drehschwingungen des Winkels y im Bereich
115° < ¥ < 156°

stabil. Abb. 5 fasst die Ergebnisse in graphischer Form zusammen.

Beachte, dass diese Ergebnisse nur Anhaltspunkte liefern. Die Vorraussetzung ¥, << 1 wur-
de bei der Berechnung der drei Schnittpunkte stark verletzt. Daher diirfen wir uns nicht wun-
dern, wenn die numerische Berechnung zwar die Existenz von stabilen und instabilen Berei-
chen bestitigt, allerdings mit anderen Grenzwinkeln ¥, .



MECHANICUS liefert bei numerischen Rechnungen mit kleiner Luftreibung in grober Nihe-

rung (siehe auch Abb. 2) : Die Gleichgewichtslage y(t) = 0 ist fiir

e 0°<9Y< 65° stabil
® 65°< U< 110° instabil
e 110°< ¥ < 155° stabil
® 155° < ¥ < 180° instabil
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0 <Y< 11 rad stabil.
1,1 rad < 9 < 19rad instabil.
1,9rad < 9 < 2,7 rad stabil.

2,7rad <9< & instabil.
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