Schwingendes Jo-Jo

Das Jo-Jo ist eines der dltesten Spielzeuge der Welt. Zwei
Scheiben stecken auf einer gemeinsamen Achse mit Radi-
us R. Scheiben und Achse haben zusammen die Masse m
und das Tridgheitsmoment /g fiir Drehungen um die
Symmetrieachse.

Auf der Achse ist ein sehr diinner, masseloser, nicht dehn-
barer Faden der Lange [ aufgewickelt, dessen oberes Ende
(in diesem System) von der ruhenden Hand gehalten
wird und dessen anderes Ende fest mit der Achse verbun-
den ist. Das teilweise aufgewickelte Jo-Jo wird bei ge-
spannter Schnur losgelassen und wickelt sich mit zuneh-
mender Geschwindigkeit ab. Unten angekommen wickelt
es sich wieder auf und steigt empor. Reibungsverluste
werden vernachléssigt.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Die beiden Winkel @,@, sind die generalisierten Koor-
dinaten.

Folgende Abkiirzung werden wir hdufig gebrauchen:
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Die Bewegung des Jo-Jos ldsst sich in Abhdngigkeit von
den Winkeln in drei Phasen einteilen.

1. Phase : ¢, = @,

Das Jo-Jo rollt auf der rechten Seite des Fadens (sieche
Abb. 3). Die Linge des nicht aufgewickelten Fadenanteils
betrigt

r:l—R((pz—(pl) [ = Fadenlinge
= r=R (‘Pl - ¢)
Die Transformationsgln. lauten:

Xg = rSin(Pl +RCOS(p1

Abb.1 Das Jo-Jo schwingt in
der vertikalen x,y-Ebene und
wickelt sich dabei auf der darge-
stellten Achse auf und ab.

Abb. 2 Der Winkel ¢, ist Null,
wenn der Faden vollstindig ab-
gewickelt ist und sich der Befes-
tigungspunkt P des Seiles links

vom Schwerpunkt befindet.

Abb. 3 Jo-Jo in Phase 1.



yg = —rcos@; + Rsin@,
= Xg = 7rsin@;+r@;cos@®;— R @ sing,
yg =—7rcos@Q,+r@;sin@; + R @, cosg,
Die Lagrangefunktion ergibt sich nun zu
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Die Lagrangegln. lauten fiir Phase 1 :
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¢ =- )[R(¢1—2¢2)¢1+gsin(p1]

(0P} :—% [{I+R((P1—(P2)}¢12 +gCOS(P1]

fir @, >0, (1a)

fiir ¢, 2@, (1b)

Die Dgl. (1a) hat eine Singularitit fiir r =/ + R ((pl - (pl) =0.

2.Phase: ¢ -1t < @, < @,

In dieser Phase ist der Faden vollstindig abgewickelt (Siehe
Abb. 4).

Die Transformationsgln. lauten:
xg =[lsin@; + RcosQ,
yg =—1lcos@;+ Rsin@,
= Xg=1¢Q,;cos@, —R ¢, sing,
ys =1 ¢;sin@; + R ¢, cos@,
Die Lagrangefunktion ergibt sich nun zu
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Abb. 4 Jo-Jo in Phase 2.




Die Lagrangegln. lauten fiir Phase 2 :

¢ = 7[‘P2 s1n((p2 _(Pl) + (PSCOS((Pz _(Pl) - %Sln%} fir ¢, -7 <@, <¢; (2a)

0P :kE |:(P1 Sln((Pz—(Pl)— (P12 COS((Pz—(Pl)— %COS(M} fir o, —-mT <9, <9, (2b)

Fiir die numerische Losung der Dgln. (2a/b) rechnen wir eine Dgl. in expliziter Form aus:
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In der Dgl. (2b) ist ¢ nach Gl. (2a’) bekannt; daher muss Dgl. (2b) bei der numerischen Lo-

sung nicht explizit sein. Wegen k <1 haben diese Dgln. keine Singularitit.

3.Phase: ¢, <@, -7

Das Jo-Jo rollt auf der linken Seite des Fadens (sieche Abb. 5).
Die Linge des nicht aufgewickelten Fadenanteils betrigt

r:l+R((p2—(p1+7l:)

= f:R((Pz—(Pl)

Die Transformationsgln. lauten:

Xg =rsin@; — Rcos@,
Abb. 5 Jo-Jo in Phase 3.
Yg =—rcos@; — Rsin@,
= Xg= 7sin@;+r®,cos@;+RP,sing,

Yg =—7cos@Q;+r@;sin@; — R @, cos@,

Die Lagrangefunktion ist

2 I
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mg [l cos@; + R ((p2 -Q + n) cos@; +R sin(pI]




Die Lagrangegln. lauten fiir Phase 3 :

1

¢ =- ) [R(2¢2—¢1)¢1 + gSin(Pl] fir g, <@, -7 (3a)

+R (0, —¢ +7

('f’zzg [{Z+R(‘P2—(P1+Tf)}¢12 +gCOS(P1] fir @,<@;—-7m (3b)

Die Dgl. (3a) hat eine Singularitit fiir r = 0.

Berechnung der Fadenkraft

Die Fadenkraft berechnet sich mit dem Drehimpulssatz.

In Phase1 (@, = @) lautet die Fadenkraft:
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Abb. 6 Schwingung eines reibungsfreien Jo-Jos. Beachte, dass die Fadenkraft rechts unten in

dem verkleinerten Zeitintervall [0s , 2s] dargestellt wird.

Das Jo-Jo lauft die ersten 0,44 s senkrecht nach unten, weil der Faden bis zum Erreichen der zwei-
ten Bewegungsphase vertikal ist (@(#) =0), so dass anfangs keine horizontalen Krifte auf das

Jo-Jo wirken.

In der Bewegungsphase 2 (Faden vollstindig abgewickelt) wird das Jo-Jo stark nach oben be-

schleunigt, so dass die Fadenkraft in dieser Phase extrem ansteigt.

Die Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

o,0)=m Die drei anderen Anfangsbedingungen sind Null.

m=1kg R=02m  Ig=002kgm?> [=2m
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In Phase 2 (¢; — T < @, < @) ist die Berechnung der
Fadenkraft etwas schwieriger. Nach Abb. 6 lautet der
Hebelarm s der Fadenkraft:

s = Rsino = Rsin(n - Q- ‘(pz‘) =
¢,<0

:Rsin(n—(Pl + (Pz):RCOS((Pz —(Pl)

= F=- IS )(p2

R COS(‘Pz —

In Phase 3 (¢, <@, — 7) lautet die Fadenkraft:

1
Is§y =RF = FZ%‘T’Z

Besonderheiten des Systems

Abb. 6 Der Hebelarm s wird mit
dieser Abb. berechnet.

Die Anfangsbedingungen diirfen nicht so gewihlt werden, dass die Fadenspannung im Laufe

der Bewegung negativ wird.
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In Aufgabe 9—6 wird lediglich eine vereinfachte Bewegung des Jo-Jos untersucht: Das Jo-
Jo lauft nur vertikal auf und ab, macht also keine seitlichen Schwingungen (¢,(¢) =0). Ei-

ne vertikale Bewegung wird niherungsweise realisiert, wenn @,(0) = ¢;(0) = 0 ist und

wenn die nicht aufgewickelte Fadenldnge zwischen der Hand des Spielers und dem Jo-Jo
immer wesentlich grofler ist als der Radius R der Jo-Jo-Achse.

In Aufgabe 9—6 wird die Fadenkraft analytisch berechnet. Auerdem wird diskutiert, wie

der Jo-Jo-Spieler die durch Reibung entstehenden Energieverluste durch geeignete Hand-

bewegungen ausgleichen kann.



