Rollende Miunze — Mit Schlupf, weicher Boden

Abb. 1 Eine diinne Scheibe rollt ohne
Schlupf oder rutscht mit Schlupf auf einem
weichen Boden oder springt in die Luft. Die
Koordinaten x, ,y, des Auflagepunktes A,
die Schwerpunktkoordinate zg und die drei
Eulerwinkel ¢,9,y beschreiben Lage und

Orientierung der Scheibe.

A

Eine Miinze oder eine diinne Kreisscheibe mit Radius r rollt oder rutscht auf einem wei-
chen Boden oder springt in die Luft. Drei Bewegungsphasen sind also méglich:

e Bewegungsphase = 1 : Die Miinze rollt ohne Schlupf iiber den Boden.

e Bewegungsphase = 2 : Die Miinze rutscht mit Schlupf iiber den Boden.

e Bewegungsphase = 3 : Die Miinze fliegt durch die Luft und hat keinen Bodenkontakt.

Bei den meisten berechneten Bewegungen wechselt die Miinze o6fters zwischen zwei oder gar
drei Bewegungsphasen hin und her.

Mathematisches Modell

Als generalisierte Koordinaten werden die Koordinaten x, , y, des Auflagepunktes A, die
Schwerpunktkoordinate zg und die drei Eulerwinkel @,9,y verwendet. x,, y, sind die
inertialen Geschwindigkeiten des Auflagepunktes A.

Die Luftreibung wird stark vereinfachend laminar angesetzt, so dass die Reibungsmomente
proportional zur Winkelgeschwindigkeit sind. Allerdings werden Reibungsmomente parallel
zur Symmetrieachse der glatten Miinzen vernachléssigt.

Der Einfachheit halber werden die Reibungskrifte der Luft, die die Schwerpunktbewegung
hemmen, vernachldssigt.

Die Reibung am Boden mit hidufigem Wechsel zwischen reinem Rollen und Rutschen wird
mit einem kombinierten Reibungsansatz beschrieben, der reines Rollen durch Rutschen mit
extrem kleinen Rutschgeschwindigkeiten ersetzt. Daher werden insgesamt nur die 6 Dgln. fiirs
Rutschen bendétigt; eigene Dgln. fiir ,,Gleiten ohne Schlupf* sind nicht erforderlich.

Die Bodenaufschldge nach den Luftspriingen sind elastisch ohne Energieverlust.



Numerische Losungsverfahren

Das steife Losungsverfahren odelSs ist empfehlenswert, vor allem bei hohen Luftspriingen
und heftigen Bodenaufschligen.

Bei vierstelligen oder gar noch grofleren Federkonstanten des elastischen Bodens werden die
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Abb. 2 Die Kurven zeigen, wie eine Miinze, die anfangs hochkant stehend um die Hochachse ro-

tiert, wegen der mechanischen Energieverluste langsam umfillt.

Die rechts in der Mitte dargestellte diskrete Bewegungsphase kann nur folgende drei Werte ein-
nehmen:

Bewegungsphase = 1 : Die Miinze rollt ohne Schlupf iiber den Boden (genauer vi < 0,3 mm/s ).

Bewegungsphase = 2 : Die Miinze rutscht mit Schlupf iiber den Boden (genauer vy = 0,3 mm/s ).

Bewegungsphase = 3 : Die Miinze fliegt durch die Luft und hat keinen Bodenkontakt.

Dabei ist vk die Geschwindigkeit des korperfesten Punktes, der momentan den Boden beriihrt. Mit
anderen Worten: v ist die Rutschgeschwindigkeit.

Beim hier dargestellten Umkippen einer Miinze tritt kein Luftsprung auf.

Anfangsbedingungen und Parameter lauten:

¢(0) =30 RTad ¥(0) = 1,55 Rad 2g(0) = 0,09 m
Die restlichen 9 Anfangsbedingungen sind Null.

m=1kg r=0lm  f=06  f,=08 DBoden=104%

2
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fund f;, sind die Gleit- und Haftreibungszahl.



numerischen Berechnungen kurzer und harter Boden-Aufschlige — nach hoheren Luftspriin-
gen — schwierig. Bei den numerischen Berechnungen lduft der Fortschrittsbalken ruckartig,
weil er bei heftigen Bodenaufschldgen infolge kleiner interner Schrittweiten pro Zeitschritt
wesentlich ldnger rechnen muss als bei sanftem Rutschen auf dem Boden. Starke Bodenauf-
schlige konnen evtl. so schlecht berechnet werden, dass selbst bei sehr kleinen, aber ver-
schiedenen Fehlertoleranzen verschiedene Kurven herauskommen. Unter sehr ungiinstigen
Umstidnden kann die berechnete Energie kurzfristig sogar wieder steigen.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Die Stromungen der Luft am Miinzenrand, das Entweichen der Luft unter der umkippenden,
zu Boden fallenden Miinze, die Abhingigkeit der Luftreibung von der Orientierung der Miin-
ze usw. konnen nicht realistisch eingeschitzt werden. Daher kann die Luftreibung nur durch
einen ganz groben Ansatz beschrieben werden.

Die Luftreibung soll laminar sein, wobei Reibungsmomente bei Drehungen um die Symmet-
rieachse der glatten Miinze vernachlissigt werden. Die Komponente der Winkelgeschwindig-
keit, die parallel zur Symmetrieachse der Miinze ist, wird also vernachléssigt. Daher wird das
Moment der Luftreibung im korperfesten Koordinatensystem wie folgt angesetzt:
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Der Einfachheit halber werden die Reibungskrifte der Luft, die die Schwerpunktbewegung
hemmen, vernachlissigt.
Beim Rutschen auf dem Boden tritt zusitzlich noch die Gleitreibungskraft
VK . o
Fr =—-fN— mit f = Gleitreibungszahl
VK

auf. Dabei ist vi die horizontale Geschwindigkeit, mit der der tiefste korperfeste Punkt iiber
den Boden rutscht:
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Die Dgln. fiir Rutschen mit Schlupf auf dem weichen Boden lauten:

o _ c
? sin ¥ mr2 ?

20y 4 . (52)

9 = — ¢ sind cos® — 2 ¢\ sin® +
4 fD(rsintd -z
( 5) (fa sin@ — yu cos@)sin® — (5b)
mr1/véx+v%’y

4D(rsim?}— zs)

¢

cosUV — 5
mr mr

) 2 f D(rsind - zg)

W = —$cosd + ¢ Osin® — (r{ + x, cos@ + y, sin@)(5¢)
mrw/sz,x+véy

Xy = r[(p cos® cos® — O sin@ sin® — ((p2 +1§2) sin@ cos® — 2 ¢ O cos® simf}] -

fD(rsin®-zg) | . (5d)
(xp + 7 coso)
mwlvﬁ,x+v2K’y
Vo = r[(p sin@ cos® + O cos@ sind + (¢2+1§2)cos¢cosﬂ— 2 ¢ 9sin@ sinﬁ] -
fD(rsind - zg) o (5¢)
127 5) (5 4 ripsin)
maVk x T Vi.y
Zg :—g—B(zS—rsinﬁ) (59)

m

Dies sind sechs Dgln. 2. Ordnung.

Fiir den Flug in der Luft gelten die Dgln. (5a) bis (5f) mit D =0.

Wegen 1/sin® in Dgl. (5a) laufen die Dgln. fiir 3 — 0 in eine Singularitit hinein oder iiber
eine Singularitidt hinweg, die die numerischen Losungsverfahren von MatLab zum Absturz

bringen kann.

Bei vielen Bewegungen treten neben den Rutschbewegungen (mit v # 0) auch reine Roll-
bewegungen (mit v =0) auf — zumindest zeitweise. Der Wechsel zwischen Rutschen und




Rollen bereitet ein Problem bei der Aufstellung und Losung der Dgln. Die Griinde dafiir sind

die bekannten und nur ndherungsweise richtigen Gln.

RS =fy N und

Haft RRutsch = fN mit f < fo

(6)

Sie liefern bei den Ubergiingen ,,Haften <> Rutschen“ Unstetigkeiten in der Reibungskraft.

AuBerdem sind die Dgln. beim Rollen anders als beim Rutschen.

Folgende zwei Losungsmoglichkeiten liefern meistens dhnliche Bewegungen:

1-te Moglichkeit: Wir nehmen an, dass die Miinze zur Zeit = 0 mit Schlupf startet:

e Das Losungsverfahren muss solange die Dgln. (5) verwenden, bis der Betrag vy der

Rutschgeschwindigkeit unter einen sehr kleinen Wert (z. B. 10~° m/s) gefallen ist.

e Dann wird die (sehr kleine) Rutschgeschwindigkeit gleich Null gesetzt und das Losungs-
verfahren arbeitet solange mit den Dgln. fiir reines Rollen, bis die Haftkraft den maximal

moglichen Wert f, N iiberschreitet.

e Sodann wird dem tiefsten Punkt der Miinze eine Geschwindigkeit in die entgegengesetzte

Richtung der letzten Haftkraft gegeben mit einem kleinen Betrag (z. B. 107> m/s). Das

Verfahren rechnet jetzt wieder mit den Dgln. (5) weiter usw.

Diese erste Moglichkeit ist aufwendig und natiirlich nicht ganz exakt.

2-te Moglichkeit: Im Maschinenbau werden oft kombinierte Reibungsansiitze verwendet,

die einen stetigen Ubergang zwischen Rollen und Rutschen beschreiben. Denkbar ist z. B. der
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Die runde Klammer liefert einen stetigen Ubergang zwischen einem Maximum, das

R=-|f+

der Haftreibungszahl f; nahe kommt, und der Gleitreibungszahl f. Der Bruch am En-
de verhindert Divisionen durch Null und sorgt fiir einen stetigen Ubergang der Rei-
bungskraft beim Vorzeichenwechsel des Geschwindigkeitsvektors vy . In Abb. 3 wird
R in Abhiéngigkeit vom Geschwindigkeitsbetrag v dargestellt. Beachte, dass sich die
Reibungskraft R bei sehr kleinen Rutschgeschwindigkeiten vk bei kleinsten Verschie-
bungen von vg extrem stark dndert. Diese hohe Empfindlichkeit des kombinierten
Reibungsansatzes erschwert numerische Berechnungen der Dgln. erheblich.

Der Ansatz in Gl. (7) ersetzt die reine Rollbewegung mit vg =0 durch eine Gleitbewegung

mit sehr kleiner Rutschgeschwindigkeit v¢ < 0,4 mm/s.

Die Bewegung der auf weichem Boden rutschenden und rollenden Miinze kann vollstdndig mit

den Dgln. (5) berechnet werden, wenn man in diesen Dgln. den Term
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ersetzt. Das Programm MECHANICUS arbeitet mit dieser einfacheren Moglichkeit.

Hinweis: Die Zusatzfunktion ,,Reibungskraft / Normalkraft* wird bei der numerischen Losung

der Dgln. gleich Null gesetzt, wenn die Normalkraft D sgy4., Null ist.

Animation

Die Bewegungsgln. (5a) bis (5f) gelten fiir eine unendlich diinne Miinze. Bei der Animation
hingegen wird eine Miinze mit einer endlichen Dicke gezeichnet. Folglich bewegt sich bei der
Animation eine kleine Ecke der Miinze unter dem Boden.

Die bei der MatLab-Animation auf den Boden gezeichnete Kurve ist die vertikale Projektion

Reibungskraft

Abb. 3 Die Kurven zeigen den kombinierten Haftreibungs-Gleitreibungs-Ansatz
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fiir Betrdge der Rutschgeschwindigkeit im Intervall 0 < vg < 2 mm/s. Folgende Pa-
rameter wurden gewéhlt:

R=|f+

f=0.6 fo=038 Normalkraft N =10 N

_1g-4m g5 m o
ver =10 ;. (blaue Kurve) bzw. Ver =10 ; (eriine Kurve)



des tiefsten Punktes der Miinze auf den Boden. Bei Bodenkontakt ist die Kurve folglich die
Spur der Miinze auf dem Boden.

Literatur

Literatur ist nicht bekannt. Eine auf festemm Boden ohne Schlupf rollende Miinze wird unter-

sucht in: F. Kuypers, Klassische Mechanik, Wiley-VCH-Verlag, 9-te Auflage, Aufgabe
12-18.



