Toastbrot an der Tischkante

L 494 Rad Tumbling toast
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Abb. 1 Momentaufnahme einer POV-Ray-Animation.

Ein Toastbrot mit dem anfinglichen Uberhang s(0) =2 cm kippt iiber eine Tischkante. Die 5
Kurven sind der Kippwinkel o(f) und seine Winkelgeschwindigkeit &(z), der Uberhang s(r),
die Schwerpunkthéhe yq(f) und die Normalkraft N(¢) des Tisches auf das Toastbrot. Wenn das

Brot vom Tisch abhebt, dann enden die 3. und 5. Kurve und das Brot fillt reibungsfrei zu Boden.

Hier soll die bekannte Frage untersucht werden, ob ein Toastbrot mit Linge / und Breite b,
das uiber die Tischkante rutscht, mit der Butterseite nach oben oder nach unten auf den Ful3-
boden fillt. Die Tischkante hat die Hohe £ iiber dem FuBBboden.

Differentialgin.

Nach Abb. 3 wird der Ortsvektor rg des Schwerpunktes S durch den Kippwinkel o und den
Uberhang s wie folgt beschrieben:
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E . . b .
folgt: rS:ses+socea+Eoces
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Der Term 2 s . e, ist die Coriolisbeschleunigung.

Fir ein an der Tischkante rutschendes Toastbrot (s>0) ergeben sich mit GI. (1) der
Schwerpunktsatz und der Drehimpulssatz:

.. . b .. .
g : m(s—soc2+aoc)=—FR + m g sinQ 2)
\4 : m(sd+2$‘dc+§(x2) =—N+mgcosa fiir das rutschende Toastbrot 3)
X ..
S . Isoc:Ns+FR§ )

Dabei ist N die Normalkraft und

F die Reibungskraft der Tischkan-
te auf das Brot. /

Wir erwarten aufgrund unserer Er- o

fahrung, dass das Brot am Anfang S\ \ Tisch

der Bewegung ohne Rutschen an der
Tischkante kippen kann (s=0) und K/ N\
dass es spiter die Tischkante herun- b

ter rutscht (s> 0).

Der Wechsel zwischen Kippen und Abb. 2 Das Toastbrot mit Linge / und Breite b kippt iiber

Rutschen kann durch einen — im Ma- die Tischkante. Der Kippwinkel o und der Uberhang s des

. ey e .. Schwerpunktes beschreiben die Bewegung.
schinenbau iiblichen — kombinierten P gane

. . Der Einfachheit wegen wird nur die Bewegung untersucht,
Reibungsansatz beschrieben wer- _ . ,
bei der die langen Seiten des Toastbrotes parallel bzw.

den, der einen stetigen Ubergang senkrecht zur Tischkante sind.
zwischen Kippen und Rutschen
formuliert. Denkbar ist z. B. folgen-

der kombinierter Reibungsansatz:
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Abb. 3 Die Vektoren e ,e, sind die korperfesten Basisvektoren. Die Lage des Schwer-

punktes S wird durch die Koordinaten s, o beschrieben.

Fr = fer N ()

mit der ,,effektiven Reibungszahl*
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In Abb. 4 wird Fy in Abhéngigkeit von der Reibgeschwindigkeit s dargestellt. Beachte, dass

Sese = f + (6)

die Reibungskraft Fp bei sehr kleinen Geschwindigkeiten s duflerst empfindlich von s ab-
hingt.

Die effektive Reibungszahl f. liefert einen stetigen Ubergang zwischen der Gleitreibungs-
zahl f und einem Maximum, das fiir kleine Rutschgeschwindigkeiten s der Haftreibungszahl
fo nahe kommt. Der hintere Quotient in GI. (6) ldsst die Reibungskraft fiir s — 0 gegen Null
gehen und liefert Fr(s=0) = 0.

Bei fallender Reibgeschwindigkeit s steigt die Reibungskraft stetig gegen f, N an — in guter
Ubereinstimmung mit Messungen. Der kombinierte Reibungsansatz ersetzt Haftung durch
Gleiten mit kleiner Gleitgeschwindigkeit s < 0,4 mm/s. Aus dieser angendherten Haftung
kann sich das Toastbrot nur ,,befreien”, wenn die Reibungskraft den Wert f, N libersteigt
(Siehe die Kurve s(t) zweite Zeile rechts in Abb. 5).
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Die Bewegung des Toastbrotes an der Tischkante kann vollstindig mit den drei Dgln. (2/3/4)

und dem Reibungsansatz (5/6) beschrieben werden. Die drei Dgln. enthalten die drei unbe-
kannten Funktionen s, o, N .

Wir 16sen GI. (4) nach N auf

N:L“b (7)
s+ fetr =
4t

Hinweis: Fiir den Anfangswert s(0) =0 machen die Normalkraft N und die Reibungskraft Fi beim ersten

numerischen Zeitschritt kleine Spriinge, da sich s(#) und damit auch f.; im ersten numerischen Zeitintervall
ebenfalls sprunghaft dndern.

Wir setzen N in die Dgl. (3) ein:

m(soc+2s0c+§oczj = —S—a+mgcosoc

S+feff5

Reibungskraft

Abb. 4 Die Kurven zeigen die kombinierte Haftreibungs-Gleitreibungs-Kraft

fo—f s
Fr=f N=|f+ > . .2N
1+106[s) 52 \/Vgr”
m

fiir Betrdge der Rutschgeschwindigkeit im Intervall 0 < § < 2 mm/s und fiir

f=06 fo =038 Normalkraft N = 10N

Vor = 1074 % (blaue Kurve)  bzw. v, =107 % (griine Kurve)



Daraus folgt die erste explizite Dgl.:

.. b
gcosoc—Zsoc—Eoc2

6 = (8)
s + Is

m(s‘*‘feff ZZJJ

Fiir die numerische Losung muss die zweite Dgl. nicht mehr explizit aufgelost werden. Aus
Gl. (2) folgt:

o + gsino 9)

Die Parameter m und Ig kommen nur in der Kombination Ig/m vor. Dies ist auch plausibel, da die Lange

des Brotes parallel zur Tischkante keine Rolle spielt.

Es gilt
b .

Xg =—sc0s0c—§s1n0c (10a)
) ) oo b .

= Xg =—scosoc+socsmoc—50ccos(x (10b)

. ) b

sowie g =—ssm0c+acosa+h (11a)
. .. . b . .

= Vs =—ss1n0c—soccosoc—50csmoc (11b)

2
= x§+y§=s2+52a2+7a2+bsa

Die Energie des rutschenden Toastbrotes betrdgt daher

2
E=3a2+"] 524 s2+b— a’ +bsa -mg ssinoc—écosoc+é (12)
2 2 4 2 2

Die numerische Losung der Dgln. (8/9) wird von MECHANICUS — mit event-functions — au-
tomatisch beendet, wenn der Uberhang s die halbe Liinge 1/2 des Toastbrotes erreicht oder

wenn die Normalkraft N kleiner oder gleich Null wird.
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Anschlieend schaltet das Programm MECHANICUS automatisch auf den freien Fall um mit
sechs Anfangsbedingungen fiir o,0 , xg,Xg , Yg,Ys. Beim freien Fall wird die Luftreibung
vernachldssigt.

Die numerische Berechung des freien Falls wird von MECHANICUS automatisch beendet,
wenn eine Ecke des Toastbrotes auf den Boden trifft, wenn also eine der folgenden vier Be-
dingungen erfiillt ist:

b [ . b [ .
Yg — —cost — —sina =0 oder yg + —coso — —sino =0 (13a/b)
2 2 2 2
b [ . b [ .
oder yg——cosa+—sinot=0 oder yg +—cosa+ —sinot =0 (13c/d)
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Abb. 5 Ein Toastbrot kippt von einem 76 cm hohen Tisch. Die ersten 75 ms kippt das Brot ohne Rutschen
(s =0); danach rutscht das Toastbrot (s> 0) und hebt zur Zeit 7 =121 ms vom Tisch ab; hier enden die Kur-
ven s(1), s(r), Fx(f) . Zur Zeit t = 464 ms beriihrt das Brot mit dem Winkel o = 4,91 rad = 281° erstmals den

Boden und bleibt danach mit der Butterseite nach oben liegen.
Die Anfangsbedingungen und Parameter lauten:
(X():dO:O S0=1,20m S.‘O=0

m=30g [=10,2 cm b=13cm h=76cm =024 Jo =032
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Abb. 6 Die fiinf Berechnungen haben dieselben Anfangsbedingungen und Parameter wie die vorange-

hende Abb. 5 — mit einer Ausnahme: Der anfingliche Uberhang s, betrigt 5,10,15,20,30 mm .

Wie erwartet werden mit einem wachsenden anfiinglichen Uberhang s, die Normalkraft Fy, der Ener-

gieverlust und die Zeit bis zum Bodenkontakt kleiner.
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Abb. 7 Hier wird das erste Fenster in Abb. 6 im Zeitintervall [0,3s, 0,52s] vergroBert dargestellt. Der

Winkel betridgt beim ersten Bodenkontakt:

S = Smm
5o =10mm
5o =15mm
5o =20 mm
5o =30mm

Qg = 4,16 Rad = 238° = Butterseite unten
Ogpg = 479Rad = 274° = Butterseite oben
Oppg = 4,98 Rad = 285° = Butterseite oben
Ogng = 4.94Rad = 283° = Butterseite oben
Ogpg = 4,060Rad = 263° = Butterseite unten

Diese Ergebnisse stimmen mit den experimentell ermittelten Angaben in [1] gut {iberein.



Der Kippwinkel beim ersten Bodenkontakt sei (g4, Der Einfachheit halber nehmen wir

an, dass das Toastbrot mit der Butterseite nach unten liegen bleibt, wenn gilt

90° < Olgogen < 270° (14)

Andernfalls kommt das Brot mit der Butterseite nach oben zu liegen.

Experimente

In der Veroffentlichung [1] werden die Ergebnisse von Experimenten und von numerischen
Berechnungen beschrieben. Aus Griinden der Reproduzierbarkeit der Versuche wurde das
Toastbrot durch einen Holzquader ersetzt. Fiir Toastbrot und Holzquader wurden folgende
Haftreibungszahlen ermittelt:

Toastbrot auf flachem Tisch und an der Tischkante:

félaCh ~ 0,58 f(I)(ante ~ 0,62

Holzquader auf flachem Tisch und an der Tischkante:

foﬂach ~ 0,40 fOKante ~ 0’32

Der Holzquader hat an der Tischkante eine kleinere Haftreibungszahl f, als auf dem flachen
Tisch. Beim Toastbrot ist es umgekehrt — vielleicht, weil das Brot an der Tischkante leicht

eingedriickt wird.

Die Gleitreibungszahl fiir den Holzquader an der Tischkante wurde zu
f Kante ~ O 2 4

gemessen.

In den vorangehenden Abbn. wurden die Kurven mit den Reibungszahlen 0,32 und 0,24 und
mit den anderen Parametern aus [1] berechnet; die Tischhohe betrigt stets 76 cm. Wie in der

Veroffentlichung wurde nur der anfingliche Uberhang s, variiert.

Die in [1] gemessenen Ergebnisse stimmen iiberraschend gut mit den hier gemachten numeri-
schen Berechnungen iiberein — trotz der Einfachheit des Reibungsansatzes. Gemessene und
numerisch berechnete Winkelgeschwindigkeiten & beim freien Flug unterscheiden sich

hochstens um 5%.
Laut Messungen landet die Butterseite oben fiir
8 mm < sy < 30 mm
Fiir groBere und kleinere anfingliche Uberhiinge s, landet das Brot auf der Butterseite.

Nach unseren numerischen Berechnungen landet die Butterseite oben fiir




10 mm < s < 26 mm
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