Springende und rutschende Kugel
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Abb. 1 Eine homogene Kugel rollt oder rutscht mit Coulombscher Gleitrei-
bungskraft iiber den weichen Boden. Auch Spriinge in die Luft sind erlaubt.

Eine homogene Kugel mit Masse m, Radius r und Trigheitsmoment / rollt ohne Schlupf oder

rutscht mit Coulombscher Reibungskraft iiber einen weichen Boden oder springt in die Luft.

Die Luft verursacht eine laminare, d. h. geschwindigkeitsproportionale Luftreibungskraft
Ryt = —¢vg mit vg = Schwerpunktgeschwindigkeit

Wenn man die Kugel mit Drall senkrecht zu Boden fallen ldsst, so springt sie wegen der Cou-

lombschen Reibungskraft seitlich weg.

Bei der numerischen Losung der Dgln. wird zusétzlich eine sog. Bewegungsphase berechnet.
Die Bewegungsphase kann nur zwei diskrete Werte annehmen:

Bewegungsphase =1 <« Die Kugel fliegt in der Luft

Bewegungsphase =2 < Die Kugel beriihrt den Boden

Als generalisierte Koordinaten werden die Eulerwinkel ¢, ¥,y und die Schwerpunktkoordi-

naten xg, yg,zg verwendet.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Haften und Gleiten auf dem Boden konnen néherungsweise durch die Gln.

_ Vk .
__va_ mit f < f, (1)
K

RS = fy N und R

Haft Rutsch

beschrieben werden. Dabei sind

¢ fund f, Gleit- und Haftreibungszahl zwischen Kugel und Boden
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* N =m(g+ zg) = D s die Normalkraft der Kugel auf den Boden

¢ D die Federkonstante des weichen Bodens, s die Stauchung des weichen Bodens

® v die Geschwindigkeit, mit der der tiefste Punkt der Kugel iiber den Boden rutscht.

Wegen der Unstetigkeit beim Wechsel Gleiten <> Haften ist die numerische Losung der
Dgln. schwierig. Daher werden im Maschinenbau oft kombinierte Reibungsansitze ver-

wendet, die einen stetigen Ubergang zwischen Rollen und Rutschen beschreiben. Denkbar ist

z. B.

der Ansatz
- \4
R(vg)=-|f+ fo fz N K2 = (2a)
1+ 106(;j vy 2 \/10—8(:1) b v
= _fkomb.(vK) VK (2b)

Die runde Klammer in Gl. (2a) liefert einen stetigen Ubergang zwischen einem Maximum,
das der Haftreibungszahl f, nahe kommt, und der Gleitreibungszahl f. Der Bruch am Ende
verhindert Divisionen durch Null und sorgt fiir einen stetigen Ubergang der Reibungskraft
beim Vorzeichenwechsel von vy . In Abb. 2 wird R in Abhéngigkeit vom Geschwindigkeits-

Reibungskraft

Abb. 2 Die Kurven zeigen den kombinierten Haftreibungs-Gleitreibungs-Ansatz

Jo—f VK

R(VK) =|f+

N
2 2 2
1+ 106(Sj vE | N Ve Tk
m

fiir Betrdge der Rutschgeschwindigkeit im Intervall 0 < vg <2 mm/s. Folgende Pa-
rameter wurden gewéhlt:

f=0.6 fo=0.8 Normalkraft N =10 N

_1g-4m g5 m o
ver =10 ;. (blaue Kurve) bzw. Ver =10 ; (eriine Kurve)
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betrag vk dargestellt. Beachte, dass sich die Reibungskraft R bei sehr kleinen Rutschge-
schwindigkeiten v bei kleinsten Verschiebungen von vi extrem stark éndert. Diese hohe
Empfindlichkeit des kombinierten Reibungsansatzes macht numerische Berechnungen der
Dgln. schwierig und anspruchsvoll.

Der Ansatz in Gl. (2) ersetzt das Haften mit vg = 0 durch eine Gleitbewegung mit sehr klei-
ner Rutschgeschwindigkeit vig < 0,4 mm/s .

Die Dgln. lauten:
Ly: @+ ycostd — 9 sind = 0

f komb 7

Lﬁ:i§+('p\i!sinﬁ+ (r{?)—fcssin(p+j)scos(p)=0

Ly:y + @cos® — ¢ Osind + fkoisinﬁ(rsinﬁ\u + Xg COSQ + yg sin(p) =0
o Sromw. T . - c .
Ly :xg+ [xs + r(\u sin® cos @ — ﬁsm(p)} + —xg =0
m m
Skomb. [ . ( S N ) c .
Ly :ys+ [ys+r Y sinY sin@ + cos(p}+;ys =0

. D .
LZSIZS+g+%(I’—ZS)®(I’—ZS) + %zs =0

1firx=>0

Die Theta-Funktion ist wie folgt definiert: @(x) = {
0 sonst
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