Schwere Achse

Abb. 1 Die schwere Achse wird durch zwei Riader ohne Schlupf und ohne Energieverlust tiber eine schiefe Ebe-
ne gefiihrt. Alle 50 ms werden blaue Farbtropfchen aus der Mitte der Achse senkrecht auf die schiefe Ebene

gespritzt. Die blau punktierte Kurve beschreibt also die Bewegung des Mittelpunktes der schweren Achse.

Zusitzlich markieren dunkle Schmutzpartikel die Spur der beiden Réder.

Eine schwere Achse mit Masse und Trig-
heitsmoment, wird von zwei masselosen
Ridern ohne Reibungsverluste und ohne
Schlupf auf der schiefen x,y-Ebene ge-
fiihrt, die in y-Richtung mit wachsendem y
ansteigt. Die schwere Achse dreht sich nur
um die z-Achse, die senkrecht auf der
schiefen Ebene steht. Masse und Trdig-
heitsmoment der Rdider werden vernach-
ldssigt.

Vor numerischen Berechnungen muss als
Parameter nur der Steigungswinkel o der
schiefen Ebene eingegeben werden. Die
anderen Parameter wie Masse, Linge und
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Abb. 2 Die Bewegung der schweren Achse wird
durch die Schwerpunktkoordinaten x,y und den
Winkel ¢ beschrieben.



Triagheitsmoment der Achse kommen in den Differentialgln. nicht vor.

Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)

Fiir masselose Rader werden die linearen Dgln. im Lehrbuch Klassische Mechanik von Fried-
helm Kuypers, Wiley-VCH-Verlag, 9-te Auflage, Beispiel 9.1-3 aufgestellt. In Aufgabe 9-13
werden die linearen Dgln. fiir massive Réider aufgestellt.

Besonderheiten des Systems

Die linearen Dgln. lassen sich relativ einfach l6sen. Fiir die Anfangsbedingungen
e0) =0  ¢0) =w=0
x(0) = x(0) = y(0) =0 y(0) =y,

lautet die Bahnkurve bei masselosen Rddern (mit @ := ¢ =const):

........... x(t) = 3% 5 1 —sinon ] + 22 [cos@r) — 1] (1)
4o ®
gsino Yo .

........... y(@) = e [cos(20t) — 1]+ EO sin(®1) (2)

Achse 4 - Volle Schleifen

Achse 3 - Spitze Schleifen

Abb. 3 Zwei Bewegungen yg(xg)des Schwerpunktes S. Parameter und Anfangsbedingungen lauten

oben : o = 042062 Rad 0o =1-10"°Rad ¢ = 1384 Jo = —6%
S

unten : o = 0,42062 Rad Py =1- 10™° Rad Qg = IR—ad Yo = —2%
s



Fir Anfangsbedingungen @(0) = @ # 0 lduft der Schwerpunkt S des Wagens wider Erwarten
nicht den Hang hinab, sondern auf einer Schleifenbahn quer zum Hang (siehe Abb. 3).

Hinweis: Der Sonderfall ® =0 kann durch zweimalige Anwendung der L’Hospitalschen Regel berechnet wer-

den. Hier erhélt man fiir die genannten Anfangsbedingungen erwartungsgemif

x(t) =0 y(t) = — g sina 12/2.

Mit dem Energieerhaltungssatz lassen sich die Bewegungen der schweren Achse leicht erkla-
ren:

¢ Da auf die Achse kein Drehmoment ausgeiibt wird, ist die Winkelgeschwindigkeit ¢ der
Achse konstant. Folglich lauft die Achse jeweils gleich lange Zeiten nach links und nach
rechts. Wenn sie — fiir die Anfangsbedingung @(z =0) > 0 — nach rechts l4uft, so hat sie ei-
ne kleinere potentielle Energie und daher eine groBere kinetische Energie als wenn sie nach
links lduft. Daher bewegt sich die Achse im zeitlichen Mittel quer zum Hang in x-Richtung.

e Wir betrachten zwei kleine, aber gleich grofle Zeitintervalle dt, in denen der Wagen auf
gleicher Hohe (also mit gleicher y-Komponente) einmal bergan und einmal bergab fihrt. In
beiden Zeitintervalle ist die kinetische Energie gleich grof3, so dass in beiden Zeitintervallen
gleiche Strecken zuriickgelegt werden. Im zeitlichen Mittel fahrt die Achse daher nicht den
Hang hinab, sondern bleibt im zeitlichen Mittel auf gleicher Hohe.

Fiir nicht verschwindende Winkelgeschwindigkeiten @, # 0 gibt es zwei verschiedene Be-

wegungsformen:

1) Fiir geniigend hohe Anfangsgeschwindigkeiten hat die Achse soviel kinetische Energie,
dass sie nicht stehen bleibt und glatte Schleifen durchfihrt (siehe die obere Kurve in Abb. 3
und die blau punktierte Kurve in Abb. 1).

2) Fiir kleine Anfangsgeschwindigkeiten hat die Achse nur geringe kinetische Energie, so
dass sie beim Hochlaufen auf der geneigten Ebene stehen bleibt und danach ein kurzes Stiick
riickwirts weiterlauft (siehe die untere Kurve in Abb. 3).

Massive Rader

Auch bei massiven Réidern ergeben sich die gleichen schleifenartigen Kurven. Man muss in
den Gln. (1) und (2) lediglich den Term g sin & ersetzen durch
g sino
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mit mges = MAchse +2 MRad

und I3 = Trigheitsmoment eines Rades fiir Drehungen um seine Symmetrieachse.

Demnach dndern die Tridgheit der Rider einerseits und die Verringerung des Steigungswin-
kels o andererseits die Funktionen x(¢), y(#) in gleicher Weise.
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