Lotka-Volterra-Populationsmodell

Die italienischen Mathematiker Lotka und Volterra haben 1925 und 1926 unabhéngig vonein-
ander zwei einfache gekoppelte Dgln. aufgestellt, die die Population (Anzahl der Lebewesen)
von Réubern (z. B. Fiichsen) und ihren Beutetieren (z. B. Hasen) beschreiben sollen. Die
Populationen werden hier nicht als diskrete, sondern als reelle GréBen angesehen.

Die Differentialgln. (kurz Dgln.) von Lotka und Volterra fiir die Populationen r(¢) der Réuber
und b(¢) der Beutetiere lauten

F=-oy(1=-Bb)r

; i . , B1, 0
b= vay(—Pyr)b } mit oy, 0y, B,By > (D

Die Dgln. beruhen auf zwei sehr einfachen Annahmen:
o Die Geburtenrate der Riuber steigt mit wachsender Beutepopulation.

¢ Die Geburtenrate der Beutetiere féllt mit wachsender Rauberpopulation.

Die Hypothese, dass die Wachstumsraten vom Produkt b r der Populationen abhingt, ent-
spricht dem Massenwirkungsgesetz der Chemie, wonach die Reaktionsgeschwindigkeit pro-
portional ist zum Produkt der Molekiilkonzentrationen der beteiligten Partner.

Die Dgln. sind trotz ihrer einfachen Form nicht analytisch losbar, so dass sich »(¢) und b(¢)
nur numerisch berechnen lassen.
Mathematisch lassen sich folgende Aussagen relativ einfach beweisen:

e Man kann r(b) iiberraschend leicht ermitteln. (Das Ergebnis ist aber uniibersichtlich und
wird hauptsichlich fiir weitere mathematische Beweise verwendet.)

e Der Punkt
ist ein instabiler Gleichgewichts- oder Fixpunkt (Sattelpunkt), der aber nicht weiter interes-

siert.

e Der Punkt

m=l p= L (2alb)

ist ein stabiler Gleichgewichtspunkt, ein sog. “elliptischer Fixpunkt* oder ,,Wirbel*.




Rauber Feit ZFeit
3.3 : B d
1.2
2.3
1.0
P
]
] 3
m
1.7 tlo.s ;
1] 5
Pk
¥ B
&
e
Do
T
0.9 0.6
0.1 0.4

Abb. 1 Réuber- und Beutepopulationen nach Lotka und Volterra. Die sechs Kurven in
der linken Bildhélfte werden im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen und zeigen b(r). Der ellip-
tische Fixpunkt hat die Koordinaten r, = 0,5 und b, = 1. Fiir die innerste der sechs Kur-
ven werden in der rechten Bildhélfte oben die Beutepopulation b(7) und unten die Réuberpo-
pulation r(f) dargestellt. Die Rauberpopulation eilt der Beutepopulation um 90° nach.
Die Parameter der numerischen Berechnung lauten fiir alle Kurven

o =1 By =1 o, =1 By =2

¢ Die Kurven b(r) sind geschlossene Kurven und umlaufen den elliptischen Fixpunkt. We-
gen der Geschlossenheit der Kurven sind die Populationen periodische Funktionen der
Zeit.

¢ Die zeitlichen Mittelwerte der beiden Populationen stimmen mit den Koordinaten des ellip-
tischen Fixpunktes in Gl. (2) iiberein.

Die numerischen Losungen zeigen, dass die Riuberpopulation der Beutepopulation um
90% nacheilt. Dies ist biologisch einsichtig.

Schwichen des Modells

Insgesamt sehen wir, dass das einfache Lotka-Volterra-Modell einige plausible Ergebnisse hat
und einzelne Beobachtungen — wie z. B. periodische Schwankungen der Populationen — erkl&-
ren kann.
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Es ist aber zu betonen, dass die in der Natur beobachteten Fluktuationen meistens so unregelmaflig und

so schwer interpretierbar sind, dass sie den Namen ,,Populationszyklen* im Grunde nicht verdienen.

Trotzdem ist das Lotka-Volterra-Modell nur sehr grob und hat zahlreiche Schwachstellen, von
denen wir einige nennen:

Bei fehlenden Réubern steigt die Beutepopulation ohne Grenzen exponentiell an.

Die zeitliche Anderung der Beutepopulation enthilt einen Term, der nicht nur proportional
ist zur Zahl der Réuber, sondern auch proportional zur Zahl der Beutetiere. Daher ist laut
Modell die Nahrungsaufnahme eines einzelnen Réubers proportional zur Beutepopulation.
Die Nahrungsaufnahme eines einzelnen Ré&ubers hat aber einen Sittigungspunkt, dessen
Uberschreitung durch lingere Fresszeiten, zunehmende Ruhepausen und durch lingeres
Désen in der Sonne unterbunden wird. Das Lotka-Volterra-Modell unterstellt, dass ein Ja-
ger nach jedem Fang sofort mit dem nichsten Beutezug beginnt.

Die Reproduktionsrate hdngt nicht vom Alter der Tiere ab.

Das Modell kann keine ,,Einschwingungen® beschreiben. Die Lésungen nehmen sofort den
quasistationdren, periodischen Endverlauf an.

Weitere konkurrierende Populationen kommen nicht vor.

Schwankungen der Umweltbedingungen, Stress infolge Uberbevolkerung, Massenauswan-
derungen, genetische Verdnderungen usw. werden nicht berticksichtigt.
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