Zwei gekoppelte Oszillatoren

=T | =—— [ == = =
Two coupled oszillators
mi1=m2=1 kg
D1=D3=100 N/m D2=62.5 N/m _

c1=c2=0 ¢3=2 kg/s §

A1

0.50m o

-0.50 m -+

Az |

0.50m <

-0.50 m

Friedhelm Kuypers | | [ [ [
Regensburg 7.5/8 10/8 12.5/s 15/s 17.5/s

Abb. 1 Bei der POV-Ray-Animation ,,Von Normalschwingungen zu Resonanzkurven...avi
werden zuerst die zwei Normalschwingungen fiir die Parameter (siche Abb. 2)

N N
m1=m2=1kg D1=D3:100; D2:62,5; 61:C2:C3:0

gezeigt. Die gleich- und die gegenphasige Schwingung haben die Eigenfrequenzen
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Nach dem Einbringen von drei weiteren Schwingern sollte die Animation kurz gestoppt werden
um zu iiberlegen, wie die Resonanzkurven der beiden Massen in Anbetracht der zwei zuvor ge-
zeigten Eigenschwingungen aussehen konnten. Danach kann die Animation mit fiinf erzwunge-
nen Schwingungen weiter laufen — mit ¢ =2 kg/s.

Erwartungsgemif sind die die roten Resonanzkurven A;(Q) und A, () der beiden Massen bei

den zwei Eigenfrequenzen der beiden Normalschwingungen maximal.

Hinweis: Die fiinf Erregerfrequenzen Q der auf und ab laufenden Kolben werden unten geschrieben. Der

Déampfer zwischen unterer Masse und Boden wird nicht dargestellt.
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Abb. 2 Zwei lineare, gekoppelte Oszillatoren mit geschwindigkeitsproportionalen Reibungskriften.

Zwei gekoppelte, gedimpfte, harmonische Oszillatoren hingen an der Decke, die harmonisch

auf und ab bewegt werden kann. Der untere Oszillator ist mit einem festen Boden verbunden.
Differentialgln. (abgekiirzt Dgln.)
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Besonderheiten des Systems

1) Eigenschwingungen: Fiir ungeddmpfte identische Oszillatoren, d. h. fiir m; =m, und
D, = D5 hat das System offensichtlich folgende zwei Eigenschwingungen:

— Gleichsinnige Schwingung x(f) = x,(¢) mit der Eigenfrequenz

D, D5
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— Gegensinnige Schwingung x;(f) = — x,(#) mit der Eigenfrequenz

D,+2D,
Woeg = m,

2) Schwebungen: Bei geeigneten Anfangsbedingungen, ruhender Decke, verschwindenden
Reibungen und schwacher Kopplung fiihren die beiden Oszillatoren Schwebungen durch
(Siehe Abb. 3). Dabei wandert die Energie stindig zwischen beiden Oszillatoren hin und her.



Abb. 3 Die beiden schwach gekoppelten Oszillatoren fithren Schwebungen durch. Fol-

gende Anfangsbedingungen und Parameter wurden fiir die Kurven gewéhlt:

x0)=1m  x,(0) =0 %(0) = %,(0) =0

N N

A, =0

3) Von groBer Bedeutung fiir den Maschinenbau ist die
Schwingungstilgung. Schwingungstilgungen sind in
erster Linie wichtig bei weit gespannten Bauwerken —
Briicken, groBe Treppen, Stadiondédchern, .... — und
bei hohen, schlanken Bauwerken — Wolkenkratzern,
Schornsteinen, Fernsehtiirmen .... Die Schwingungen
haben meist kleine Eigenddmpfungen und konnen mit
Schwingungstilgern wirksam reduziert werden.

Wir betrachten das System in Abb. 4. Bei bewegter
Decke bewegt sich der obere Oszillator mit Masse my,
und Federkonstante D; nach Beendigung der Ein-
schwingung nur wenig, wenn die Didmpfer schwach
sind und wenn

Q= [Dy/m = [Dy/my
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Abb. 4 Fir geeignete Parameter
wird die Schwingung der oberen

Masse m, stark getilgt.



Extinction of oszillation

m1=1.0 kg k1 =100 N/m
cl1=18kg/s A=0.13m

m2 = 0.5 kg k2 = 50 N/m
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Abb. 5 Bei der POV-Ray-Animation ,,Von einer Resonanzkurve zur Schwingungstilgung....avi

werden zuerst die angeregten Schwingungen eines einzelnen Oszillators mit den Parametern
m; =1kg Dy =k, =100 N/m c; =18kg/s A=0,13m

gezeigt; die Resonanzkurve wird hier griin dargestellt. AnschlieBend werden unten sechs weitere Os-

zillatoren angehiingt mit den Parametern
m2=0,5kg D2=k2=50N/m C2:1,0kg/s

Beachte, dass gilt
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An dieser Stelle — also noch vor dem folgenden Einbringen der roten Resonanzkurven — sollte die
Animation kurz gestoppt werden, um zu iiberlegen, mit welchen Phasen die beiden gekoppelten Oszil-
latoren, die mit der Frequenz Q =10/s angetriebenen werden, schwingen. Warum schwingt die unte-
re Masse m, im Gegentakt zum Kolben? Warum ist hier eine Schwingungstilgung der Bewegung der
Masse m,; zu erwarten?

Danach kann die Animation fortgesetzt werden. Hinweis: Bei der Animation sind die Parameter
D5 = c3 =0, so dass die DgIn. der gekoppelten Oszillatoren lauten:

my Xl +(C1 +C2)).C1 +(D1 +D2)x1 = DlASin(Q t)+C1AQCOS(Qt)+D2 X9 +C2 5(2

m256'2+02562+D2x2=D2x1+025€2 D3=C3=0



5

gilt, wenn also die Decke ungefihr mit den nahezu gleichen Eigenfrequenzen der beiden Os-
zillatoren schwingt. In diesem Fall ist sowohl die Phasenverschiebung zwischen den Bewe-
gungen der Decke und der oberen Masse als auch die Phasenverschiebung zwischen den Be-
wegungen der beiden Massen jeweils nahezu 90°.

Daher schwingt der untere Oszillator ungefihr im Gegentakt zur Decke. Rechnungen zeigen,
dass fiir die untere Schwingungsamplitude A, niherungsweise gilt:

Daher iiben die Decke und der untere Oszillator in etwa entgegengesetzt gleich grofle Feder-
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Abb. 6 Nach einer Einschwingung von etwa 10 Sekunden schwingt der obere Oszillator
mit einer kleinen Amplitude von etwa 8 cm. Der untere Oszillator hingegen schwingt mit
der groBen Amplitude der Decke ungefihr im Gegentakt zur Decke, so dass sich die bei-
den Federkrifte auf die obere Masse fast gegenseitig autheben.

Beachte, dass die beiden Kurven im unteren Fenster nur fiir die letzten 4 Sekunden der Bewegung,
also nur im Zeitintervall [12s,16s] gezeichnet wurden.

Folgende Anfangsbedingungen und Parameter wurden fiir die Kurven gewéhlt:

2(0) = x,(0) =0 £,(0) = ,(0) =0
m1=m2=1kg D1:D2:100% 61:2_ C'2:O,8g
S
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krifte auf die obere Masse m; aus. Folglich bewegt sich die obere Masse kaum; die untere
Masse wirkt als Schwingungstilger (Siehe Abb. 5 und 6).

Je stirker die unteren beiden StoBddmpferkonstanten ¢, und c¢3 in Abb. 4 sind, desto mehr
Energie schlucken sie. Die Energiezufuhr muss von der Decke aus iiber die Bewegung der
oberen Masse m; erfolgen. Daher ist eine Schwingungstilgung nur erfolgreich, wenn die bei-
den unteren StoBddmpfer schwach sind. Auch bei Erh6hung der oberen StoBdimpferkonstante
c; wird die Schwingungstilgung geschwicht.

Leider ist eine Schwingungstilgung nur in einem kleinen Frequenzbereich moglich. Bei ande-
ren Frequenzen kann sogar eine Verstirkung der unverwiinschten Schwingung eintreten (ver-
gleiche die griinen und roten Resonanzkurven in Abb. 5).

Torsionsschwingungen, die vor allem in Verbrennungsmotoren auftreten, konnen mit sog. Torsions-
Schwingungstilgern geddmpft werden, die auf die Kurbelwelle aufgesetzt werden. Ein massiver duf3e-
rer Ring kann hier auf einem Gummiring sitzen, der die Kurbelwelle umschlief3t.

Siehe auch die Schwingungstilgung in dem in MECHANICUS eingebetteten System ,,Gleitpendel*.
Dort verdeutlicht eine POV-Ray-Animation, wie Pendel unerwiinschte, durch Erdbeben oder Wirbel-
stiirme verursachte Schwingungen von Hochbauten groBenteils tilgen kénnen.

Beachte: Die Schwingungstilgung darf nicht mit einer Schwingungsisolierung verwechselt werden.
Bei einer Schwingungsisolierung ruhen unruhige Maschinen — z. B. Dieselmotoren, Pumpen, Turbinen
.... — oder empfindliche Anlagen — z. B. Prizisions- und Priifmaschinen, Mikroskope, .... — auf elasti-
schen Lagern. Die Schwingungsisolierung ist umso wirksamer, je grofer folgendes Verhéltnis ist:

Storfrequenz Q@ ~  Q

Eigenfrequenz ® B \/ D/m

mit D = Federkonstante der elastischen Lagerung

und m = Masse des Korpers, der auf der Lagerung liegt.
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