Diskrete Fouriertransformationen

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) berechnet das Spektrum einer Variablen f; die nicht
als Funktion f(#) der Zeit, sondern in einer Wertetabelle mit Funktionswerten gegeben ist:

yie = f(ty) = f(kAr) k=1,..N
mit At = dquidistanter Zeitabstand der tabellierten Werte
und N = Zahl der Stiitzstellen, die bei einer FFT ausgewertet werden. !

In MECHANICUS ist der dquidistante Zeitabstand Ar die konstante Ausgabeschrittweite des
ode-Verfahrens, das die Dgln. numerisch 16st. (ode steht fiir ordinary differential equation.)

Beachte, dass die Zahl N der Stiitzstellen, die bei einer FFT ausgewertet werden, nicht unbe-
dingt gleich, sondern auch kleiner sein kann als die Zahl N4, der Zeitschritte, die beim Lo-
sen einer Dgl. berechnet werden: N < N4, . Mit anderen Worten: Eine FFT wertet evtl. nur
einen Teil eines numerisch berechneten Losungsvektors aus.

Multiplikation der Zahl N der verwendeten Stiitzstellen mit der konstanten Ausgabeschritt-
weite At ergibt die Dauer T des Zeitintervalls, das von der FFT ausgewertet wird:

T = N At (1)

Wir betrachten im Folgenden nur den Fall N = gerade. (Fiir ungerade N gelten die zentralen
Aussagen nahezu unverédndert.) Dann enthilt das mit der FFT ermittelte Spektrum N/2 dqui-
distante Frequenzen. Die Frequenzen des Spektrums lauten wie folgt:

2)

— n=1,..
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2 At 2
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T =N At

Nach dieser Gl. hdngen die Kleinste Frequenz 27t/ T im Spektrum und der Abstand 27/T
der dquidistanten Frequenzen nur von der Endzeit T ab und nicht von der Ausgabeschritt-
weite Ar. Daraus ergeben sich sofort zwei Regeln fiir die Wahl des Produktes 7 = N Ar : *

"Bei N Stiitzstellen ist die Zahl der Rechenoperationen in einer DFT proportional zu N 2,

Seit Mitte der sechziger Jahre kennt man sehr schnelle Algorithmen (Fast-Fourier-Transformation, kurz FFT),
die exakt dieselben Ergebnisse liefern wie die Gln. der DFT, bei denen aber der Rechenaufwand wegen der Aus-
nutzung von Symmetrien und Periodizititen nur von der Ordnung N In(N) ist. Fir N=10* wird die Be-

rechnung der Fourierkoeffizienten mit einer FFT etwa um den Faktor 10%/In10* =~ 1086 beschleunigt.
? Bereits bei der numerischen Losung der Dgl. werden die Ausgabeschrittweite A7 und iiber die GI.
Tenge = Noge At mit Tgpge = Endzeit der wirklichen Bewegung.

die maximal mogliche Zahl der Stiitzstellen festgelegt: N < N4, .




2

1) Die Zeit T = N At muss so gro} gewihlt werden, dass die kleinste Frequenz 27t/T im
berechneten Spektrum kleiner ist als die kleinste Frequenz des mechanischen Systems.

2) Die Zeit T = N At muss so gro} gewihlt werden, dass der Abstand 2 7/7T benachbarter
Frequenzen (siehe Gl. (2)) deutlich kleiner ist als der Abstand derjenigen Frequenzen des me-
chanischen Systems, die man getrennt in der DFT erkennen will.
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Abb. 1 Hier hat MECHANICUS die ungediampfte Schwingung eines linearen Oszillators der Eigenfre-
quenz ®g =4 s~! mit der Ausgabeschrittweite 0,05s numerisch berechnet. Bei den zwei anschlie3en-
den FFTn wurden einmal N = 100 und einmal N = 160 Stiitzstellen verwendet.

. . 2 2
In den zwei Spektren treten die Frequenzen ®, :=n 5_1t = n-1,257 s W, :=n 8_n = n-0,785 s
s s
. 2 - 2 -
auf. Die Frequenzen 0; = 35—7E = 3,77 s ! 05 =5 S—R = 3935 !
s s

kommen der Eigenfrequenz ®wg =4 s~! am nichsten und haben daher die grofiten Amplituden.
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Bei der DFT einer diskretisierten harmonischen Schwingung
Yi = flty) = Acos(ogkAt) mit k =1,..N

hat diejenige Frequenz

27

W, =n—

n

im berechneten Spektrum die grofite Amplitude, die der Frequenz ®; am nichsten kommit.
Die Amplituden der benachbarten Frequenzen ®,, 4 sind umso kleiner, je dichter o, bei ®
liegt. Diese Aussagen werden durch Abb. 1 bestitigt.

Umgekehrt wird nach Gl. (2) die groBite Frequenz 7 /At im Spektrum nur von der Ausgabe-
schrittweite At bestimmt und nicht von der Zeit T = N At. Die grofite Frequenz t/A¢ hat die
kleinste Periode

2T
T . =
N Y2.Y;

= 2At

Die schnellste Schwingung wird zweimal in ihrer Periode abgetastet. Folglich konnen
Schwingungen mit einer DFT nur dann erfasst werden, wenn sie mindestens zweimal in ihrer
Periode abgetastet werden.

Nun sollte man annehmen, dass Schwingungen, die weniger als zweimal pro Periode abgetas-
tet werden, im Fourierspektrum nicht auftreten. Ein solches Resultat wire nicht allzu tragisch.
Leider ist der Sachverhalt nicht so harmlos: Die Nichtbeachtung der Regel, dass jede Schwin-
gung mindestens zweimal pro Periode abgetastet werden muss, fiihrt zu einer schwerwiegen-
den Verfilschung des Spektrums. Der einfache Beweis dieser gravierenden Aussage sieht wie
folgt aus: Schwingungen mit den Frequenzen

Q)

N T
und On = Oy +2m— 3
0 0 A7 3)

haben fiir alle ganzen Zahlen m zu den Abtastzeiten k At dieselben Abtastwerte * und liefern

daher dasselbe Fourierspektrum:

cos 600+2ml k At :cos((DOkAt+2nmk) = cos(mOkAt)
At ﬁiraﬁlem

Dadurch ergeben sich fiir die Fourieranalyse der Schwingung sin(®,#) zwei Moglichkeiten:

3 . .
Beachte, dass der Unterschied zwischen den Frequenzen
A T
0‘)0 und 0‘)0 = (00 +2m—
At

der identisch abgetasteten Schwingungen ein geradzahliges Vielfaches der Maximalfrequenz w/At ist, die im
Spektrum auftritt.
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1. Moglichkeit: oy < —
oglichkei 0<%,

Die zu analysierende Schwingung sin W ¢ wird also mehr als zweimal pro Periode abgetas-
tet. Die DFT liefert ein korrektes Ergebnis. Die Frequenzen @, sind fiir alle m # 0 betrags-

miBig groBer als /At und werden daher nicht erfasst. So weit, so gut.

T
2. Moglichkeit: ®q > —
oglichkei 0> 4,

Hier wird die zu analysierende Schwingung sin 0,7 weniger als zweimal pro Periode abge-
tastet. Es gibt aber genau eine negative Zahl m derart, dass der Betrag ‘630‘ < T/ At ist. (@
kann positiv oder negativ sein.) Die nicht existente, ,niederfrequente” Schwingung
sin@yt = % sin‘(?)o‘t hat an den Stiitzstellen k At dieselben Funktionswerte wie die exis-
tierende hoherfrequente Schwingung sin ®t . Nach Vereinbarung ordnet man der Abtastung

die kleinste Frequenz zu, die mit den abgetasteten Werten vertrdglich ist.

Dies hat eine fatale Konsequenz: Anstelle der existierenden Schwingung sin ¢, die wegen
®, > T/At weniger als zweimal pro Periode abgetastet und daher nicht erfasst wird, gaukelt
die Fourieranalyse eine Schwingung sin @,z = + sin‘é)o‘t vor mit der ,kleinen* Frequenz

‘6)0‘ < ©/At und mit derselben Amplitude. Allgemein ldsst sich sagen: Das gesamte Spek-

A sin((o ol )

Abb. 2 Die Schwingung sin(®, t) wird weniger als zweimal pro Periode abgetastet. (Die Abtastungen
werden durch die dicken Punkte markiert.) Die Abtastwerte sind fiir die zwei dargestellten Schwingungen

sin (0 1)

N T 2 1
und sin(®, ) = sin| | 0y + 2m— |t = sin| | Wy, +2m—®, |t| = —sin|—wyt
@0 KO Arj} ) [(0 3(’)}? {30}

At=3T, /4 m=—

gleich groB. Die Schwingungen sin®,¢ und sin(®,f) = —sin (®,?/3) konnen bei der Abtastung nicht

unterschieden werden.

Nach Vereinbarung ordnet man der Abtastung die kleinste Frequenz zu, die mit den abgetasteten Werten
vertriglich ist. Der Betrag dieser kleinsten passenden Frequenz ist immer kleiner als 7/ A¢. In unserem
Fall wiirde die DFT nicht die Frequenz ®, sondern stattdessen die (in Wirklichkeit nicht existente) Fre-
quenz ®y/3 liefern.
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trum, das auflerhalb von w/At liegt, wird in den Bereich innerhalb von /At verschoben.

Das ,,Aliasing‘ genannte Phinomen wird in den Abb. 2 und 3a/b exemplarisch verdeutlicht.

Wir konnen nun eine zwingende und extrem wichtige Vorschrift fiir die Wahl von Ar geben:

Die Abtastperiode Ar ist unbedingt (!) so klein zu wéhlen, dass die hochste Frequenz mit
nicht-vernachléssigbaren Fourierkoeffizienten kleiner als 7t/ At ist bzw. dass die Schwingung
mit der hochsten Frequenz mehr als zweimal pro Periode abgetastet wird.

Abb. 3a Wir betrachten ein Federpendel mit den Anfangsbedingungen und Parametern
@y =0,5rad @;=0 ¢ =01m ¢£;,=0 D:1600E m=1kg [I=1m
m

Die Frequenzen fiir Pendel- und Federschwingung kénnen folgendermafen abgeschitzt werden:

1 1
0, =+ g/l =3,13- 0, =+ D/m = 40—
S s

In der obigen Abb. werden die Spektren des Winkels @(¢) — im zweiten Fenster — und der Federdehnung €(¢) — im
vierten Fenster — mit N = 150 Stiitzstellen und mit der Schrittweite Ar = 0,1s berechnet. Die grofite Frequenz im
Spektrum

o o1

= == < 31457
At 0ls

liegt unter der Frequenz o, = 40 s7! der Federdehnung, so dass im Spektrum von &(t) Aliasing auftritt: Eine Fre-

quenz von 22,6 s ! gibt es in der berechneten Schwingung nicht. (Siehe Fortsetzung in Abb. 3b.)



6

Die diskrete Fourieranalyse ist nicht deshalb so gefihrlich, weil Schwingungen sin @ ¢ mit
Frequenzen (> m/At¢ nicht erfasst werden konnen, sondern deshalb, weil diese hochfre-
quenten Schwingungen gleichstarke, aber niederfrequente Schwingungen sin®y¢ mit
‘6)0‘ < /At vorgaukeln und damit das Spektrum im gesamten messbaren Bereich
27nt/T £ o < /At verfilschen.

In der Signalverarbeitung lasst sich Aliasing nur vermeiden,

¢ wenn die Bandbreite eines Signals bekannt ist und die Stiitzstellenweite A¢ entsprechend gewihlt wird. Die
Abschitzung der Bandbreite erfordert physikalische oder technische Uberlegungen, fiir die man keine festen

Regeln angeben kann.

e oder wenn die hohen Frequenzen eines kontinuierlichen Signals vor der Diskretisierung durch ein Tiefpass-
filter absorbiert werden.

Nach der Diskretisierung hat man keine Moglichkeiten mehr, Aliasing zu vermeiden.

Die in den Abb. 3a und 3b dargestellten Spektren eines Federpendels bestitigen die gemach-

ten Aussagen.

1000} ¥=335

Abb. 3b Wir betrachten hier das gleiche Federpendel wie in Abb. 3a: Alle Anfangsbedingungen und Parameter sind
identisch. Bei gleicher Zahl N = 150 der Stiitzstellen wurde nur die Schrittweite auf Az = 0,05s halbiert. Die grofBite
Frequenz im Spektrum

T _ T
At 0,05s

~ 6285}

ist jetzt groBer als die erwartete Frequenz o, = 40 s7! der Federdehnung, so dass im Spektrum von &(f) kein Alia-

sing auftritt.



