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5  Statische Beziehungen

5.1 Kraftesysteme und Gleichgewicht
5.1.1 Grundbegriffe

Krdfte werden durch ihre Wirkung wahrgenommen. Sie entsprechen physikalischen
Wechselwirkungen, welche Verformungs- oder Bewegungszustinde von materiellen
Systemen verursachen oder veridndern. Die Wirkung einer Kraft hiangt von ihrem An-
griffspunkt, ihrem Betrag und ihrer Richtung ab. Eine Kraft kann deshalb gemaiss Bild
5.1(a) als punktgebundener Vektor F mit Angriffspunkt A, Betrag F und
Wirkungslinie f dargestellt werden.

Die Wirkungslinie f und ein beliebiger Bezugspunkt O definieren eine Ebene. Denkt
man sich einen mit dieser Ebene verbundenen Korper, so erkennt man, dass F eine
Verdrehung des Korpers um die zur Ebene senkrechte, durch O gehende Achse n be-
wirken wiirde. Die Tendenz zur Verdrehung ist zum Betrag ' und zum Abstand a der
Kraft F von O proportional. Mit dem Ortsvektor r des Angriffspunkts A von F wird
die Tendenz zur Verdrehung mit dem Moment

M=rXF 5.1
betrags- und richtungsmissig korrekt ausgedriickt. Es gilt IM|l = Fa, und die
Vektoren M, r und F bilden eine Rechtsschraube, siche Bild 5.1(b). Wie man sieht,
bleibt das Moment M unveridndert, wenn die Kraft F entlang ihrer Wirkungslinie f
verschoben wird.

Zu jeder Kraft F gehort eine Reaktion — F mit derselben Wirkungslinie. Nach diesem
sogenannten Reaktionsprinzip kann eine Kraft ohne ihre Reaktion nicht existieren.

Fernkrdfte (wie z.B. Gravitationskrifte) haben von ihren Reaktionen verschiedene
Angriffspunkte; die Wechselwirkung zwischen zwei massebehafteten Korpern findet
in der Regel ohne Beriihrung statt. Dagegen sind bei Kontaktkrdiften (wie z. B. Lager-
kriften) die Angriffspunkte von Kraft und Reaktion zwar nicht materiell aber geomet-
risch identisch; die Wechselwirkung zwischen Lager und gelagertem Korper entsteht
durch Beriihrung — wird der Kontakt aufgehoben, so verschwindet auch die Kontakt-
kraft.

Die in der Dynamik zu beriicksichtigenden Trdgheitskrdfte (vgl. Kapitel 8.3.4) besit-
zen keine Reaktionen. Sie entsprechen keinen physikalischen Wechselwirkungen,
sondern sind mathematische Hilfsgrossen.

Kontaktkrifte sind im Allgemeinen als Fldchenkrdfte (Flichenlasten) auf einer end-
lichen Fliche verteilt. Die auf die Flicheneinheit bezogene Kontaktkraft, die Fldchen-
kraftdichte
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Bild 5.1 Kraft und Moment: (a) Bezugspunkt O, Angriffspunkt A, Wirkungslinie f, Drehachse n;
(b) Rechtsschraube.
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Bild 5.2 Verteilte Krafte: (a) Flachenkraftdichte; (b) Raumkraftdichte; (c) Linienkraftdichte.
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bezeichnet man auch als Spannungsvektor, siche Bild 5.2(a) und Kapitel 5.2.1.

t (5.2

Analog bezeichnet man die auf einen endlichen Raum verteilten Fernkrifte als Raum-
krdfte (Raumlasten) mit der Raumkraftdichte
dF
= 5.3
4= 3 (5.3)
siehe Bild 5.2(b).

Wird schliesslich ein Korper wie ein Balken oder ein Seil als eindimensional ideali-
siert und wirken auf diesen verteilte Krifte als Linienkrdfte (Linien- oder Strecken-
lasten), gelangt man zur Linienkraftdichte
dF
= — 5.4
=3 (5.4
siehe Bild 5.2(c).

Kraftbetriige besitzen im SI- oder MKS-System die Einheit Newfon [1 N = 1 mkgs ]
bzw. [kN] oder [MN]. Fiir Momente verwendet man dementsprechend die Einheit
[Nm] bzw. [kNm] oder [MNm]. Zur Unterscheidung von Kriften und Momenten wer-
den letztere mit Doppelpfeilen dargestellt, sieche Bild 5.1(a). Fiir Linien-, Flachen- und
Raumkraftdichten resultieren die Einheiten [Nm™'], [Nm™2 = Pa] und [Nm™].

5.1.2 Kraftesysteme

Im Folgenden betrachten wir Krdftegruppen (Gruppen von Kriften), deren materielle
Angriffspunkte innerhalb eines beliebig abgegrenzten Korpers bzw. Systems liegen.
Durch Isolation eines Korpers bzw. eines Systems (oder eines Korper- bzw. System-
teils) durch einen geschlossenen Rundschnitt gewonnene Korper nennen wir Schnitt-
korper (Abkiirzung SK). Durch Einfiihren aller Krifte, die auf den Schnittkérper wir-
ken, erhilt man ein Schnittkorperdiagramm (Abkiirzung SKD).

Die Resultierende einer Kriftegruppe erhdlt man durch Vektoraddition iiber den
Schnittkdrper:

R=)F (5.5)
SK

Ebenso erhilt man das Gesamtmoment der Kriftegruppe beziiglich eines beliebigen
Bezugspunkts O:

Mo = ZrXF (5.6)
SK

siehe Bild 5.3 und (5.1).

Wiihlt man anstelle von O einen anderen Bezugspunkt O’, so folgt gemiss Bild 5.3 mit
r' =r—r"und (5.5) sowie (5.6)

Mor:Zr’XF:ZrXF—r”X ZF:Mo—r”XR (5.7)
SK SK SK

Die Vektorpaare {R, My} bzw. {R, M '} nennt man Dyname der Kriftegruppe in O
bzw. O'.

Bild 5.3 Schnittkérperdiagramm mit
Bezugspunkten 0 und 0'.
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Zwei Kriftegruppen sind dquivalent, wenn ihre Dynamen beziiglich eines beliebigen
Bezugspunkts gleich sind. Gemiiss (5.7) muss die Aquivalenz zweier Kriiftegruppen
nur fiir einen Bezugspunkt nachgewiesen werden; die Identitit der Gesamtmomente
ist dann fiir alle Punkte gegeben.

5.1.3 Gleichgewicht

Eine Kriftegruppe ist im Gleichgewicht, wenn ihre Dyname verschwindet:

R=0 , Mo=0 (5-8)
Die Gleichgewichtsbedingungen (5.8) liefern bei rdaumlichen Kriftegruppen sechs
skalare Gleichungen, ndamlich drei Komponentenbedingungen und drei Momentenbe-
dingungen. Bei ebenen Kriftegruppen reduziert sich diese Zahl auf drei, ndmlich zwei
Komponentenbedingungen in der Ebene der Kriftegruppe und eine Momentenbedin-
gung in senkrechter Richtung dazu.

Gilt (5.8), so ist nach (5.7) M = 0. Die Komponentenbedingungen kénnen folglich
durch Momentenbedingungen um einen zweiten Bezugspunkt ersetzt werden. Allge-
mein konnen im rdumlichen Fall Momentenbedingungen um sechs nicht kollineare
Achsen und im ebenen Fall um drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte formuliert
werden. Dies ist in der Anwendung oft einfacher als das Aufstellen der Komponen-
tenbedingungen. Je nach Problemstellung wird man im ebenen Fall oft nur eine und im
rdaumlichen Fall nur eine oder zwei Komponentenbedingungen durch Momentenbe-
dingungen ersetzen, wie in Kapitel 10 weiter erldutert.

Wendet man (5.8) auf differentielle Tragwerkselemente an, entstehen Differentialglei-
chungen des Gleichgewichts, wie in Kapitel 5.3 ausgefiihrt.

Bei der Definition von Schnittkorpern und der Anwendung der Gleichgewichtsbedin-
gungen auf dieselben macht man allgemein Gebrauch vom sogenannten Schnittprin-
zip: Trennt man aus einem im Gleichgewicht befindlichen und kompatibel verformten
Korper oder System beliebige Teile durch fiktive Schnitte heraus, ist jeder dieser Teile
im Gleichgewicht und kompatibel verformt.

Auf beliebige Schnittkorper wirkende Krifte werden als innere bzw. dussere Krdfte
bezeichnet, je nachdem ob der materielle Angriffspunkt der Reaktion einer Kraft in-
nerhalb oder ausserhalb des Schnittkorpers liegt.

Da die inneren Krifte nach dem Reaktionsprinzip eine Gleichgewichtsgruppe (d.h.
eine Kriftegruppe im Gleichgewicht) bilden, miissen die dusseren Kréfte notwendi-
gerweise fiir sich im Gleichgewicht sein, wenn der Schnittkorper insgesamt im Gleich-
gewicht ist. Diese Aussage bezeichnet man als Hauptsatz der Statik.

Reichen die Gleichgewichtsbedingungen — allenfalls nach geeigneter Systemzerle-
gung — zur Bestimmung der Unbekannten eines Problems aus, spricht man von einem
statisch bestimmten, andernfalls von einem statisch unbestimmten System.

5.1.4 Standfestigkeit

Tragwerke miissen standfest sein, d.h. sie diirfen nicht als Ganzes versagen (z.B.
durch Aufschwimmen, Abgleiten oder Kippen). Thr Starrkorpergleichgewicht bzw.
ihre Gesamtstabilitidt muss gewihrleistet sein (vgl. Kapitel 4.4, Grenzzustand Typ I).

Beispiel 5.1

Die in Bild 5.4(a) dargestellte Winkelstiitzmauer soll beziiglich Kippen um den vorderen Fusspunkt O
untersucht werden. Dazu betrachten wir die von ihrer Umgebung freigeschnittene (befreite) Winkel-
stiitzmauer gemdss Bild 5.4(b) als Schnittkorper und fithren, um zu einem Schnittkdrperdiagramm zu
gelangen, alle auf sie wirkenden Krifte ein. Dabei handelt es sich um die (auf die Einheitsldnge senk-
recht zur yz-Ebene bezogenen) Eigenlasten der Sohlplatte (G;) und der aufgehenden Wand (G,), die
auf den Sohlplatteniiberstdinden ruhenden Erdlasten G; und G,, die aktiven und passiven Erddruck-
krifte E, und E, sowie eine auf die Plattensohle wirkende Kontaktkraft A. Wasserdruckkrifte werden
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Bild 5.4 Standfestigkeit einer Winkelstiitzmauer: (a) Ubersicht; (b) Schnittkérperdiagramm; (c) Krafteplan;
(d) Lageplan; (e) mdgliche Sohldruckverteilung.

vereinfachend vernachlissigt. Ferner entspricht die Rechnung mit den Erdlasten G; und G, einer star-
ken Idealisierung. Tatsdchlich miisste sich bei einem Kippversagen im Boden hinter der Wand ein
keilférmiger Bruchkorper ausbilden. Dies wire mit der Mobilisierung von weiteren, hier vernachlés-
sigten Kriften verbunden; dhnliches gilt fiir die Bruchzone am vorderen Wandfuss.

Die Kontaktkraft A ldsst sich mit (5.8) z. B. durch Aufstellen der beiden Komponentenbedingungen in
y- und z-Richtung sowie der Momentenbedingung um O nach Betrag, Richtung und Angriffspunkt
ohne weiteres ermitteln. Alternativ kann A auch graphisch ermittelt werden. Bild 5.4(c) zeigt die zu-
gehorige Aneinanderreihung der Kraftvektoren im sogenannten Kréfteplan (Kriftepolygon); Gleich-
gewicht verlangt, dass der Krifteplan geschlossen ist, womit A nach Betrag und Richtung festgelegt
ist. Der Angriffspunkt von A folgt aus dem Lageplan gemiss Bild 5.4(d), indem man sukzessive die
im Krifteplan strichliert eingetragenen Zwischenresultierenden der Krifte £, und G, etc. bildet, deren
Wirkungslinien ausgehend vom Schnittpunkt A von E, und G, einzeichnet und zum Schnitt B mit der
nidchsten Kraft G, bringt etc. Auf diese Weise gelangt man zum Schnittpunkt E der Wirkungslinien CE
und DE von (E,, G4, G, G,) bzw. (E,, G3), und damit ist die Wirkungslinie von A festgelegt.
Standfestigkeit bedeutet, dass A an der Sohlplatte angreift, d. h. 0 = a = b, siehe Bild 5.4(d). Fiir den
Grenzfall a = 0 (bzw. a = b) wiirde der Sohldruck unendlich gross, was wegen der endlichen Festigkeit
des Baugrunds unmdglich ist. Bild 5.4(d) stellt einen praktisch moéglichen Fall dar, und Bild 5.4(e)
zeigt eine statisch #quivalente lineare Sohldruckverteilung mit dem Maximalwert 24, /(3a) bei O.
Wie man sieht, ist 3a < b, d.h. im Bereich —3a > y = —b liegt eine klaffende Sohlfuge mit ver-
schwindender Kontaktkraft vor.
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Bild 5.5 Winkel auf horizontaler Unterlage: (a) Aufriss; (b) Grundriss; (c) Krafteplan; (d) Lageplan.

Uber die Verteilung der Horizontalkomponente A, von A in der Sohlfuge kann aufgrund statischer
Uberlegungen allein keine Aussage gemacht werden. Vereinfachend kann man eine zur Verteilung
von A, proportionale, im vorliegenden Fall also ebenfalls dreieckformige Verteilung annehmen.

Beispiel 5.2

Der in Bild 5.5(a) und (b) dargestellte rechteckige Winkel auf horizontaler Unterlage wird bei A’
durch eine Horizontalkraft Q belastet. In Bild 5.5(b) sind die Beriihrungsfliche ABCDEF und die
Standfliiche ABCEF zu unterscheiden. Letztere ist die kleinste konvexe Hiille der Ersteren.

Die Standfestigkeit des Winkels kann mit einer Momentenbedingung um die Achse CE iiberpriift
werden. Das treibende Moment Qh infolge Q um CE darf das widerstehende Moment G, a, + (G,
+ G,) a, infolge der Eigenlastanteile G,(AD,DD,), G,(D,BCD) und G,(DEFD,) nicht iiberschreiten,
andernfalls kippt der Winkel.

Bild 5.5(c) und (d) illustrieren die alternative graphische Uberpriifung mit Hilfe von Krifte- und La-
geplan. Der Angriffspunkt J der Kontaktkraft A muss fiir die Standfestigkeit innerhalb der Standfliche
liegen.

Die Kontaktkraft A wird je hilftig in den Endbereichen der beiden Schenkel des Winkels aufgenom-
men. Im Grenzfall konzentriert sie sich in den Punkten C und E, wobei dann die lokale Pressung
unendlich gross wird.

5.1.5 Lager

Lager entsprechen ortlich verhinderten Verschiebungs- und Rotationsmoglichkeiten
(Freiheitsgraden) von Tragwerken. Sie konnen nach den verhinderten (gefesselten)
Verschiebungs- und Rotationsmoglichkeiten bzw. den passivierten Freiheitsgraden
klassifiziert werden, d.h. je nachdem, ob die Verschiebungen u, v, w und die
Rotationen @, , ¢y, @, in x-, y-, z-Richtung mdglich oder verhindert sind, siche
Bild 5.6. Die Anzahl passivierterer (gefesselter) Freiheitsgrade (bzw. die Anzahl
der Komponenten der Lagerdyname) bezeichnet man als Wertigkeit des Lagers.

/
o

Bild 5.6 Verschiebungen und Rotationen.
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(a) (b) © (d)
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Bild 5.7 Lagerbauformen: (a) Betongelenk; (b) Stahl-Linienlager; (c) Stahl-Rollenlager; (d) Gummi-Schichtlager; (e) Neotopf-Gleitlager.

Bild 5.7 zeigt einige Bauformen von Lagern. Wird das in Bild 5.7(a) dargestellte Be-
tongelenk als (in y-Richtung langes) Linienlager ausgebildet, verhindert es die
Verschiebungen u, v, w sowie die Rotationen ¢, und ¢, ; als (in y-Richtung kurzes)
Punktlager sind sowohl ¢, als auch ¢, wie ¢, praktisch unbehindert. Beachtenswert
ist, dass das Lager beziiglich der Krifte in allen drei Richtungen zweiseitig wirkt, d. h.
es konnen an dem in der Lagerfuge aufgeschnittenen Lagerkorper positive und nega-
tive Krifte auftreten, insbesondere — wegen der die Lagerfuge kreuzenden Bewehrung
—auch in z-Richtung. Das in Bild 5.7(b) dargestellte Stahl-Linienlager wirkt beziiglich
u zweiseitig und beziiglich w einseitig — das Lager wiirde bei verschwindender Kraft in
z-Richtung abheben; beziiglich v wirkt es entweder tiber Reibung oder mit seitlichen
Anschligen (nach Uberwindung des Spiels zwischen Anschlag und Lagerkorper) bis
zu einem gewissen Betrag zweiseitig; die Rotation ¢, ist praktisch unbehindert, und
die Rotationen ¢, , ¢, sind verhindert. Bei dem in Bild 5.7(c) dargestellten Stahl-Rol-
lenlager sind u und ¢, unbehindert, und das Lager wirkt beziiglich w einseitig; seit-
liche Fiihrungsleisten verhindern die Verschiebung v sowie die Rotation ¢, ; die
Rotation ¢, ist wegen der in y-Richtung langen Rolle verhindert. Das in Bild
5.7(d) dargestellte Gummi-Schichtlager wirkt beziiglich w einseitig und erméoglicht
je nach Ausfiihrung die Verschiebungen u, v sowie die Rotationen ¢, @, . Gleiches
gilt fiir das in Bild 5.7(e) dargestellte Neotopf-Gleitlager.

Die Betrachtung von Bild 5.7 zeigt, dass die Verschiebungs- und Rotationsmoglich-
keiten von Lagern je nach Ausfiihrung stets innerhalb bestimmter Grenzen und nicht
absolut vorhanden oder verhindert sind. Ebenso sind die zu den verhinderten Verschie-
bungs- und Rotationsmoglichkeiten gehorigen Komponenten der Lagerdyname auf
bestimmte Grenzwerte beschrinkt. In der Praxis gilt es in jedem Fall, diese Grenzen
sorgfiltig zu beachten.

In der Baustatik geht man von entsprechenden, in Bild 5.8 fiir den ebenen Fall dar-
gestellten Idealisierungen aus. Bild 5.8(a) zeigt ein ein- oder zweiseitig wirkendes
Gleitlager (verschiebliches Gelenklager), das lediglich w verhindert und dessen La-
gerdyname auf die Kraftkomponente in z-Richtung beschrinkt ist. Bei dem in Bild
5.8(b) dargestellten (festen) Gelenklager ist auch u verhindert, und die Lagerdyname
wird um die entsprechende Kraftkomponente in x-Richtung erweitert. Bei der in Bild
5.8(c) dargestellten (festen) Einspannung ist schliesslich auch ¢, verhindert; die La-
gerdyname weist auch ein Moment um die y-Achse auf. Die Ausdehnung dieser Be-
trachtungen auf den allgemeinen rdumlichen Fall ist anhand von Bild 5.6 ohne weite-
res moglich.

Die in Bild 5.8 dargestellten Lagerungsarten konnen geméss Bild 5.9 statisch dquiva-
lent mit Pendelstiben realisiert werden. Dabei handelt es sich um gerade und ge-
wichtslose, beidseitig zentrisch mit reibungsfreien Gelenken angeschlossene Stibe.
Unter diesen Voraussetzungen konnen von den Stdben lediglich Krifte iibertragen
werden, deren Wirkungslinien mit den Stabachsen zusammenfallen. Ein Gleitlager
kann also, wie in Bild 5.9(a) gezeigt, statisch dquivalent durch eine Pendelstiitze er-
setzt werden; die wegen Schiefstellung der Pendelstiitze infolge einer Verschiebung u
auftretende Kraftkomponente in x-Richtung ist unter Annahme infinitesimal kleiner
Verschiebungen (Theorie 1. Ordnung, vgl. Kapitel 6.1) im Vergleich zur Kraftkompo-
nente in z-Richtung vernachlissigbar. Die bei einem Gelenklager mogliche Lager-

(a) (b) ©)
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Bild 5.8 Lager-ldealisierungen: (a) Gleitlager;
(b) Gelenklager; (c) Einspannung.
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Bild 5.9 Aquivalente Lagerung mit Pendelstéiben: (a) Gleitlager; (b) Gelenklager; (c) Einspannung.

i

kraftkomponente in x-Richtung erfordert einen entsprechenden zweiten Pendelstab,
wie in Bild 5.9(b) gezeigt. Schliesslich ist zur Realisierung einer Einspannung ein drit-
ter Pendelstab erforderlich, wie in Bild 5.9(c) dargestellt; dabei miissen die ersten bei-
den Pendelstibe verschiedene Wirkungslinien haben, und die Achse des dritten darf
nicht durch den Schnittpunkt der ersten beiden gehen, sonst wiirde das Lager nicht wie
eine Einspannung sondern wie ein Gelenklager in diesem Punkt wirken.

Fiir den allgemeinen rdumlichen Fall sind sechs Pendelstibe zur unverschieblichen
Lagerung erforderlich. Mit der Dyname {R, M;}, den Koordinaten r;; eines Punkts
der Achse des Pendelstabs i sowie den Richtungskosinus c;; der sechs Pendelstibe
und den Pendelstabkriften N; gilt gemaéss (5.5) und (5.6)

Clx Cox .. Céx 1 (N R,

Cly Cay e Coy Nz R_V

Ciz Coz ST Céz N3 _ R,
FlyClz = FizZCly  ToyCor —12zCoy - . . TeyCer — FezCoy | | Na Moy
FzCix — FNxClz 1270 — FxC2z - - - T6;C6x — T6xCéz Ns MOy
L71xCly — F1yClx  T2xC2y — I2yCox . . . TexCoy — FoyCox N6 MOZ

Damit (5.9) fiir beliebige Dynamen eine Lésung N besitzt, muss die Matrix linkerhand
regulir sein, d. h. ihre Determinante darf nicht verschwinden.

Wiihlt man fiir den ebenen Fall (drei Stibe in der xz-Ebene) mit R, , R, , Mo, den
Koordinatenursprung O im Schnittpunkt der Stébe 1 und 2 (r; = r, = 0) und betrachtet
man den Punkt der Pendelstabachse 3 auf der z-Achse (3, = 0, r3, # 0), so erhilt man
aus der um die zweite, vierte und sechste Zeile sowie die vierte bis sechste Spalte re-
duzierten Matrix in (5.9) die Matrix

Cix Cox C3x

Clz €2 €3z (5.10)

0 0 r3;C3y

und damit die Forderung

det = r3c3c(c1eca; — €1:62,) #0 6.1
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man die x-Achse in Richtung der Stab-
achse 1 legen, d. h. ¢;, =1, ¢;, = 0. Somit erhilt man die Forderungen c;, # 0, ¢,, # 0,

d.h. die Stabachse 3 darf nicht durch O gehen, und die Stibe 1 und 2 diirfen nicht
kollinear sein. Die oben aufgestellten Forderungen werden damit bestitigt.

Oft wird man Lager nicht wie bisher vorausgesetzt als fest idealisieren konnen, son-
dern man hat deren Nachgiebigkeit zu beriicksichtigen. Zu diesem Zweck verwendet
man gemdss Bild 5.10 entsprechende Weg- und Drehfedern und setzt im einfachsten
Fall eine lineare Beziehung zwischen den Komponenten der Lagerdyname und den
entsprechenden Verschiebungen und Rotationen voraus:

Ac=—kay , A;=—kwy , My=— koA (5.12)

Dabei bezeichnen k, , k, und k, die Weg- und Drehfedersteifigkeiten.

(5.9)
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