1
Statik

Die Statik ist die Lehre vom Gleichgewicht der Krifte am ruhenden starren Korper
bzw. an Teilen davon.

1.1
Grundbegriffe

Die in der Begriffserklirung der Statik enthaltenen Grundbegriffe werden nach-
folgend erldutert.

1.1.1
Starrer Koérper

Starrer Korper ist ein fiir die weiteren Betrachtungen notwendiger Abstraktions-
begrift:

Starr bezeichnet man einen Korper, der unter Einwirkung von Krdften seine Form
nicht dndert.

Bei technischen Gebilden ist dies nur niherungsweise erfiillt.

1.1.2
Gleichgewicht

Als Gleichgewicht bezeichnet man die Unverinderlichkeit (Invarianz) des Bewe-
gungszustandes bzw. den Zustand eines Korpers, bei dem die Bedingung gleich-
férmige Bewegung oder Ruhe erfullt ist.
Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen.:

Die moglichen Verschiebungen und Verdrehungen des starren Kérpers miissen
so unterbunden werden, damit sich der Bewegungszustand nicht dndert.

Die moglichen Verschiebungen und Verdrehungen des starren Kérpers nennt
man Freiheitsgrade. Der starre Korper besitzt in der Ebene drei Freiheitsgrade
(zwei Verschiebungen in senkrecht zueinander stehenden Richtungen, eine Ver-
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drehung um eine Achse senkrecht zur Ebene) und im Raum sechs Freiheitsgrade
(drei Verschiebungen in Richtung dreier senkrecht aufeinander stehender Achsen
und drei Verdrehungen jeweils um diese Achsen).

1.1.3
Kraft — Kraftsysteme

Als Kraft bzw. Einzelkraft bezeichnet man eine Wechselwirkung zwischen Kor-
pern, durch die Anderungen des mechanischen Zustandes der Korper verursacht
werden (Bewegung, Form, Spannung). Die Wirkung erfolgt geradlinig. Die ent-
sprechende Gerade nennt man Wirkungslinie (WL) der Kraft. Offensichtlich be-
notigen wir zur eindeutigen Erfassung der Kraft sowohl ihren Betrag als auch
die Richtung. Damit ist die Kraft mathematisch als Vektor beschreibbar.
Der Anfangspunkt des Kraftvektors heifdt Kraftangriffspunkt. Entsprechend dem
2. Newton’schen Axiom ist die Kraft mit der Beschleunigung des massebehafte-
ten Korpers verkniipft. Fiir einen ruhenden Korper ergibt sich dessen Kraftwir-
kung (das Gewicht bzw. Gewichiskraft) aus dem Produkt von Erdbeschleunigung
(g = 9,81 ms~) und seiner Masse (der sog. schweren Masse). Danach besitzt die
Kraft die kohirente Maeinheit 1 Newton= 1N := 1Tkgms™.

Aus der Erfahrung weifs man, dass der Kraftangriffspunkt beliebig auf der Wir-
kungslinie gewihlt werden kann:

Axiom: Die Kraft ist ein linienfliichtiger Vektor.

Zur Beschreibung der Bestimmungsgréfien
einer Kraft betrachten wir die nebenstehende
Skizze. Durch den Ursprung eines raumli-
chen kartesischen Koordinatensystems ver-
lauft die WL einer Kraft. Als Kraftangriffs-
punkt wird der Ursprung gewihlt. Den Koor-
dinaten ordnen wir die Einheitsvektoren (d. h.,
Richtungsvektoren vom Betrag 1) zu. Nun-
mehr kann man den Krafivektor durch seine
Komponenten in Richtung der Koordinatenach-
sen darstellen:

- -

Kraftvektor: F = ?x +F,+F,

— -

Komponenten: ﬁx =F, ¢, F,=F,-¢, F,=F,-¢

€, €, €, Einheitsvektoren, F, , F, , F, sind die Betrdge der Komponenten.

Betrag: |[F| = F = /F:+ F: + F2.



1.1 Grundbegriffe

Die Winkel a, 8,y zwischen Krafte
dem Kraftpfeil und den Achsen

dienen zur Beschreibung der auﬁere Ktafte innere Krafte
Rich Aktionskrafte

1chtung. Reaktionskrafte

Es gibt eine Reihe von Mdglich- F F
keiten zur Einteilung der Krifte. * Aktion
Wir ordnen hier nach ihrem Wir- |

. i r

kungsort: . . . ! ! innere Krafte

Krifte, die keine Reaktions- ‘ _
krifte im Sinne der Statik sind, F Reaktion
bezeichnen wir als eingeprigte F

Ve
Krifte.  Dies sind z.B. die

Gewichtskraft und Belastungen.

Auf ein technisches Gebilde bzw. auf das entsprechende Modell, den starren
Korper, wirken im Allgemeinen mehrere Krifte ein. Man fasst diese als Kraftsys-
teme (oder auch Kriftegruppen) zusammen. Die Statik wird im Wesentlichen
nach der Struktur der auftretenden Kraftsysteme geordnet.

In Abhingigkeit davon, ob die zum Kraftsystem gehorenden Krifte eine
gemeinsame Wirkungsebene besitzen oder nicht, unterscheidet man ebene und
rdumliche Kraftsysteme.

Kraftsystem (KS)

ebenes Kraftsystem raumliches Kraftsystem
ebenes, l ebenes, raumliches, J raumliches,
zentrales KS allgemeines KS zentrales KS allgemeines KS

Als zentral bezeichnen wir ein Kraftsystem dann, wenn die WL der Krifte einen
gemeinsamen Schnittpunkt besitzen.

1.1.4
Schnittprinzip — Freischneiden

Als Freischneiden bezeichnet man das gedankliche Zerlegen der Systeme oder auch
einzelner starrer Korper in Einzelkorper bzw. Teile davon. Dies erfolgt anschau-
lich durch das gedankliche Umfahren der betreffenden Korper durch jeweils
geschlossene Schnittflichen (im Raum) und Schnittlinien (in der Ebene).

An den Schnittstellen werden dann entsprechend dem 3. Newton’schen Axiom
die paarweisen Reaktionskrifte frei. Diese besitzen an den je Schnittstelle neu
entstandenen zwei Schnittufern jeweils die gleiche Wirkungslinie, den gleichen
Betrag und entgegengesetzte Richtung.
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(Die Grundidee wurde tibrigens bereits Mitte des 18. Jahrhunderts vom Schwei-
zer Mathematiker Leonhard Euler entwickelt; ein Name, der uns noch an vielen
Stellen der Technischen Mechanik begegnen wird.) Ein Beispiel fiir das Frei-
schneiden in der Ebene zeigt das nachstehende Bild.

Unter dem Leitspruch ,vom
Einfachen zum Schwierigen®,
wollen wir nunmehr die me-
chanischen Gesetzmifigkei-
ten in Kraftsystemen kennen-
lernen.  Dementsprechend
folgt zunichst das ebene,
zentrale Kraftsystem.

Schnittlinie (geschlossen) \Fc

1.2
Ebenes, zentrales Kraftsystem

Ein ebenes, zentrales Kraftsystem liegt dann vor, wenn die Wirkungslinien der
Krifte eine gemeinsame Ebene aufspannen und einen gemeinsamen Schnitt-
punkt besitzen. Wir legen in die Wirkungsebene ein kartesisches Koordinatensys-
tem x, y.

1.2.1
Zerlegen und Zusammensetzen von Kriften

Die zum Kraftsystem gehorenden Krifte itben eine Gesamtwirkung oder auch re-
sultierende Wirkung auf den starren Korper aus. Um dies beschreiben zu kén-
nen, ist es zunichst notwendig, zu untersuchen, wie eine Kraft in ihre Kompo-
nenten zerlegt wird und umgekehrt, wie mehrere Krifte zu einer Kraft zusam-
mengesetzt (addiert) werden. Im Weiteren bezeichnen wir den Kraftvektor mit F
und seinen Betrag mit F.

1.2.1.1  Analytisch
Wir zerlegen eine Kraft in ihre recht-
winkligen Komponenten, d.h., wir er-
mitteln analytisch die Betrige der
Komponenten des Kraftvektors. Der
Kraftangriffspunkt liegt im Koordina-
tenursprung.

geg.: F,a ist der Winkel zwischen der

Abszisse und dem Kraftvektor. Ve
ges.: F, F, e, « .
’ — - —

Losung: -

2
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Die Projektion des Kraftvektors auf die beiden Koordinatenachsen liefert jeweils
die Komponenten. Auf Grund des entstehenden rechtwinkligen Dreieckes aus F
(Hypothenuse), F, (Ankathete) und F, (Gegenkathete) gelten nachfolgende trigo-
nometrischen Beziehungen:

F, F,

sina = —, cosa = —.
F’ F

Damit kann man die Betrige der Komponenten angeben:

Fx:Fcosa,} (L.1)

F, = Fsina.

Benutzen wir zur Beschreibung der Komponenten (Katheten) dagegen den
Komplementiarwinkel 5, dann gelten die nachfolgenden Beziehungen:

F,=F-sinff, F,=F-cosf, f=90"—a.

Wir untersuchen das Zusammensetzen von Kriften. Dabei ist der Losungsweg
durch die Nutzung des Superpositionsprinzips (oder auch Parallelogrammsatz)
bereits vorgegeben. Auf unser Problem angewendet heifdt dies: Krifte addieren
sich wie Vektoren. Die Vektorsumme von Kriften heifdt resultierende Kraft oder
auch nur Resultierende. Thre Wirkung auf den starren Korper ist gleich der
Summe der Einzelwirkungen der Krifte. Diese Gleichheit von resultierender Wir-
kung und der Summe der Einzelwirkungen bezeichnet man als statische Aquiva-
lenz. Der Ubersichtlichkeit wegen addieren wir zunichst zwei Krifte, vgl. unten-
stehendes Bild:

geg.: Fy a1, Fy, a,

ges.: Fy, ag (resultierende Kraft nach % b
Betrag, Richtung)

Loésung:

Die Resultierende ergibt sich als

Vektorsumme der beiden Krifte:

Fo=F +F

Nunmehr zerlegt man die beiden
Krifte in ihre Komponenten, setzt in
obige Gleichung ein und fasst in den
beiden Koordinatenrichtungen zusam-
men:

T:R: (le+F2x)'Zx+(F1y+F2y)'Zy'
Dies entspricht aber genau der Komponentendarstellung der Resultierenden:

FR:FRx"Ex+FRy'Ey’
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Damit lauten die beiden Komponenten der Resultierenden:
FRx:F1x+F2x7 FRy:F1y+F2y'

Fg, Fy., Fg, bilden wiederum ein rechtwinkliges Dreieck. Folglich kann man
den Betrag der Resultierenden und den Tangens ihres Neigungswinkels angeben:

> F,
| Fy | = Fx = \/Fry? + Fg,?, tan oz = FRY.

Rx

Nunmehr kénnen wir eine Verallgemeinerung fiir n Krifte durchfithren:
Komponenten:

n n n n
Fry =) F, =) F;- cosa, FRy:ZFiy:ZFi'Slnai
i-1 i-1 i=1

i=1

Betrag und Richtung (Winkel ay zwischen WL und Abszisse): (1.2)

Fy
Fr = \/Fp’ + F)/ , tan oz = 5 r

Rx

1.2.1.2 Grafisch (Krafteckverfahren)

Dem Verfahren liegt wiederum das Superpositionsprinzip zugrunde. Dazu wer-
den die Krifte unter Wahl eines geeigneten Kriftemafistabes (Verhiltnis der
Krafteinheit zur Lingeneinheit) in einem Lageplan (LP) in ihrer wahren Lage dar-
gestellt. Nunmehr fithrt man im Krifteplan (KP) grafisch die vektorielle Addition
der einzelnen Krifte durch. Dabei wihlt man zunichst beliebig zwei Krifte aus
und ermittelt ihre Resultierende als Diagonale im dazugehdérigen Krifteparallelo-
gramm. Diese addiert man mit einer weiteren Kraft zu einer neuen Resultieren-
den usw. Aus dem so entstehenden (und untibersichtlichen) Krifteplan geht her-
vor, dass man die Resultierende aller Krifte einfacher erhilt, indem die Krifte in
beliebiger Reihenfolge unter Beachtung der Richtung aneinandergefiigt werden.
In diesem Krafteck entspricht der Vektor vom Anfangspunkt der ersten zum End-
punkt der letzten Kraft dem Vektor der Resultierenden. Betrag und Neigungswin-
kel konnen im KP abgelesen werden. Wir zeigen das Verfahren exemplarisch fur

drei Krifte. v
geg-: F is Ui F1
ges.: Fy, oy
Losung: 1% “ -
ozz X
F,

Fs

Lageplan (LP) Kréafteplan (KP)
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1.2.2
Gleichgewicht

Der Bewegungszustand dndert sich dann nicht, wenn der gemeinsame Schnitt-
punkt der Wirkungslinien aller angreifenden Krifte nicht verschoben wird. Dies
ist aber nur der Fall, wenn keine Resultierende auftritt. Somit kann man formu-
lieren:

Ein ebenes, zentrales KS mit n Kriften befindet sich im Gleichgewicht, wenn

n

Fy = 0 bzw. in Komponenten: Y. F,, =0, 5 F,=0. (1.3)
i-1 i=1

Voraussetzung ist lediglich, dass gilt: x L y. Das heiflt aber auch, man kann
diese Kriftebilanzen in zwei beliebigen Richtungen aufstellen, die einen rechten
Winkel miteinander bilden. Die Gln. (1.3) nennt man die analytischen Gleichge-
wichtsbedingungen (GGB).

Grafisch erhilt man im Gleichgewichtsfall im KP ein geschlossenes Krafieck, da
Fr=0.

1.2.3
Demonstrationsbeispiel (Wandkran)

Ein Wandkran besteht aus zwei geraden, gelenkig gelagerten Stiben, die in einem
Gelenk reibungsfrei miteinander verbunden sind. (Das geometrische Modell des
Stabes wird im Abschnitt 1.5.1 erldutert). Ein durch eine Masse belastetes Seil
wird tiber eine Umlenkrolle (feste Rolle) gefiithrt. Der Rollenradius R ist vernach-
lassigbar klein.

geg.: Masse m, Erdbe-
schleunigung g, a

ges.: Krifte, die die Stibe 1
und 2 iibertragen miissen,
d. h. die Stabkrifte (analy-
tisch)

Losung (typische Lo-
sungsschritte einer Statik-
aufgabe):

Freischneiden (vgl. Abschnitt
1.1.4):

Die Schnittlinie trennt
(gedanklich) die Stibe 1 und
2 sowie an zwei Stellen das
Seil. Dabei wird jeweils die
durch das Seil zu tbertra-
gende Gewichtskraft F; frei.
Die Pfeilrichtungen der Stab-
krifte (und auch anderer

7

Stab 1
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noch unbekannter Krifte) sind prinzipiell frei wihlbar. Vielfach ist es tiblich, sie vom
Knoten wegweisend anzuzeichnen. Das heifdt, man nimmt an, dass sie im Stab als
Zugkrifte wirken. Ob dies tatsdchlich so ist, erkennt man aus dem Vorzeichen der
Losung, s. u. Aus der oberen rechten Skizze ist sofort ersichtlich, dass durch das Frei-
schneiden des Knotens ein ebenes, zentrales Kraftsystem entsteht.
GGB (Anwendung der Gln. (1.3)):

(Warum? Das Tragwerk wird unter der Voraussetzung betrieben, dass sich sein
Bewegungszustand, d. h. die ,Ruhe®, nicht dndert.)

4
> F,=0=—Fs — Fg - cosa+ Fg (1)

i=1

4
> F,=0=—F¢+Fg - sina 2)

i=1

Losung des (linearen, inhomogenen) Gleichungssystems:
F,
Aus Gl. (2) folgt: Fs; = —~— , a # 0. (Damit gilt: Fg; > F)
sina

Nach Einsetzen in Gl. (1) erhilt man F, = F; - (1 — cot a) mit dem Sonderfall:
a=45": F;, =0!

Diskussion:

In beiden Stiben ergibt sich fiir 45° < a < 90° eine positive Stabkraft, d. h., die
tatsichliche Kraft wirkt in die angenommene Richtung. Derartige Stibe werden
als Zugstibe (ansonsten Druckstibe; Nullstibe, wenn sich die Stabkraft zu null
ergibt) bezeichnet. Bei zu spitzem Winkel erhéhen sich die Beanspruchungen der
Stibe stark, z. B. ergibt sich fiir a = 10° eine Stabkraft Fs, = 5,76 F¢!

1.2.4
Hinweise und Tipps

Nachfolgend einige Hinweise, die Thnen u. U. die Lésung von Aufgaben erleicht-
ern koénnen.
Der im vorigen Beispiel dargestellte Lisungsablauf

e Freischneiden

e Formulierung der GGB

e Losung des linearen Gleichungssystems
¢ Diskussion und Kontrolle der Lésung

ist typisch fiir sehr viele Aufgaben der TM, speziell der Statik.
Benutzen Sie zur Komponentenzerlegung von Kraften moglichst spitze Winkel.
Man kann die Richtungen, in denen die Kriftegleichgewichtsbedingungen for-
muliert werden, frei wihlen. Jedoch sollte man solche bevorzugen, fur die die
Komponentenzerlegung der Krifte insgesamt am wenigsten aufwendig wird.
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Die Losung des linearen Gleichungssystems (der GGB) fillt formal in die
Sparte Mathematik. Aber ohne diesen fehlerlos ausgefithrten Schritt der Aufga-
benlosung bleibt der Ingenieur stets unwirksam.

Tragende Konstruktionen bzw. Teile davon kénnen in erster Niherung auch
dann als zentrale Kraftsysteme modelliert werden, wenn es ein eng abgegrenztes
Gebiet der Schnittpunkte der Wirkungslinien gibt. Das ist z. B. bei Knotenblechen
in Fachwerken tiblich, vgl. Abschnitt 1.8.

1.3
Ebenes, allgemeines Kraftsystem

Nunmehr wollen wir die Voraussetzung des zentralen Kraftsystems — die Wir-
kungslinien aller zum System gehorenden Krifte haben einen gemeinsamen
Schnittpunkt — fallenlassen. Die daraus resultierenden Phinomene werden
zunichst am Sonderfall des sog. Kriftepaares beschrieben.

1.3.1
Kriftepaar und Moment

1.3.1.1 Kriftepaar

Ein Kriftepaar wird gebildet durch

zwei gleichgrofRe, entgegengesetzt

gerichtete, auf parallelen Wir-

kungslinien angreifende Krifte,

vgl. nebenstehendes Bild. Damit “\

liegt ein allgemeines Kraftsystem (A

vor. Wir wollen nun untersuchen,

inwieweit sich beim Einwirken

eines solchen Kriftepaares auf einen starren Korper der Bewegungszustand
indert bzw. inwieweit Gleichgewicht herrscht.

Aus der Anschauung ist klar, dass, obwohl das Kriftegleichgewicht erfullt ist,
insgesamt kein Gleichgewicht. herrscht. Der Korper erfihrt keine Verschiebung,
aber wohl eine ebene Drehung (hier mathematisch positiv). Er befindet sich dem-
zufolge nicht im Gleichgewicht.

Wie Thnen bereits bekannt ist, nennt man die physikalische Ursache der Ver-
drehung/Drehung (bzw. das Mafl dafiir) Moment oder auch Drehmoment. Es
besitzt den Betrag:

M=1.F (1.4)

In kohirenten Einheiten hat das Moment demzufolge die Mafleinheit Newton-
meter (Nm).
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Der Ausdruck Gl. (1.4) entspricht einer Gleichungsseite des Thnen bekannten
Hebelgesetzes. Werden die Krifte des Kriftepaares jeweils entgegengesetzt
gerichtet angetragen, kehrt sich offensichtlich die Drehrichtung um. Demnach
besitzt die physikalische Gréfle Moment sowohl Betrag als auch Richtung und ist
folglich ein Vektor.

Wir wollen diesen Momentenvektor M etwas eingehender untersuchen. Dazu
fithrt man den im Bild gezeigten Ortsvektor 7 ein. Er beschreibt die Lage der Kraft-
angriffspunkte zueinander. Da die beiden Krifte des Kriftepaares linienfliichtige
Vektoren sind, ist offensichtlich die Komponente des Ortsvektors in Richtung der
Wirkungslinien fiir die weitere Betrachtung ohne Bedeutung.

Unter Benutzung von Gl
(1.4) kann aus nebenstehen-
der Skizze folgendes abgele-
sen werden:

M =|M| = [f|- sinf- |F|.
Dies entspricht aber dem

Betrag des Vektorproduktes:
M =7xF.

Damit steht der Momentenvektor senkrecht auf der Ebene, die vom Kriftepaar
aufgespannt wird. Ein Vertauschen der Faktoren im Vektorprodukt fithrt bekannt-
lich auf eine Richtungsumkehr von M.

Schlieflich bleibt festzustellen, dass die absolute Lage der Wirkungslinien des
Kriftepaares in der Ebene auf das Moment keinen Einfluss nimmt. Im Vektorpro-
dukt ist keine Koordinate zur Beschreibung der absoluten Lage der Wirkungs-
linien, Abstand a zwischen der Bezugsachse und der zur gedachten Drehachse
nichsten Wirkungslinie, enthalten.

Kriftepaare bzw. Momente kénnen beliebig in der Ebene verschoben werden, ohne
dass sich die statische Wirkung dndert. Das Moment ist damit ein sog. freier Vektor.

Das Moment ist neben der Kraft die zweite wichtige KenngréfRe der mechani-
schen Wirkung. Sie ist mittels des Kriftepaares darstellbar und existiert auch
dann, wenn die vektorielle Kriftesumme verschwindet (Fy = 0).

Nunmehr untersuchen wir die Momentenwirkung von Einzelkriften beztiglich
einer (Dreh-)Achse.

1.3.1.2  Moment einer Kraft in Bezug auf eine Achse

Die Uberschrift steht mit der Momentendefinition nur scheinbar im Wider-
spruch. Wenn man gedanklich eine (raumfeste) Drehachse senkrecht zur Ebene
des starren Korpers errichtet, s. u., dann stehen die angreifende Einzelkraft und
die Reaktionskraft an der Achse im Kriftegleichgewicht. Diese Reaktionskraft ent-
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steht aus der Wechselwirkung zwischen der Achse und dem starren Kérper, vgl.
dazu auch das nachfolgende Bild. Demzufolge liegt ein Kriftepaar vor. Dabei ist
uns klar, dass im Falle des Schnittes von Drehachse und Wirkungslinie der
angreifenden Kraft kein Moment
erzeugt wird (es fehlt der ,Hebelarm*).
Im folgenden Beispiel ist die Dreh-
achse die z-Achse: Reaktion '
geg.: Kraftvektor F(F, a), Ortsvektor 7
(r;) B
ges.: Momentenvektor M
Losung:
Anwendung des Vektorproduktes

o |& & &
M=7xF=|r, 1, 0|=¢.(r,-F,—rF,). (1.5)
F, F, 0

Es ergibt sich demnach nur die Momentenkomponente M, =r, - F, —r, - F..

Diese steht senkrecht auf der Ebene! Sie ist in der obigen Skizze eingetragen.
Zur besseren Unterscheidung von den Kraftvektoren versehen wir Momentenvek-
toren mit einem Doppelpfeil. Als Gedankenstiitze: Zeigen die gekriimmten Fin-
ger der rechten Hand in die Drehrichtung, dann zeigt der abgespreizte Daumen
in Richtung des Momentenvektors (sog. Rechte-Hand-Regel).

Die Gl. (1.5) macht auflerdem deutlich:

Das Moment einer Einzelkraft hingt von der gewdhlten Bezugsachse ab.
Nunmehr zerlegen wir die Vektoren F und 7 in ihre rechtwinkligen Komponenten
r,=rcosy, r,=rsiny, F, = Fcosa, F,= Fsina.

und setzen diese in den obigen Ausdruck fiir M, ein. Mit Hilfe des Additionstheo-
rems

sinfi = sina- cosy — siny - cosa

nehmen wir eine Umformung vor. Dies fithrt schlieflich auf M, bzw. den Betrag
des Vektorproduktes:

M, = |M| = || - |F| - sinf, f:=a—7.

Sie sehen, dass man M, auch unter ,Umgehung der Vektoralgebra erhilt. Im
Sinne der Vereinfachung der Rechnung ist es daher oftmals giinstig, das Moment
einer Finzelkraft aus den Momenten ihrer rechtwinkligen Komponenten zu
ermitteln. Die rechtwinkligen Komponenten des Ortsvektors sind dann unmittel-

1
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bar die ,Hebelarme“. Diese sind in die Ay
nebenstehende Skizze eingetragen.
Nunmehr bilden wir den Betrag des
Momentes. Zur Vorzeichenfestlegung
geben wir einen Drehsinn vor, z. B. -
mathematisch positiv. Auf Grund des r, A Fy
obigen Satzes ist des Weiteren die
Momentenbezugsachse (hier die z- A
Achse) bzw. deren Durchstoflpunkt
mit der Ebene (oftmals als ,Momen- Z I
tenbezugspunkt“  bezeichnet) fest-
zulegen und zu nennen.

Man erhilt schlieRlich als Uberlagerung den bekannten Ausdruck:

2
(A: S M, =M, =r,F, —1,F,.
i=1

1.3.1.3 Versetzungs-/Verschiebungsmoment
Wir untersuchen das Problem, inwieweit eine Kraft parallel zu ihrer Wirkungs-
linie verschoben werden kann.

geg.: F, I, — Verschiebungsabstand/Versetzungsabstand

ges.: statisch dquivalentes System bei verschobener Kraft
Losung:

Wie bereits erliutert, versteht man unter statischer Aquivalenz die Gleichwer-
tigkeit der mechanischen Wirkung (hier: Kraft- und Momentenwirkung) an ver-
gleichbaren starren Kérpern.

Offensichtlich besteht statische Gleichwertigkeit zwischen den beiden skizzier-
ten Systemen, wenn die durch die Parallelverschiebung der Kraft verursachte
Anderung des Momentes (hier wird der ,Hebelarm“ vergréRert) durch ein ent-
sprechendes Gegenmoment, das sog. Versetzungs-/Verschiebungsmoment, kom-
pensiert wird. Man erkennt dies sehr leicht, wenn auf der verschobenen Wir-
kungslinie die Kraft und ihre Gegenkraft angetragen werden. Die Gegenkraft bil-
det dann mit der urspriinglichen Kraft ein Kriftepaar, vgl. untere Darstellung in
der nachfolgenden Skizze, das Versetzungsmoment M, Dieser Momentenpfeil
entspricht der Draufsicht des Momentenvektors.

Ausgangsmodell Modell mit verschobener Kraft
lV

| —
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Man erhilt nach Gl. (1.4) fiir dieses Kriftepaar das Versetzungs- bzw. Verschie-
bungsmoment M,

M,=F-l, . (1.6)

Eine Kraft kann parallel zu sich selbst verschoben werden, wenn die verdnderte
Momentenwirkung durch ein Verschiebungsmoment kompensiert wird.

Dessen Betrag errechnet sich aus dem Produkt des Betrages der Kraft und dem
Verschiebungsabstand.

Als Anwendungsbeispiel untersuchen wir das Kriftespiel an einer festen Rolle,
tiber die ein Seil, ohne zu gleiten, gefithrt wird. Die Rolle ldsst sich reibungsfrei
im Lager A, welches an einem Triger befestigt ist, in der Ebene drehen.

geg.: Seilkraft F, Rollenradius R

es.: Krifte an der Rolle Parallelverschiebung
Lt‘)i ung: Ausgangssystem der Seilkréafte
Schlussfolgerung:

An einer festen Rolle, iiber
die ein Seil ohne Gleiten ge-
fithrt ist, diirfen die beiden —

M,=F, R

Seilkrifte unmittelbar im
Drehgelenk angetragen wer-
den, da die Versetzungsmo- \
mente gleich grof und entge-
gengesetzt gerichtet sind. Dies
gilt auch fiir die lose Rolle.

Damit hitten wir das Demonstrationsbeispiel in Abschnitt 1.2.3 auch ohne die
Annahme, dass R vernachlissigbar klein ist, 16sen konnen.

1.3.2
Ermittlung der Resultierenden

Zur eindeutigen Ermittlung von Fy eines allgemeinen, ebenen Kraftsystems sind
notwendig:

o |Fy| = Fy (Betrag),

e tanay (Richtung) und

o Lage der Wirkungslinie der Resultierenden.

Dabei ist die Frage nach Richtung und Lage nur sinnvoll, falls gilt: F > 0.

1.3.2.1 Analytisch
Folgende Forderung ist zu erfiillen:

Die Resultierende muss die gleiche Kraftwirkung und gleiche Momentenwirkung
besitzen wie alle Einzelkrifte zusammen (statische Aquivalenz).

13
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Fiir ein Kraftsystem mit n
Kriften (im nebenstehen-
den Bild sind der Ubersicht-
lichkeit wegen n = 3 Krifte
eingezeichnet) erhilt man
aus den Gln. (1.2) fur den
Vektor der Resultierenden
wiederum:

ﬁR:iﬁi:i(Fix' Ex+Fiy' Ey)
i=1 1

i=

bzw. Fy = Fey - & + Fry &

F
und tanag = —2.

Rx

Die Momente der Einzelkrifte lassen sich zu einem resultierenden Moment
zusammenfassen:

Mkziﬁxﬁiziﬂi. (1.7)
i=1 i=1

Falls Fy > 0, gilt bei statischer Aquivalenz: My = 7 X Fy. Dabei ist 7, der Orts-
vektor der Resultierenden. Das heift, die resultierende Momentenwirkung der
Einzelkrifte ist gleich der Momentenwirkung der Resultierenden. Diese Bezie-
hung wird oftmals auch als Satz der statischen Momente bezeichnet.

Nunmehr ist es unter Benutzung des Betrages jedes Kraftvektors und der ent-
sprechenden Komponente des Ortsvektors, die senkrecht auf der Wirkungslinie
der Kraft steht (,Hebelarme*), moglich, die Lage der Resultierenden zu ermitteln.
Bei Beachtung der Drehrichtung (Vorzeichen!) ergibt sich fiir eine Drehachse
durch den Ursprung des Koordinatensystems (Momentenbezugspunkt) das resul-
tierende Moment:

(MR=ZM1=fFl-l1+Fz-lsz3-ls---=FR-lR-

Daraus erhilt man nach Umformung eine Beziehung fiir den Abstand der Wir-
kungslinie der Resultierenden vom Momentenbezugspunkt.

RS

i=1

Diese Formel ist zur eindeutigen Festlegung der Lage der Resultierenden
unhandlich, u. a. da es zwei Moglichkeiten der Lage der Wirkungslinie von Fj als
Tangente an einen Kreis mit dem Radius I gibt. Weitaus anschaulicher und ein-
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facher erhilt man die Lage der Resultie- Ay F
renden, wenn man die Geradenglei- wh o,
chung ihrer Wirkungslinie ermittelt.

In der nebenstehenden Skizze sind | F

dazu in einem kartesischen Koordina- WL-Fq
Yy

tensystem Dbeliebig die Resultierende
und der dazugehorende Ortsvektor mit
jeweils ihren rechtwinkligen Komponen- Vo
ten eingetragen. Die Geradengleichung
gewinnt man unter Anwendung der

R

><"

Punkt-Richtungs-Gleichung einer Gera-
den in der Form:

m_Y*}’l

X —%

Dabei beschreibt m den Anstieg, wihrend x,, y; die Koordinaten eines beliebi-
gen Punktes P; auf der Geraden sind. Wir wihlen fiir P, die Koordinaten x; = rg,
und y; = rg,. Nunmebhr liest man fiir die Steigung ab:

Fy,

Setzt man diese Ausdriicke in obige Geradengleichung ein und beriicksichtigt,
dass fiir das resultierende Moment um die z-Achse gilt

MR:rRx'FRyirRy‘FRx7

dann ergibt sich die gesuchte Geradengleichung der Wirkungslinie der Resultie-
renden zu:

:FRY'X _ MR
Y FRx FRx.

(1.8)

1.3.2.2 Grafisch (zur Information)

An dieser Stelle eine notwendige Bemerkung zu den grafischen Verfahren. Ihr
Nachteil im ,digitalen Zeitalter” liegt gegeniiber den analytischen Verfahren vor
allem in der eingeschrinkten Genauigkeit. Sie zihlen jedoch in der Ingenieurpra-
xis zu den iltesten und leisten manchmal allein durch die Abschitzung der Gro-
Renordnung eines Ergebnisses wertvolle Hilfe. Der Erkenntnis, dass man sich
kaum so sehr verzeichnen wie man sich verrechnen bzw. an der Tastatur vertip-
pen kann, ist nichts hinzuzufiigen. Trotzdem finden grafische Verfahren in Ent-
wicklungsabteilungen kaum noch Anwendung. Dies ist z. B. auch durch entspre-
chende Vorschriften, in denen ein rechnerischer Nachweis zu bestimmten

15
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Zustinden eines Tragwerkes gefordert wird, und natiirlich durch die Prisenz
eines vernetzten Computers an jedem Arbeitsplatz einschlieRlich entsprechender
kommerzieller Software bedingt. Vielfach sind grafische Verfahren an Hochschu-
len kein Prifungsgegenstand mehr. Trotzdem sollten derartige Verfahren im
Sinne einer Ergebnisabschitzung und -kontrolle einen Platz in der Technischen
Mechanik behalten. Deshalb wollen wir auch hier einige ausgewihlte Verfahren
angeben.

Als gebriuchliches Verfahren zur qualitativen Uberpriifung der Lage der Resul-
tierenden kann das sog. Seileckverfahren herangezogen werden. Die Grundidee
besteht darin, die Einzelkrifte so in jeweils zwei Hilfskrifte zu zerlegen, dass die
entstehenden zentralen
Kraftsysteme sich jeweils
im Gleichgewicht befin-
den. Dabei ist zu beach-
ten, dass einem geschlos-
senen Kriftepolygon im
Krifteplan  (KP) ein
Schnittpunkt der WL der
dazugehorigen Krifte im
Lageplan (LP) entspricht.

geg.: El’ F,, F,

ges.: Fr (d. h. Fg,ag,

Lage)

Losung:

e Ermittlung von Fy, ay nach dem Krafteckverfahren, vgl.
Abschnitt 1.2.1.2.

e Festlegung eines Poles (P) im KP, willkiirlich aber , giinstig“.

¢ Verbindung aller Kraftanfangs- und -endpunkte im KP mit P und
Nummerierung dieser Verbindungslinien von Null beginnend
(dies entspricht der Zerlegung in die Hilfskrifte).

e Fortlaufende Konstruktion der zu den Kraftecken gehérenden
Schnittpunkte der WL im LP (beginnend mit dem Krafteck aus
Hilfskraft 0, F,, Hilfskraft 1). Die Lage der WL von Hilfskraft 0 im
LP ist beliebig.

¢ Der Schnittpunkt der WL der ersten und der letzten Hilfskraft
(hier 0 und 3) im LP ist ein Punkt der WL der Resultierenden!
Dies ist aus dem KP ersichtlich. Da aber ein Punkt und die Rich-
tung eine Gerade eindeutig bestimmen, ist die Aufgabe gel6st.

Der Pol und die Lage der WL der Hilfskraft 0 im LP sind dann giinstig gewihlt,
wenn der gesuchte Schnittpunkt noch auf dem Zeichenblatt liegt. So sollte z. B.
der Winkel zwischen den WL der Hilfskraft 0 und letzten Hilfskraft weder zu
spitz noch zu gestreckt sein.
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Wenn Sie bei der Durchfithrung des Verfahrens im KP konsequent die Rich-
tungspfeile an die Hilfskrifte antragen, bemerken Sie, dass mit Ausnahme der
Hilfskraft 0 und der letzten Hilfskraft alle Hilfskrifte in jeweils zwei Kraftecken
mit unterschiedlichen Vorzeichen belegt sind, d. h., sie heben sich auf.

133
Gleichgewicht

Ein ebenes, allgemeines Kraftsystem befindet sich im Gleichgewicht, wenn weder
eine ebene Verschiebung noch eine Drehung um eine Achse, die senkrecht auf der
Ebene steht, eintritt. Dies ist nur gewihrleistet, wenn folgende GGB erfiillt sind:

ﬁR = 6 ) MR = 6 ’
bzw. in Komponenten (1.9)

ZFix:0> ZFiy:07 ZMiZO .
i=1 i=1 i=1

Exakt miissen die Momentenkomponenten mit M, bezeichnet werden.
Aus Griinden der Vereinfachung benutzen wir im Weiteren folgende Kurzsym-

zn:Fiszﬁzv ZFiy:AT:7 Xn:Mlégl)

=1 i=1

I
-

P bezeichnet den DurchstoRpunkt der Momentenbezugsachse durch die
Ebene, den sog. ,Momentenbezugspunkt“. Dieser ist frei wihlbar, da M, = 0 fir
alle Achsen gelten muss, die senkrecht auf der Ebene stehen, vgl. Abschnitt
1.3.1.1 Kriftepaar.

Bedingungen fiir grafisches Gleichgewicht (beim Seileckverfahren):
e geschlossenes Polygon im KP
e WL der ersten und der letzten Hilfskraft sind parallel.

134
Demonstrationsbeispiel

Eine Stahlscheibe der Masse m wird Z
mittels dreier Stibe, die an ihren Schnittlinie  Stab 2
Enden reibungsfreie Gelenke besitzen, e
in ihrer Ebene so befestigt, dass keiner- /
lei Bewegung moglich ist.

geg.: Masse der Scheibe m, Winkel g;
die Masse der Stibe wird vernachlis-
sigt, die Abmessungen der Lagerun- \
gen der Stibe an der Scheibe sind N | 2a .y
klein gegeniiber der Scheibengrofle. ~ TTm-——______-

Masse m
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ges.: Stabkrifte F,, F,, Fs; (analy- Fsi A
tisch und grafisch) Fop
Analytische Losung: o
Freischneiden.: A

Die Gewichtskraft der Scheibe F; =
m - g greift im Schwerpunkt der Recht-
eckscheibe an. Fa Y
Aufstellen der GGB: A

Anwendung der Gln. (1.9), da sich 22
der Bewegungszustand ,Ruhe“ der Scheibe nicht dndert, d. h., sie befindet sich
im Gleichgewicht.

— : Fg,cosa+ Fg; =0 (1)
1T:Fg + Fsysina— Fg =0 (2)
(A:—Fc~a+(F52~ sina) - 2a — (Fs, - cosa)-a=0 (3)

Zur Ermittlung des Momentes der Stabkraft Fg, benutzt man zweckmafliger-
weise die Momente ihrer beiden rechtwinkligen Komponenten!

Hinweis: Als Momentenbezugspunkt eignet sich insbesondere ein Schnittpunkt
von Wirkungslinien (mdglichst zweier) noch unbekannter Krifte. Dadurch ent-
hilt das Momentengleichgewicht nur noch eine Unbekannte. Das entstandene
lineare Gleichungssystem wird dadurch entkoppelt und elementar 16sbar.

Losung des Gleichungssystems:
Aus Gl. (3) folgt Fg, - (2 sina — cosa) = Fg

Fq

bZW. FSZ - .
2-sina — cosa

Mittels der Gln. (1) und (2) erhilt man:

F¢ sina
FS3:172- tana’ Fo=Fo- (1_2- sina — cosa) ’
Diskussion:

Aus dem Ergebnis liest man ab, dass Fg; , 3=, falls tana = 1!

Natiirlich kann das auf Grund der begrenzten Werkstofffestigkeit und der Ver-
formbarkeit der Konstruktion nicht eintreten. Jedoch sollte der Winkelbereich um
a=arctan(0,5) = 26,5° vermieden werden, da dann unkontrollierbar grofle Stab-
krifte auftreten.

Zahlenbeispiel: Fg = 10* N, a = 45°

Fg; =0 (Nullstab)
Fg, =2 Fg = 14142 N (Zugstab)

Fgy = —F. = —10* N (Druckstab)
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Grafische Losung (zur Information, Verfahren nach K. Culmann):

Generell ist es nicht moglich, eine Kraft (hier: F¢) eindeutig in drei Komponen-
ten zu zerlegen. Die Grundidee zur Losung hier besteht wiederum darin, durch
eine geeignete Hilfskraft (Culmann'sche Gerade im LP als WL der Hilfskraft C
im KP) zentrale Kriftegruppen zu schaffen, die zunichst jeweils fiir sich im
Gleichgewicht stehen. Dazu bringt man zunichst jeweils zwei Wirkungslinien im
LP zum Schnitt (Punkte I, II). Danach werden diese durch die Culmann’sche
Gerade verbunden. Damit ist es dann moglich, im KP die entsprechende Zerle-
gung vorzunehmen und bei vorgegebenem Kriftemafistab die unbekannten Stab-
krifte abzulesen.

LP KP
WL-Fg, WL-Fs2

45°

1 [(Fa1 Fga) WL-Fg,
C ‘ I (Fo Fs2)
CULMANNSsche F
Gerade G
1.3.5

Hinweise und Tipps

Der im vorigen Beispiel dargestellte Losungsablauf zur Anwendung der Gleichge-
wichtsbedingungen stimmt mit dem des Beispiels des zentralen Kraftsystems
iiberein. Die GGB enthalten nunmehr neben den beiden Kriftegleichgewichten
zusitzlich das Momentengleichgewicht. Dieses bietet die Méglichkeit, die Schnel-
ligkeit und Ubersichtlichkeit der Lésung des Gleichungssystems aktiv zu beein-
flussen:

Die Momentenbezugsachse sollte so gewidhlt werden, dass sie durch den
Schnittpunkt der Wirkungslinien zweier unbekannter Krifte verlduft. Die entste-
hende Gleichung enthilt nur noch eine Unbekannte (das Gleichungssystem wird
entkoppelt, vgl. auch Abschnitt 1.5).

Wenn sich die Wirkungslinien von allen Unbekannten in einem Punkt schnei-
den, dann entartet das Problem und ist im Allgemeinen mit den Methoden der
Statik allein nicht I6sbar.

Oftmals erweist es sich als giinstig, die Momente von Einzelkriften als
Momente ihrer rechtwinkligen Komponenten zu erfassen.
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1.4
Schwerpunktsberechnung

Eine wichtige Anwendung des Satzes der statischen Momente, Gln. (1.7), ist die
Beschreibung der Lage von Kérper-, Volumen-, Flichen- und Linienschwerpunkten.

1.4.1
Definition, Kérper- und Volumenschwerpunkt

Wir geben zunichst eine Definition des Begriffes Schwerpunkt, der vielfach auch
als Massenmittelpunkt bezeichnet wird:

Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Schnittpunkt der Wirkungslinien der resultie-
renden Massenkraft (z. B. Schwerkraft) bei beliebiger Lage des Korpers.

Voraussetzungen zur Ermittlung sind hier: homogener Werkstoff, ebene
Betrachtung. Die Losungsmethode besteht in der Anwendung der Gln. (1.7).
Dazu betrachten wir einen starren Korper konstanter Dicke mit der Masse m, der
gedanklich in infinitesimal kleine Masseelemente dm zerlegt wird. Grundsitzlich
gilt folgende Vereinbarung:

Das Koordinatensystem X, 7y, das sog. Bezugskoordinatensystem, beschreibt die
Lage des Schwerpunktes. Das Schwerpunktskoordinatensystem x, y hat seinen
Ursprung im Schwerpunkt.

geg.: Masse m, Volumen V, Dichte p

ges.. Lage des Schwerpunktes oy dx
S(xs, 7s) 7 & dm, dv

s Ys ,
Losung:

Die Lage des Masseelementes Cdy
wird durch die Koordinaten x,y S dfg
beschrieben. Die resultierende A X
Momentenwirkung der Massen- _ Y
krifte dF; aller Masseelemente
muss die gleiche sein, wie diejenige
der resultierenden Massenkraft F. T
Entsprechend dieser Aquivalenz,
vgl. GL (1.7), ergibt sich beztiglich
einer Drehachse durch den Ur-
sprung:

Y

Fo - % = J x dF .

(Fg)
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Der Ausdruck (F;) unter dem Integralzeichen bedeutet eine bestimmte Integra-
tion iiber alle Massenkrifte. Mit Fo =g-m=g-p-V,dF; =g-dm=g-p-dV
erhilt man die beiden Schwerpunktskoordinaten:

1 1
&Szvjxdv, ?s:VJ)?dV‘ (1.10)
(v) (V)

Der Ausdruck fiir y, ergibt sich durch Drehung unseres Bildes um 90°.

1.4.2
Flachenschwerpunkt

Wir betrachten einen Korper konstanter Dicke h. Damitgilt: V =h- A, dV = h - dA.
Mithin erhilt man aus den Gln. (1.10):

Xs =— | xdA, ys:%JydA. (1.11)

) ()

Beispiel: Schwerpunktslage im rechtwink- 7 _
ligen Dreieck dx

geg.: Grundlinienlinge B, Héhe H i

ges.: Schwerpunktslage S(Xs, ys) dA
Losung:

Grundlage ist die Anwendung von GL -
(1.11). Zunichst ermitteln wir X,. Das Inte-
gral {iber ein ebenes Gebiet (Integration
iiber A) ldsst sich in ein Einfachintegral !
umformen, indem die Dreiecksfliche in
infinitesimal breite Rechtecke zerlegt wird.
Man erhilt:

h(x)

«1Y

=l

w

A
Y

A= %B -H, dA = h(x) - dx , wobei gilt (Strahlensatz): h(x) = H- (1 — i)

o

B H
Dies fithrt schliefllich auf das bekannte Ergebnis X5 = 3 und analog ys = 3"

B
2
Nunmehr ist das folgende bestimmte Integral zu l6sen: X = )dx .

ool N
w‘x\

1.43
Linienschwerpunkt

Darunter verstehen wir den Schwerpunkt linienférmiger Gebilde, d.h. sol-
cher Korper, deren Elemente vernachlissigbar kleine Abmessungen gegen-
tiber der Lingsrichtung besitzen, z.B. diinne Reifen, Drahtmodelle, Stab-
konstruktionen u. 4. Beim Trennvorgang des Stanzens muss z. B. fiir einen effek-
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tiven Schnittablauf gewihrleistet sein,

<

dass die Wirkungslinie der Stempel- ds
kraft durch den Linienschwerpunkt der )%( o

Berandung der auszuscherenden Fli- s S
che verliuft. X
Legt man einen Linienquerschnitt _
A = konst. zugrunde, dann folgt aus ”$
den Gln. (1.10) mit V=A-L und
dV=A-ds: — =
X - X
Scs:%Jicds, ys:%Jj}ds. (1.12)
() (1)
Bezeichnungen:
s — Koordinate entlang der Linie, ds — Linienelement, L — Linienlinge.
Beispiel: Linienschwerpunkt eines Viertelkreisbogens
geg.: mittlerer Radius R
ges.: Schwerpunktslage S(Xs, ys)
Losung:
Anwendung von Gl. (1.12), zunichst y A
Ermittlung von X;. Man erhilt die
Linge des Bogens L = n - R/2.
Das Bogenelement ergibt sich zu do
ds=R-dp, 0<p<n/2. Fir die Koor- R
dinate % kann man schreiben ds
X = R- cosg.
Damit ist nach Einsetzen in Gl. (1.12) ®
folgendes Integral zu l6sen: R-cosg ;
- /2 ~
Xy =—— J cos ¢ - dg.

0

2-R
Nunmebhr das Ergebnis: xs = = s (Symmetrie).

1.4.4
Flichenschwerpunkt zusammengesetzter Flichen — Demonstrationsbeispiel

Insbesondere im Kapitel Festigkeitslehre wird hiufig auf die Kenntnis des Fla-
chenschwerpunktes zuriickgegriffen. Die Schwerpunktslagen vieler elementarer
Flichen finden Sie in Tabellenbiichern und Formelsammlungen. DIN-Blitter
(z.B. DIN 1025 fiir I-Profil und DIN 1026 fiir U-Profil) enthalten die Schwer-

punktslagen der Querschnitte von Halbzeugen.

Sehr oft steht der Ingenieur vor der Aufgabe, die Schwerpunktslage einer Fli-
che zu ermitteln, die sich aus Teilflichen mit jeweils bekannten Einzelschwer-

punktslagen zusammensetzt.
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Vorgehensweise
Nach Festlegung eines geeigneten Bezugskoordinatensystems wird die Fliche
vollstindig in Teilflichen mit jeweils bekannter Schwerpunktslage zerlegt.

Damit fithren die Gln. (1.11) auf folgende Beziehungen:

N T
Xs :szsi'Aia s :XZYsi'Ai : (1.13)
i=1 i=1

Dabei bezeichnen n die Anzahl der Teilflichen, A; den Flicheninhalt der i-ten
Teilfliche und X;, ys; die Schwerpunktskoordinaten der i-ten Teilfliche
Demonstrationsbeispiel:

geg.: Trapezfliche mit den v
Abmessungen B, L, H, vgl.

Skizze. Flache 1 Flache 2
ges.: Schwerpunktslage

S(%s,¥s) N
Loésung: H ¥,

Festlegung des Bezugskoor- S X
dinatensystems ¥, y,, Flichen-
einteilung (1 - Rechteck,
2 — Dreieck), Ermittlung der
Schwerpunktslage nach GI.
(1.13), giinstig in Tabellen-
form.

Hinweis: Falls es notwendig ist, die Gesamtfliche durch die Subtraktion von Ele-
mentarflichen zu bilden, miissen diese nicht vorhandenen Flichen mit einem
negativen Flicheninhalt beriicksichtigt werden.

Die fiir die Losung notwendigen Angaben sind in der nachfolgenden Tabelle
enthalten.

=1y

11
\

i Xgi ¥si Aj - Xgj Aj Vs
2 . L2
L B B H B-H B-H
2 2 2 2
(L—B)-H (L-B) H H 2
2 B = . (L+2B)-(L—B = .(L-B
5 + 3 ¢ (L+2B)-(L—B) )
2 H H
> E»(L+B) E‘(BZ+L-B+L2) ?.(23+L)

Nunmehr erhilt man durch Quotientenbildung der entsprechenden Elemente
der Summenzeile die gesuchten Schwerpunktskoordinaten:

(B°+L-B+1?) _ H-(2-B+1)

T3+ B) T 3.1y

Darin sind die Sonderfille Rechteck (L= B) und Dreieck (B=0) enthalten.
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1.4.5
Hinweise und Tipps

Die Ermittlung der Schwerpunktslage von Flichen und Linien bereitet keine prin-
zipiellen Schwierigkeiten. Trotzdem sei hier auf einige Fehlerquellen hingewie-
sen, da z. B. die Kenntnis der Lage des Flichenschwerpunktes unbedingte Vo-
raussetzung fiir die spitere Bewertung biegebeanspruchter Bauteile ist:

Schwerpunktsangaben ohne ein Bezugskoordinatensystems sind sinnlos.
Schwerpunktslagen von Teilflichen werden durch Koordinaten beziiglich des
Bezugskoordinatensystems beschrieben!

Bei der Einteilung der Gesamtfliche in Teilflichen gibt es zwar unendlich viele
Moglichkeiten, aber i. Allg. nur wenige Minimalvarianten. Das heifft, man sollte
eine Zergliederung mit moglichst wenigen Flichen anstreben. Nutzen Sie gege-
benenfalls die Moglichkeit, die Gesamtfliche durch die Subtraktion von Einzelfli-
chen darzustellen. Beachten Sie dies dann konsequent bei der Anwendung der
Gln. (1.13). Nicht vorhandene Flichen besitzen einen negativen Flicheninhalt!

Viele Querschnitte von Trigern besitzen zumindest eine Symmetrieachse. Auf
dieser liegt der Schwerpunkt. Man braucht demzufolge nur eine Koordinate zu
berechnen. Ob man {iberhaupt noch rechnen muss, wenn mindestens zwei Sym-
metrieachsen existieren, sollten Sie selbst herausfinden.

Eine Teilfliche muss nicht unbedingt eine ,einfache“ Fliche, sondern kann
z.B. auch der Querschnitt eines Halbzeuges (Profile nach DIN) sein. Die entspre-
chenden Schwerpunktslagen sind den DIN-Blittern zu entnehmen.

Nutzen Sie Thren gesunden Menschenverstand zur qualitativen Uberpriifung
des Ergebnisses. Auch die Durchfithrung eines entsprechenden Experiments gilt
nicht als Schande. So kann man z.B. ein Pappmodell der Fliche vertikal an
mehreren Innenpunkten nacheinander aufhingen. Die in den jeweiligen Gleich-
gewichtslagen eingezeichneten Vertikalen, d.h. die Wirkungslinien der resultie-
renden Massenkraft, schneiden sich im Schwerpunkt.

Fiir eine groRe Anzahl typischer zusammengesetzter Flichen findet man in
technischen Nachschlagewerken die Schwerpunktslagen in allgemeiner Darstel-
lung. Beachten Sie bei der Anwendung dieser Formeln die evtl. Unterschiede in
den Bezugskoordinatensystemen und den Bezeichnungen der Abmessungen zwi-
schen Ihrer Aufgabe und der Vorlage.

1.5
Ebene Tragwerke

Um die analytischen GGB systematisch zur Berechnung von Kriften und
Momenten in Tragwerken anwenden zu kénnen, miissen einfache, aber typische
geometrische Modelle des Tragwerkes bzw. seiner Teile, Modelle der Lager- und
Verbindungselemente und Modelle der Belastungen entwickelt werden. Ein ebe-
nes Tragwerk liegt dann vor, wenn durch das Freischneiden ein ebenes Kraftsys-
tem entsteht.
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1.5.1
Modelle — Grundformen des starren Kérpers

Zwei solche Grundformen des starren Korpers, nimlich der Stab als Stiitzelement
und die Scheibe, fanden in vorhergehenden Beispielen bereits Verwendung. Aus-
gewihlte Grundformen des starren Korpers sind nachfolgend knapp beschrieben
und symbolisch dargestellt.

Stab
(Die grofiten Querschnittsabmessungen sind sehr viel kleiner als die Linge )
Fachwerkstab (gerade) Fs Fs

| —

/

< -

(auch Seil, falls Fg>0; gelenkige, reibungsfreie Lagerung an den Enden, iibertrigt
nur Krifte in Lingsrichtung)

Triger / Balken F
1 F,
M

- '

(beliebige Belastung und Lagerung; Trigerlingsachse auch abgewinkelt, ver-
zweigt und/oder gekriimmt)

In den nichsten Abschnitten beschiftigen wir uns vorwiegend mit Tragwerken,
deren Elemente man als Stibe modellieren kann (Stabtragwerke).

Trotzdem sollen an dieser Stelle noch einige weitere wichtige Modelle vor-
gestellt werden.

Zur Modellierung von flichenhaft ausgebildeten Bauteilen benutzt man die
Modelle der Scheibe, der Platte und der Schale. Thnen gemeinsam ist, dass die
Bauteildicke (h) sehr viel kleiner ist, als die Linge, Breite, der Durchmesser, der
Kritmmungsradius usw. Scheibe und Platte unterscheiden sich nur in der Belas-
tungsrichtung.

Scheibe
(Belastung in der Scheibenmittelebene)
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Platte
(Belastung senkrecht zur Plattenmit-
telebene)

Schale

(i. Allg. doppelt gekriimmt, Belastung
beliebig, p,, p, Radien der Haupt-
kritmmungskreise)

1.5.2
Modelle von Lager- und Verbindungsarten

Unabhingig von ihrer tatsichlichen konstruktiven Gestaltung unterscheidet man
die Lager nach der Anzahl der méglichen Lagerreaktionen. Diese ist funktionell
durch die Anzahl der unterbundenen Freiheitsgrade (Verschiebungen und Dre-
hungen des starren Korpers), die sog. Wertigkeit, festgelegt. Bei der Modellierung
werden hier Reibungsphinomene und Forminderungen vernachlissigt.

Lagerstellen werden i. Allg. mit einem Groflbuchstaben bezeichnet. Die
Annahme des Richtungssinnes der beim Freischneiden auftretenden Lagerreak-
tionen ist willkiirlich, jedoch sollte man sich zum Zwecke einer effektiven Abar-
beitung z. B. dafiir entscheiden Vertikalkrifte nach oben, Horizontalkrifte nach
rechts und Stabkrifte als Zugkrifte anzutragen. Nachfolgend sind einige wichtige
ebene Lagerarten, ihre Symbole (linke Skizzen) und Beispiele zum Freischneiden
(rechte Skizzen) zusammengestellt:

Einwertige Lager:

Pendelstiitze

(Stabanschluss, Stablager; verhindert Verschiebung in Stabrichtung, die Auflager-
reaktion entspricht der Stabkraft)
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Rollenlager

(Loslager; verhindert Verschiebung senkrecht zur Rollrichtung; Darstellung der
Rollrichtung durch parallele Linien am Lagerboden; die Wirkungslinie der Aufla-
gerreaktion/Lagerkraft bildet mit der Rollrichtung einen rechten Winkel)

Zweiwertige Lager

Festlager

(verhindert Verschiebung in zwei zueinander senkrechten Richtungen; in diesen
Richtungen wirken die beiden Auflagereaktionen, die Komponenten der Lager-

kraft)

Gleithiilse

(axiale Verschiebung ist moglich; verhindert vertikale Verschiebung und Verdre-
hung, daraus resultieren die Reaktionen vertikale Lagerkraft und Einspannmo-
ment)
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Dreiwertiges Lager

Einspannung

(Einspannstelle, vollstindige Verschiebungs- und Drehbehinderung in der Ebene;
damit drei Auflagerreaktionen, die rechtwinkligen Komponenten der Lagerkraft
und das Einspannmoment)

Verbindungselement

Gelenk

(Trigerabschnitt, der kein Moment iibertragen kann; Verschiebungsbehinderung
in zwei senkrecht aufeinanderstehenden Richtungen fithrt zu den zwei Gelenk-
reaktionen, den Komponenten der Gelenkkraft)

1.5.3
Modelle der Belastung

Als wichtigstes Modell der mechanischen Wechselwirkung von Bauteilen wurde bis-
her die Kraft (oder Einzelkraft) beschrieben. Sie wirkt auf einer Wirkungslinie und
setzt damit eine verschwindende Wechselwirkungsfliche voraus. Nun gibt es aber
eine Vielzahl von Wechselwirkungen, bei denen eine einzige Kraft, die tatsdchlichen
Gegebenheiten nur unzureichend beschreibt. Dies ist z. B. bei der Erfassung der
Belastung einer Konstruktion durch das Eigengewicht, durch Wind- und Schnee-
lasten der Fall. Nachfolgend wird eine Einteilung der Krifte nach der Geometrie des
Wechselwirkungsgebietes gegeben:
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e FEinzelkrifte (Punktlasten)

o Streckenlasten (Linienkrifte) (z. B. Eigengewicht von Stiben)

e Flichenlasten (z. B. Schneelasten, Druckverteilung an Stauwer-
ken, Behiltern und an umstrémten Konstruktionen, z. B. Auflen-
haut einer Karosserie)

Eine fiir die Modellierung von Stabtragwerken wichtige Belastung ist die Stre-
ckenlast. Thre Erfassung erfolgt so, dass man anstelle der Streckenlast eine Einzel-
kraft (Ersatzkraft) verwendet, die die gleiche statische Wirkung besitzt, wie die
urspriingliche Streckenlast. Damit benétigt man die Resultierende der Strecken-
last nach Betrag, Richtung und Lage, vgl. Gln. (1.8), (1.10).

Vorgehensweise:
KenngréRe der Streckenlast: Intensitit g, MaReinheit z. B. [q] = Nm .

Riickfithrung der Strecken- 1 N /
last oder eines Streckenlasttei- q(s)
les in eine (oder mehrere) Ein- Fq
zelkra(e)ft(e) JTW
. _'._ [Py P —————— '_ _| _________ [ pppp—————— '_
Betrag F, = [q(s) - ds. ‘L'- \S_q,
0

1
Lage s, = 1 Jq(s) -s-ds.
Fq )
Verbal gilt fiir die Ermittlung von Betrag (Richtung ist durch Richtung der
Intensitdt vorgegeben) und Lage von F, (Ersatzkraft):
F, entspricht der Flache der Streckenlast {iber der Tragerlinge.
Die Wirkungslinie von F, verlduft durch den Schwerpunkt dieser Flache.

Beispiele fiir Ersatzlasten: Fo=al
Rechtecklast: i
Betrag und Lage a=1
! Y ¥V YyYy VY Y
Sq = 7 I s yes— [ Sy — pp— I-
2
——
/
F
Dreiecklast: 1 q(s) | "a
Betrag und Lage F, = iqo -l S
_ 2l %
S =3 ‘
_I _______ SN U A R ——— l,v_
qo — Maximalintensitit Sq -
/
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154
Auflagerreaktionen einfacher Tragwerke

Falls zur Modellierung eines Tragwerkes nur

7
p¥ 30°
45°

ein starrer Korper notwendig ist, spricht man
von einem einfachen Tragwerk. Die verallge-

2a

meinerbare Vorgehensweise zur Ermittlung
der entsprechenden Auflagerreaktionen wird a
im nachfolgenden Beispiel demonstriert.

y"

B

Ein durch zwei Einzelkrifte belasteter Aus-
leger (abgewinkelter Triger, vgl. Skizze) wird
durch eine Pendelstiitze und ein Festlager
abgestiitzt.

Fs

0
30° F
45°

geg: F,a
ges.: Auflagerreaktionen a
Lésung:

Freischneiden (Der Richtungssinn von Fs, Fy,,
Fy, ist beliebig!)

GGB: Anwendung der Gln. (1.9), da das Trag-
werk in Ruhe bleibt:

—>: Fpy +F — F, sin 30° —F cos 45°=0 (1)
1 : Fgy + Fs cos 30° —Fsin 45° =0 (2)
(B: (Fsin30°) 2a—F.a=0 3)

B als ,Momentenbezugspunkt“ erweist sich als

glinstig, da durch ihn die Wir-

kungslinien der unbekannten Krifte Fp,, Fp, verlaufen. Ebenso hitte C gewahlt
werden kénnen. Fiir den Punkt B spricht zusitzlich, dass durch ihn die Wir-
kungslinien der Kraft F und der Komponente F - cos 30° verlaufen. Das Glei-

chungssystem wird dadurch entkoppelt.

Losung des Gleichungssystems:
Aus Gl. (3) folgt: Fs=F.
Einsetzen in GL. (1):

1.1 1
Fo+F —>F — E\/ZF = 0 und damit Fy, = 3 (V2 - 1)F.

Einsetzen in Gl. (2):

1 1 F
Fpy +E\/§F - iﬁF = 0 und damit Fy, = _E(\/_ -V2).

Kontrolle:

Zum Beispiel Uberpriifung des Momentengleichgewichts um E:

(E:FBx-Za—FBY-Za—I—F-a—FS cos 30°-2a = 0.
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Einsetzen der Ergebnisse: F-a- [(V2—1)+ (V3 —-Vv2)+1-3] =0

Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Da die Kontrollgleichung unabhin-
gig von den obigen GGB aufgestellt wurde und alle drei ermittelten Auflagerreak-
tionen Beriicksichtigung finden, ist die Richtigkeit der Ergebnisse bestitigt.

1.5.5
Zusammengesetzte Tragwerke

Oftmals muss man bei der Modellierung von Konstruktionen mehrere miteinan-
der verbundene starre Korper verwenden. Denken Sie z. B. an die bewegten Teile
des Triebwerkes eines Verbrennungsmotors mit Kolben, Pleuel, Kurbelwelle. Man
bezeichnet solche als zusammengesetzte Tragwerke. Nachfolgend sind zunichst
einige wichtige Modelle von aus Stiben und Gelenken zusammengesetzten Trag-
werken zusammengestellt.

1.5.5.1 Tragwerksarten (Auswahl)

Fachwerke: (vgl. Abschnitt 1.8)

Fachwerke bestehen aus Fachwerkstiben, die in Gelenken, den sog. Knoten, rei-
bungsfrei miteinander verbunden sind. Die Belastung erfolgt durch Einzelkrifte,
die in den Knoten eingeleitet werden.

1...5 Stibe
I... IV Knoten

Gerber-Trager (nach G. H. Gerber, 1866)

System gerader Triger, welches durch das Einfiigen von Gelenken statisch
bestimmt wird, s. u.; die Lager und Verbundgelenke liegen auf einer Geraden,
vgl. Briickenkonstruktionen.

i

7B 777 C 7777, D

Dreigelenkbogen

System gerader, gekriimmter oder abgewinkelter Triger; Lager (sog. Kimpferge-
lenke, hier B, C) und Verbundgelenk G (Scheitelgelenk) liegen nicht auf einer
Geraden.
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Sprengwerk

System aus Trigern, die durch Gelenke und Fachwerkstibe verbunden sind. Die
Konstruktion versagt, wenn das Verbindungsfachwerk zwischen den beiden Tri-
gern ,gesprengt” wird (hier: Stab 3).

B ) HHV‘HVVV !HVHvavqu
/1 2 G 4W 57777C
) 3

1.5.5.2 Statische Bestimmtheit
Fir ein zusammengesetztes Tragwerk gelten unter Berticksichtigung der allge-
meinen GGB und der Begriffserklirung der Statik folgende GGB:

Ein zusammengesetztes Tragwerk ist dann im Gleichgewicht, wenn jedes Teilsystem
(jeder starre Korper) fiir sich im Gleichgewicht ist.

Dabei gelingt es im Allgemeinen, die unbekannten Auflager- und Verbindungs-
reaktionen sofort zu berechnen, wenn ebenso viele Unbekannte wie Gleichungen
(GGB) vorhanden sind. Man nennt das Tragwerk dann statisch bestimmt. Dies 14sst
sich allgemeiner formulieren, wenn man mit »n die Anzahl der Freiheitsgrade des
Tragwerkes bezeichnet:

n=3-k—a—v. (1.14)

Dabei bezeichnen: a Anzahl der Auflagerreaktionen, v Anzahl der Verbindungs-
reaktionen, k Anzahl der starren Korper (der Faktor 3 resultiert aus drei Freiheits-
graden bzw. GGB des starren Korpers in der Ebene).

Fallunterscheidung:

= 0, Tragwerk ist statisch bestimmt
n > 0, Tragwerk ist Mechanismus mit n Freiheitsgraden
< 0, Tragwerk ist |n|-fach statisch unbestimmt
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Hinweise:

e Die Bewegung von Mechanismen (Systemen starrer Kérper) wird
im Kapitel 3 Kinematik untersucht.

e Statisch unbestimmte Tragwerke sind nur unter Einbeziehung
von Verformungsbetrachtungen (vgl. Kapitel 2 Festigkeitslehre)
losbar.

e Gleichung (1.14) ist fiir n= 0 nur eine notwendige, aber keine
hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit.

Beispiele, bei denen trotz n = 0 eine Losung q
unter alleiniger Nutzung der GGB nicht gelingt: \

e Lagerung eines Trigers durch drei Pendelstiit-
zen, deren Wirkungslinien sich in einem
Punkt schneiden oder parallel verlaufen (vgl.
Abschnitt 1.3.4).

e Tragwerk so, dass sich die Wirkungslinien der
Lagerkrifte im Festlager schneiden, vgl.
nebenstehendes Tragwerk.

Wirkungslinie F

BAy

¢

1.5.5.3 Auflager- und Verbindungsreaktionen zusammengesetzter Tragwerke
Die Modelle zusammengesetzter Tragwerke bestehen aus mehreren starren Kor-
pern, die durch Verbindungselemente zusammenhingen. Der fiir derartige Auf-
gaben typische Losungsgang wird im nachfolgenden Beispiel beschrieben.

Ein in B eingespannter Triger (Kragtriger) ist in G gelenkig mit einem abgewin-
kelten Triger verbunden, der durch ein Loslager C abgestiitzt wird. Die Belastung
erfolgt durch eine konstante Streckenlast im horizontalen Bauteilbereich und
durch eine Einzelkraft.

_ 4a P 2a
B eI T T =~ eI e
\\
% vuvrn“quHrrq \
\
\\\\\ @/} \ \\
_______ - \\ aV F “
vk )
\ 1
\ a /
wY__Hc
: ; ; 7/
geg.: q, o
ges.: Auflager- und Gelenkreaktionen fur den Sonderfall F = qa
Loésung:
Freischneiden:

Durch zwei jeweils geschlossene Schnittlinien, die sowohl das Tragwerk von
den Lagerstellen als auch die im Gelenk (G) miteinander verbundenen Tragwerks-
teile trennen, erhilt man die beiden starren Kérper I, II. Die durch den Schnitt
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der Streckenlast entstehenden zwei Rechtecklasten werden auf beiden starren
Korpern jeweils durch ihre Ersatzlast F,;, F,, beriicksichtigt, vgl. nachfolgendes
Bild.

Fq
Fp=2qa

Mg .
FBX V & FGX
[ ] <¢ y
A
e
&$ w |20 | e Nala][e
™
Feg,

- Y
b

starrer Kérper I starrer Korper 11

1=4qa

n
@
o

1>

Uberpriifung der statischen Bestimmtheit, Gl. (1.14):

n=3k—-a-v=3-2-4-2=0

Die notwendige Bedingung fiir statische Bestimmytheit ist damit erfiillt.
GGB:

Korper I: Korper II:
= Fpy + Fey = 0 (1) —t—Fex,—qa=0 4)
1 :Fpy+ Fey—4q0 =0 (2) T:—Fg —2qa+Fc=0 (5)

(Bs — (4qa) - 2a+ Fg,-4a+ My =0 (3) (G :—2qa-a—qa*+ Fc-2a = 0 (6)

Losung des Gleichungssystems:

Die Gln. (4) und (6) enthalten jeweils nur eine Unbekannte. Damit ist das
Gleichungssystem (mit sechs Unbekannten) entkoppelt und einfach lsbar. Man
erhilt schlieRlich folgende Ergebnisse:

3 1 9
Fc ZEQ‘% Fox = —qa, FGy - _chh Fa, = 44, FBy :iqa7 Mg = 10qﬂ2.

Kontrolle:
Zum Beispiel wihlt man als Kontrollgleichung das Momentengleichgewicht
am Gesamtsystem.

(G:FC-Za—F~a+6-qu~a— Fg,-4a+My=0 = ¢qa*-(3-14+6-18+10)=0
Diese Bedingung ist offensichtlich erfiillt.

Hinweis: Falls das System duflerlich statisch bestimmt gelagert ist (nur drei Auf-
lagerreaktionen), sollten zuerst die Auflagerreaktionen mittels GGB am Gesamt-
system ermittelt werden. So fithren z. B. die GGB am nachstehenden Tragwerk
unmittelbar auf die Auflagerreaktionen Fy,, Fy, und F.. Anschliefend trennt man
das Tragwerk mittels eines geschlossenen Schnittes durch das Gelenk, das Seil
(bzw. Fachwerkstab) und durch eines der Auflager in zwei Teile. An dem von der
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genannten Schnittlinie umschlossenen Trag- T ~
werk werden die GGB aufgestellt. Die Losung / fii H H ! H | Vq \\‘
des entstehenden Gleichungssystems ergibt / |

. . . . )

unmittelbar die Seilkraft/Stabkraft und die ! G |
Gelenkkrifte. ! |
!
ll\ Seil, Fachwerkstab /

\ /

F; Bx, \\\ B C //

————————————— 2

156 . 2
Hinweise und Tipps Fay Fe

Trotz der dufderen Vielgestalt der Tragwerke bereitet im Falle der statischen
Bestimmtheit die Ermittlung von Auflager- und Verbindungsreaktionen prinzipi-
ell keine Schwierigkeiten. Der hier beschriebene Algorithmus fiihrt stets auf ein
losbares lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Reaktionen. Den Auf-
wand zur Losung dieses Systems kann man bei Beachtung nachfolgender Hin-
weise einschranken:

Der Losungsschritt des Freischneidens muss Klarheit dariiber bringen, ob die
Aufgabe allein durch die Anwendung der GGB losbar ist. Gleichfalls sollte dieser
Losungsschritt das Eintragen von Ersatzkriften fiir vorhandene Streckenlasten
mit einschliefRen. Uberlegen Sie dabei auch, ob es nicht giinstig ist, die Strecken-
last zu teilen (z. B. Trapezlast in Rechteck- und Dreiecklast).

Pendelstiitzen und andere Fachwerkstibe sind stets mittels Schnitt durch den
Stab freizuschneiden.

Die Richtungspfeile der anzutragenden unbekannten Reaktionen sind frei
wihlbar. Trotzdem sollte man sich unter dem Aspekt einer systematischen Vorge-
hensweise dazu entschlieflen, die Krifte und Momente z. B. in Richtung der
Koordinaten (x, y bzw. mathematisch positiv) anzutragen. Bei Fachwerkstiben
erweist es sich als zweckmifRig, die Stabkrifte als Zugkrifte anzutragen. Gege-
benenfalls ist es vorteilhaft, die Reaktionskrifte des Festlagers, d. h. die recht-
winkligen Komponenten der Lagerkraft, in Richtung duflerer Krifte anzutragen.

Bei zusammengesetzten Tragwerken sind im Falle der duferlich statisch
bestimmten Lagerung die GGB zunichst fiir das Gesamttragwerk aufzustellen.

Sollte eine Einzelkraft am Gelenk angreifen, dann ist das Gelenk als zusitz-
licher starrer Korper freizuschneiden (ebenes, zentrales Kriftesystem).

Fur das Aufstellen des Momentengleichgewichts gilt das bereits in Abschnitt
1.3.5 Gesagte. Im Falle des Dreigelenkbogens erweist es sich oftmals als glinstig,
die beiden Momentengleichgewichtsbedingungen jeweils um die Kimpferge-
lenke (Festlager) aufzustellen. Man erhilt dann ein Gleichungssystem fiir die bei-
den Komponenten der Gelenkkraft des Scheitelgelenkes.

Bei der Losung des Gleichungssystems ,von Hand“ trigt die Nummerierung
der Gleichungen mit dazu bei, den Uberblick zu behalten.

Numerische Verfahren zur Losung des Systems der GGB, die i. Allg. auf dem
Gauss’schen Algorithmus aufbauen, sollten erst bei hoherer Ordnung des Glei-
chungssystems und nicht einfacher Entkopplung zum Einsatz kommen. In die-
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sem Falle muss dem Computer das Gleichungssystem vollstindig mitgeteilt wer-
den (Ordnung des Gleichungssystems, Vektor der rechten Seite, Koeffizientenma-
trix, vgl. Mathematik, Abschnitte Lineare Algebra, Matrizenrechnung)!

Fir ein gekoppeltes 3x3 System bietet sich die Cramer’sche Regel an, vgl.
Mathematik (Gabriel Cramer, 1750), Abschnitt Lineare Algebra.

Numerische Methoden zur Ermittlung von Auflager- und Verbindungsreaktio-
nen wendet man erst bei komplexeren ebenen (und riumlichen) Tragwerken wirt-
schaftlich sinnvoll an. Derartige Methoden, wie die Finite-Element-Methode, das
Ubertragungsmatrizenverfahren, das KraftgréRenverfahren usw., vgl. Kapitel 5,
liefern aufler den Auflager- und Verbindungsreaktionen stets eine Vielzahl weite-
rer mechanischer und z. T. auch thermischer Zustandsgréfen. Dazu ist natiirlich
ein mitunter enormer Aufwand in der Modellaufbereitung (dem sog. Preproces-
sing) notwendig.

1.6
Schnittreaktionen

1.6.1
Grundbegriffe

Im nachfolgenden Bild sehen Sie drei unterschiedliche Triger, die mittig durch
eine jeweils gleiche vertikale Finzelkraft belastet werden. Wir nehmen eine
Anleihe beim Bauwesen und gehen davon aus, dass dies drei verschiedene
Modelle einer Briicke zwischen zwei Widerlagern (B, C) sind. Die Lager besitzen
in allen Fillen die gleiche horizontale Entfernung.

Sie erkennen, dass in F F
allen drei Fillen die Aufla- Y
gerreaktionen gleich grofs F !
sind, niamlich 0,5 F in verti- : :
kaler Richtung. Jedoch ! - ! !
unterscheidet sich die Art g7 1+ K77 0 TR 0 T
und Weise der Kraftiiber- gerader Balken Rahmen Halbkreisbogentrager

tragung bzw. des sog. Krafi-
flusses von der Krafteinleitung zu den Lagerungen betrichtlich, d. h., die drei Bau-
teile werden trotz gleicher duflerer Belastung im Inneren unterschiedlich bean-
sprucht.

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu untersuchen, wie die inneren Reaktionen, die
durch den Kraftfluss von Lasteinleitungsstellen zu den Lagerungen entstehen,
das Bauteil beanspruchen.

Die Methode besteht in der Anwendung des Schnittprinzips zum Freischnei-
den beliebiger Stellen im Tragwerksinneren. Die an den entsprechenden Schnitt-
stellen, den sog. Schnittufern, freiwerdenden Reaktionen (Krifte und Momente)
heiflen Schnittreaktionen.
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Grunduberlegung

Wir betrachten einen bei A eingespannten Triger. Die Auflagerreaktionen in der
Einspannstelle A ergeben sich entsprechend Abschnitt 1.5.4. Nunmehr schneiden
wir den Trager gedanklich an der Stelle B. Die variable Lage von B wird durch
eine Koordinate z beschrieben. Da nun der Trigerteil der Linge z in B mit dem
Tragerteil der Linge (I- z) starr verbunden (bzw. ,eingespannt“) war, werden
beim Schnitt die Reaktionen einer ebenen Einspannstelle als Schnittreaktionen
frei.

F
Y,
/ A B a
N n
ez ]
- l - I
Einspannung A: »Einspannung® B:

F F
M, Fay A M) A Fy) a\\'
Fax

A / Fl(e) B - |

Auflagerreaktionen: Schnittreaktionen:
F..,=Fcosa F, — Lings-/Normalkraft
F,=-Fsina Fq — Querkraft
M,=Flsina M - Schnittmoment

Dabei sei vermerkt, dass die Lingskraft mitunter mit N und die Querkraft mit-
unter mit Q bezeichnet werden. Da das Schnittmoment M die Biegebeanspru-
chung des Trigers beschreibt, benutzt man auch die Bezeichnung Biegemoment
M,.

Ebenso, wie man die Auflagerreaktionen durch die GGB am gesamten Triger
erhilt, ergeben sich die Schnittreaktionen aus den GGB am geschnittenen Trager
(Tragerteil der Linge 2):

—: 0=—F +F-cosa = F_ = F- cosa = konst.
T 0= Fy + Fsina = Fy, = —Fsina = konst.
(B: 0=—-M+ (F-sina)-z = M(z) = (F- sina)-z

Mit diesen Funktionen ist es dann moglich, die Werte Schnittreaktionen an
samtlichen Stellen des Trigers 0 < z <[ zu ermitteln, d. h., die Schnittreaktionen
ergeben sich in Abhingigkeit der z-Koordinate.

Die Lingskraft und die Querkraft sind hier im Triger konstant, das Moment
verindert sich linear mit z. Man erkennt, dass fir z = | die Funktionswerte der
Schnittreaktionen mit den Reaktionen der Einspannung tibereinstimmen.
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Aus Griinden der Anschaulichkeit stellt man die Schnittreaktionen grafisch am
Tragwerk dar. Dazu wird ein kartesisches Koordinatensystem benutzt, wobei die
Triagerlingsachse (z-Koordinate) als Abszisse fungiert. Senkrecht dazu sind dann
die Werte von F,, F, und M anzutragen. Entsprechend den obigen Funktionen
erhilt man bei Wahl eines geeigneten Maf3stabes:

Langskraft F, Querkraft Fq Schnittmoment M
F.cosa
0
—F-sina W

Fiir unsere weiteren Betrachtungen wollen wir nunmehr die Richtungen der
Schnittreaktionen an den Schnittufern (,rechtes“ und ,linkes*) festlegen.
Definition der Schnittreaktionen:

Schnittufer
linkes | rechtes
M |
L MaFe
|
___________________ : S
- F : F <
z FQ : z
yv : vy
|

Dabei beschreibt z die Koordinate der Schnittstelle und v die Koordinate der
Durchsenkung. Diese wird hier zwar noch nicht benétigt, aber der Vollstindigkeit
wegen mit angegeben, vgl. Abschnitt 2.5. F;, Fy, und M sind i. Allg. Funktionen
der Koordinate z.

1.6.2
Ermittlung von Schnittreaktionen in Tragwerken

Wir wollen nunmehr die Funktionen von F;, F, und M, d.h., die Funktionsglei-
chungen und ihre Graphen, fiir das gesamte Tragwerk ermitteln.

Hinweis: Auf Grund geometrischer (kinematischer) und kriftemdfSiger (dynami-
scher) Gegebenheiten des Tragwerkes (sog. Randbedingungen) sind die Funktionen
der Schnittreaktionen nur innerhalb bestimmter Bereiche stetig.

In jedem Bereich (Anzahl k) mit den Bereichskoordinatensystemen z;, v; gibt
es die Funktionen F, , Fo, M;.

Bereichsgrenzen sind bedingt durch:

e Belastung wie
— Einleitungsstellen von Einzelkriften und Momenten (d. h. auch Lager),
— Beginn und Ende von Streckenlasten mit stetiger Intensitit.
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o Geometrie des Trigers:
— Tragerenden, Knicke, Verzweigungen,
— unstetige Kriitmmungséinderung.

Empfehlung zur Vorgehensweise:

Berechnung der Lagerreaktionen (beim Kragtriger u. U. nicht

notwendig)

e Bereichseinteilung (k Bereiche)

Festlegung der Bereichskoordinatensysteme (Deren giinstige

Wabhl entscheidet tiber den Lésungsaufwand. Als giinstig erweist

sich oftmals die Befolgung der Regel ,z von auen nach innen*“.)

e Untersuchung der einzelnen Bereiche: In jedem Bereich erfolgt
ein Schnitt des Tragwerkes in zwei Teile. An dem durch die
Schnittlinie umschlossenen Teil (bildlich: der Teil der ,abge-
schnitten wurde*) erfolgt das Antragen der Schnittreaktionen
und deren Berechnung mittels der GGB.

e Diskussion und grafische Darstellung der Schnittreaktionen. Der

Graph der Funktionen Fy;, Fy;, M; wird zweckmifig wie folgt am

Tragwerk angetragen:

- (=Fy), (= Fg), M; in v-Richtung (Ordinate)

— Abszisse: jeweils z;

39

Demonstrationsbeispiel: - 2 e @ >
geg: F,a F F
ges.: 5 Y _'/600
1. Auflagerreaktionen 7% Y A
2. Schnittreaktionen (analytische g R
und grafische Darstellung)
C Y
77
Losung: - 2 e @ -
zul. F
Freischneiden und Aufstellen der GG B: A %0"
F. A N |
— :Fp, —Fcos 30°=0 Bx F
1: Fa — F— Fsin 30° + F, =0 & a
(B:Fc.z-a—F.a—z.Fa.sin30°:o ‘ Y
Fe

Man erhilt:
F F
FBx:E\/?7 FBy:E7 Fc:F-

Im weiteren Losungsweg finden diese Lagerkrifte unmittelbare Verwendung.
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zu 2. B —
Bereichseinteilung, Festlegung der Koordi- — .-=——t--=--_ F N F
7 ! i 30°
natensysteme: [ — I | i‘/(k
H(F/z)‘fsTﬁ’Z | r’z ! 1
\ 1 2
N . v/ | _a
N oy | I
____________ |
/ 5
Vs !
“F|

1. Bereich:0<z, <a

M1
GGB: ° R
(F2)W3
F F 2
%:FL1+E\/§:0:>FL1:—E\/§, Fr2llv, ar

F F
TI E—FQ1:0=>FQ1:E,

Qs M- oM =L
P M-Sz = =57
Wir benutzen ab hier stets die Schnittstelle ,S“ als Momentenbezugspunkt.

Damit fallen F, und F; aus der Momentenbilanz heraus! Das Moment ist linear
von z, abhingig. Die Randwerte des Moments (dieser Geradengleichung) sind:

1
M, (0) =0, M, (a) = %Fu (ausfithrlich: M, (2, =0) =0, M, (2, =a) = EFa) .

. a
-

2. Bereich:0< z, < a E M,

GGB:
\ ;
> =] Fio
(F2y3 A >

1 1
—>1FL2+5\/§F=0=> FLZ:—E\/?F, wY 2 f

1 Q2
T:FZ_F_FQ2:0$FQ2:_EF7

Y

F2

1 1
<2M2+F-2275F(a+zz) =0=M, =EF(afzz) .
Randwerte des Moments:

1
M, (0) =2 Fa, M, (a) = 0.

FLS“ M.
. N
3. Bereich:0<z; < a —=
GGB: Z3 “
Vsﬂ A
—:—=F+Fp=0=>Fy=F, F

1:F+F;=0=F;=—-F,
(—Mgzo.
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Grafische Darstellungen: 1/2 !
E
Fo/F | I —-1/2
FL/F i i
— !
(-V3)2 I|I| !
» 0 | 0
M/Fa 1/2
0
Diskussion:

Aus den Verliufen sind neben der Beanspruchung des Tragwerkes auch
Schlussfolgerungen tiber die Richtigkeit der bisherigen Lésungen ableitbar.

Der ,Sprung“ der Querkraft an der Einleitungsstelle der Einzelkraft muss dem
Betrag von F entsprechen! Wird an Bereichsgrenzen kein Einzelmoment eingelei-
tet, dann miissen die jeweiligen Randwerte der Schnittmomente an diesen Stellen
iibereinstimmen.

Ohne bereits eine Festigkeitsbewertung der Konstruktion durchfithren zu kén-
nen, erkennt man aus dem Momentenverlauf, dass an der Krafteinleitungsstelle
die grofite Biegebeanspruchung (maximales Biegemoment) auftritt. Alle drei
Bereiche sind infolge der negativen Lingskraft (Druck) gegebenenfalls hinsicht-
lich ihrer Knickgefihrdung zu bewerten.

1.6.3
Zusammenhang zwischen Querkraft und Schnittmoment

Vergleicht man im obigen Beispiel Querkraft- und Momentenverlauf miteinander,
dann fillt z. B. auf, dass die Querkraft in solchen Bereichen konstant bleibt, in
denen sich das Moment linear dndert. Den entsprechenden allgemeinen Zusam-
menhang wollen wir eingehender untersuchen.

Vorgehensweise

Wir schneiden ein Stabelement der Linge dz aus dem Triger heraus und stellen
daran die GGB auf.

Annahmen:

o Die Intensitit der Streckenlast dndert sich iiber dz nicht.
e Die Schnittreaktionen dndern sich linear tiber dz: dF;, dFq, dM.
e Zustand bei z (Elementmitte, Bezeichnung 0): F, Fo, M.

z
‘——————>
v
M—-LdM M+1idMm
FL_%dFL 0 FL—’-%dFI‘M
d
Fy,—1dF, z et i
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GGB:
e:—(FL—%)—O—(FL—i-%):O = dF, = 0 bzw. F, = konst.
dF, dF,
T:(FQ_TQ)_(FQ+TQ)_q(Z)'dZ:0

Man erhilt nach Umformung:

dF
d—zQ =—q(z) . (1.15)

Momentengleichgewicht:

dF,
.%_ 7‘3).%:0

M M dFq
<0 :( 2 (Fq— 2 2

M+—-) = (M=—=) = (Fo+—~)

Dies fiihrt auf:

dM M
& = Fogz = 13- (1.16)
Schlussfolgerungen:

Wirkt die Streckenlast senkrecht zur Trigerlingsachse, ist die
Lingskraft bereichsweise konstant.

In streckenlastfreien Bereichen ist die Querkraft jeweils konstant,
vgl. GL. (1.15).

Die Querkraft ergibt sich aus der ersten Ableitung des Schnittmo-
mentes nach der Bereichskoordinate, d. h., sie entspricht dem
Anstieg des Schnittmomentes.

Querkraftspriinge fithren zu Knicken im Momentenverlauf.
Querkraftnullstellen (bzw. Durchginge bei Spriingen) bedingen
einen Momentenextremwert (bzw. ,Knick*).

Ein diesbeziigliches Beispiel wird im nichsten Abschnitt vorgestellt.

1.6.4
Schnittreaktionen im Kreisbogentriger — Demonstrationsbeispiel

Insbesondere im Automobilbau (Rahmen, Karosserie) findet man sehr hiufig
Tragwerke, in denen einzelne Triger bogenformig ausgebildet sind. Nachstehend
finden Sie einige Hinweise zur Ermittlung der Schnittreaktionen fiir kreisbogen-
férmige Modelle.
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Vorgehensweise
Zur Erliuterung des Prinzips
wird der skizzierte kreisbo-
genférmige Bereich mit dem
Radius R und den Kriften F,,
F, betrachtet. Offensichtlich
ist es sinnvoll, die Schnittreak-
tionen nicht mehr als Funktio-
nen der Lingskoordinate z,
sondern des Winkels ¢, der die
Lage der Schnittstelle beschreibt, anzugeben (Polarkoordinatensystem). Auflerdem
erweist es sich als giinstig, die GGB in Richtung der Schnittkrifte zu formulieren.
Dazu werden die duf3eren Krifte in Komponenten in die Richtungen von F, und F,
zerlegt.

GGB:

/"1 Fo(p) — F,- sinp+ F, - cosp =0
N : Fi(p) —F,-cosp+F,-sinp=0
(: —M(p)+ F,-R-sinp—F,-R-(1— cosp) =0

Damit kénnen die Funktionen F, (¢), Fq (¢), M(p) angegeben werden.

Demonstrationsbeispiel:

o AR

1. Auflagerreaktionen

2. Schnittreaktionen z
Losung: 23 _ a
zul.: - o
Freischneiden, GGB: - c A
S Fy, =0, Ersatzkraft qu =2qga .
T: Fy+Fc—2qa=0, q
(s S 11 AR
e w=" A
Foy 2a a

Fe
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Auflagerreaktionen: Fg, =0 ,

)

Hieraus erhilt man die - \

~

2 H!H\H\iHHMHHHH!W’

I
|
21

4 2 /
FByzgqa7 Fczng |
|

\

zu 2.

Bereichseinteilung, Festlegung der Bereichskoordinatensysteme:
1. Bereich: 0 < z; < 2a

GGB: (keine Lingskraft)

a2

o <

4 4 -
f 3907 Fo1 =42, = 0= For = 31T Ersatzkraft
(Geradengleichung) F,=2qa

Randwerte der Querkraft:

M.
4 2 1
Fou(0) = 394 Foi (2a) = 31 H Yy ’3 F,

Damit liegt im Intervall eine Nullstelle: 2
4 4 (4/3)qa |Vv, 1 Far
For = 025‘]“‘ 9210 = %10 = 34

Nach GI. (1.16) hat M, dort das Extremum M, (z,).

4 z 4 1
(: M, —34e % +9z, ?1 =0=> M, = 3144 fiqu, (Parabel)

2
Randwerte des Moments: M; (0) = 0, M; (2a) = gqaz .

dMm, 4
(Die Differentiation des Moments ergibt: — = ~qa — qz; = Fq; , vgl. GL (1.16)).

dz, 3
Das (relative) Momentenextremum fithrt Flp "
4 8 >
auf: M, (zy) = Ml(ga) = §qa2 ]
F Zerlegung Fg

2. Bereich: 0 < ¢ < g Q2

GGB: 0 ﬁ(’? S

- F 2 _ i 4
NP+ gqa2~ cosp =0 (2/3)a
= F,(p) = *55]“‘ cos g . 8(1—COS¢L B

Randwerte der Lingskraft:
2 T
Fp,(0) = *gqav F (E) =0.

2 . 2 .
/"1 Fo, +§qa~ sing =0 = Fqy,(p) = —344- sing.

2
Randwerte der Querkraft: Fo, (0) = 0, Fq, (g>: -394 -
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2 2,
(: - M, +§qa-a(1 —cosp) =0= M, (p) =30 (1— cosp) .

2
Randwerte des Moments: M, (0) =0, M, (g) = gqaz .
Grafische Darstellung:

4 F,
. |
! |20 | 4
b3 0
|
2 | M
3 _ ' 2
"Dy,
2
L 3 0

9
1.6.5

Hinweise und Tipps

Die Fihigkeit, Schnittreaktionen bzw. ihre grafischen Darstellungen (Verlidufe)
moglichst effektiv ermitteln und interpretieren zu kénnen, bildet ein wesentliches
Merkmal des ,Know-how* eines Ingenieurs. Eine Bauteilbewertung ohne ausrei-
chende Kenntnis der Schnittreaktionen ist generell unmdglich. Deshalb sind
nachfolgend einige Hinweise und ,Eselsbriicken zusammengestellt, die das
unumgingliche Erlernen erleichtern sollen.

Die durch Geometrie und Belastung zwingend notwendige Mindestanzahl der
Bereiche ist nicht beeinflussbar. Dagegen entscheidet die ,giinstige Wahl der
Bereichskoordinatensysteme wesentlich iiber den Bearbeitungsaufwand. Die z-
Koordinaten sollten (falls moglich) stets von den Tragwerksrindern in das Innere
weisen.

Rechenvereinfachungen ergeben sich bei zusammengesetzten Tragwerken,
wenn man die einzelnen starren Kérper getrennt betrachtet und die bereits vorlie-
genden Ergebnisse der Auflager- und Verbindungsreaktionsberechnung bertick-
sichtigt.

Ein Gelenk im durchlaufenden Triger, wobei am Gelenk weder eine Einzelkraft
und/oder Einzelmoment eingeleitet wird noch eine Streckenlast unstetig ist,
muss prinzipiell keine Bereichsgrenze sein.

Beachten Sie, dass die von Ihnen im Zuge der Auflagerreaktionsermittlung
benutzten Ersatzkrifte von Streckenlasten keinen Anlass fiir eine Bereichsgrenze
geben!

Benutzt man an Stelle der Strecken- oder auch Flichenlasten die entsprechen-
den Ersatzkrifte, dann liefern die dazugehdrigen Schnittreaktionen im Vergleich
zur verteilten Belastung z. T. enorm tiberhohte Betrige und auch qualitativ fal-
sche Verlidufe. Im unten gezeigten Lastfall ergibt sich z. B. eine Verdopplung des
maximalen Schnittmomentes. Man liegt damit zwar auf der ,sicheren“ Seite, f6r-
dert jedoch im Falle einer Entwurfsrechnung Werkstoff- und Energieverschwen-
dung.
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A
Y
A
Y

i
M, ==—ql
max = q

,wahres“ Modell Ersatzmodell

Nach einer gewissen ,Einlaufphase“ bei der Losung solcher Aufgaben werden
Sie feststellen, dass der gezeigte Losungsweg der sicherste und damit auch der
aufwendigste ist. Mit etwas Routine sollten Sie in der Lage sein, die nachfolgen-
den Momenten- und Querkraftverliufe zu skizzieren, ohne erst den vollstindigen
Algorithmus zu bemiihen.

Wenn Sie die nebenstehenden Ver- !
liufe aufmerksam betrachten, dann F
muss lhnen auffallen, dass im Falle der M
Achsensymmetrie des Modells (obere |
Skizze) das Moment ebenfalls einen ach- 4 7
sensymmetrischen Verlauf hat, wihrend P Fy=-F
die Querkraft einen zentralsymmetri- M =7(l -9
schen Verlauf besitzt.

Im Falle des zentralsymmetrischen ‘ /
bzw. antimetrischen Modells (untere . _ 4 F ia
Skizze) gelangen wir zur umgekehrten L i S
Feststellung. Aus der Richtung der Iz I
Schnittreaktionen an den Schnittufern, Z : 7.
vgl. Skizze zur Definition, erkennen wir, M =%(l—a) F
dass Lingskraft und Moment achsen-
symmetrisch sind, dagegen die Quer-
kraft antimetrisch ist.

Wir wollen nun (ohne Beweis) verall-
gemeinern:

An einer achsensymmetrischen Schnitistelle verschwinden die zentralsymmetrischen
Schnittreaktionen, an einer zentralsymmetrischen Schnittstelle verschwinden die
achsensymmetrischen Schnittreaktionen.

Diese Gesetzmifigkeit kann z. B. sinnvoll zur Reduzierung des Grades der sta-
tischen Unbestimmtheit von Tragwerken angewendet werden.

An Bereichsiibergingen, an denen kein Einzelmoment eingeleitet wird, gibt es
keine Anderung des Schnittmomentes. Dies gilt nicht nur fiir benachbarte Berei-
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che mit kollinearer z-Koordinate, sondern auch M; M,

fiir solche, die im Ubergang einen bestimmten § I

Winkel zueinander besitzen. Man spricht von ¢—>‘

sog. biegesteifen Ecken. Es gilt: M;= M,,,. v, ‘i o M
Im Falle einer Tragwerksverzweigung kommt s Y

es i. Allg. zu Momentenspriingen. Eine Kontrolle A e

ist durch das Momentengleichgewicht an der
Verzweigungsstelle gegeben: M;= M,,; + M,,. v

1
i\
¢
=<
=

1.7
Haftung und Reibung (Reibungslehre)

Feste Korper lassen sich im Kontakt gegeneinander bzw. gegentiber Fliissigkeiten
und Gasen nur bewegen, wenn entsprechende Widerstandskrifte tiberwunden
werden. Man bezeichnet dieses Phinomen als Reibung. Wir wollen uns nachfol-
gend mit technischen Reibungsphinomenen zwischen festen (genauer: starren)
Korpern beschiftigen.

1.7.1
Einfiihrung

Als Beispiel der Reibung zwischen zwei starren Kérpern betrachten wir einen
gleitfihigen Quader der Masse m, Gewichtskraft F; im Kontakt mit einer horizon-
talen Ebene. Am Quader greift horizontal eine Einzelkraft F so an, dass ihr Hebel-
arm gegeniiber der Ebene vernachlissigt werden kann. Man unterscheidet nun-
mehr folgende Phianomene:

 Haftung/Haftreibung: Widerstand bis zum Einsetzen der Bewe-

gung,
e Gleitung/Gleitreibung: Widerstand bei der Verschiebung.

Damit sind zwei Problemkreise von Interesse:

o Welchen Wert F, darf die horizontale Kraft F, héchstens anneh-
men, ohne dass ein Gleiten des Quaders eintritt (Haftreibung)?
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e Wie grofl muss die Kraft F, = F, sein, um Fres Fo v = konst.
eine Verschiebung des Quaders mit kon- ——>
stanter Geschwindigkeit v zu gewihrleisten \/

(Gleitreibung)? Fn . * = Fr
N

F_R>+ FN' Kontaktebene

7.

1.7.1.1 Haftreibungsproblem

geg.: Fg

ges.: horizontale Kraft F;
Losung:
Freischneiden des Quaders (siehe obiges Bild):

Offensichtlich wird im Zustand der Haftung sowohl die vertikale als auch die
horizontale Verschiebung unterbunden. Folglich werden zwei Reaktionskrifte
frei. Dies sind:

Fy — Normalkraft (Stuitzkraft, deren Wirkungslinie senkrecht auf der Kontakt-
ebene steht. Die Normalkraft wirkt auf den betrachteten Korper ein.)

Fy — Reibungskraft (Wirkungslinien von F; und Fy stehen senkrecht aufeinan-
der, die Reibungskraft wirkt am betrachteten Kérper immer entgegengesetzt
der moglichen Relativbewegung.)

In Analogie zum ebenen Festlager bezeichnet man eine Reibungsstelle auch
als ,Reiblager. Dabei ist zu beachten, dass die Reaktionskrifte so anzutragen
sind, wie sie tatsdchlich wirken.

GGB:—:0=F,— Fy, 1:0= Fy— F,

Offensichtlich reichen die GGB nicht aus um das Problem zu 16sen (Unbe-
kannte: F,=F,, F;, Fy). Die notwendige zusitzliche Gleichung gewinnen wir aus
der Erfahrungstatsache, dass die Reibungskraft der Normalkraft proportional ist.
Dies ist Inhalt des empirischen Haftreibungsgesetzes:

Fo <uq Fy - (1.17)

U, — Hafireibungszahl / Hafireibungskoeffizient, abhingig von Oberflichengiite
und Werkstoffpaarung
Damit erhalten wir schlieflich als Lésung: F, < u, Fe bzw. F, = p, Fg .

1.7.1.2  Gleitreibungsproblem
Der Losungsablauf ist analog zum Haftreibungsproblem. Das Antragen von Nor-
malkraft und Reibungskraft erfolgt entsprechend ihrer tatsichlichen Wirkung,
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s.0. Die Reibungskraft ist nunmehr eine eingeprigte Kraft. Sie wirkt entgegenge-
setzt der Relativbewegung. Die GGB fithren auf die obigen Gleichungen.

Als zusitzliche Gleichung benutzen wir das nach Charles de Coulomb be-
nannte Reibungsgesetz (Coulomb’sches Reibungsgesetz):

Fo=pu Fy . (1.18)

1 — Gleitreibungszahl / Gleitreibungskoeffizient, wobei gilt u < 11, .

Gleichung (1.18) ist ein empirisches Gesetz, welches fiir nicht zu grofle Nor-
malkrifte und kleine Geschwindigkeiten Giiltigkeit besitzt.

Als Losung erhalten wir schliefRlich: F, = u F; < F, .

Im Weiteren wollen wir in einem Gedankenexperi-
ment die oben eingefiithrten Reibungskoeffizienten u,,,
4 an einem Korper (Quader) auf der geneigten Ebene
(schiefe Ebene) ermitteln. Dazu nehmen wir an, dass
der Neigungswinkel der Ebene a beliebig einstellbar
sei.

geg.: Gewichtskraft Fg

ges.:

1. Fir welchen Bereich 0 < a < p, bleibt Haftung erhalten?

2. Um welchen Winkel a = p muss die Ebene geneigt sein, damit nach Uber-
windung der Haftgrenze ein Gleiten mit konstanter Geschwindigkeit erhalten
bleibt?

Losung:
zul.:

Freischneiden.:

Annahme eines ebenen, zentralen Kraftsystems
GGB (Kriftegleichgewicht):

/0= Fy— F;-sina

0= Fy— F;-cosa

Hafireibungsgesetz: Fr < i Fy .
Lésung des Gleichungssystems:
Fesina € u, Fgcosabzw. tana < uy = u, = tan p,.

Somit ist es prinzipiell méglich, den Haftreibungskoeffizienten aus dem dazu-
gehdrigen Haftreibungswinkel p, zu ermitteln. Dabei muss einem klar sein, dass
das hier benutzte Modell des Punktkontaktes zwischen Quader und Ebene den
tatsdchlich vorhandenen Flichenkontakt u. U. nur unvollkommen beschreibt.

zu 2.

Die Losung erfolgt analog zum Haftreibungsproblem, wobei nunmehr das Cou-
lomb’sche Reibungsgesetz, Gl. (1.18), zu verwenden ist.

Man erhilt: u = tanp .

Fur den Gleitreibungswinkel p gilt: p < p, .
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Diskussion:

Offensichtlich verharrt der Quader in seiner urspringlichen Lage, wenn die
Wirkungslinie der Gewichtskraft innerhalb eines Sektors liegt, der von der Fla-
chennormalen der schiefen Ebene und einer dazu um p, geneigten Linie
begrenzt wird. Somit gilt a < p,. Diesen Zustand eines Systems mit Reibstellen
nennt man Selbsthemmung. Das Resultat kénnen wir bei Ubertragung auf unser
urspriingliches Modell des Quaders auf einer Ebene verallgemeinern. Die
Gewichtskraft und die horizontale Kraft werden zu einer Resultierenden Fy
zusammengefasst. Des Weiteren wird isotropes Reibungsverhalten vorausgesetzt,
d. h., sowohl Haft- als auch Gleitreibungskoeffizient haben in allen méglichen
Verschiebungsrichtungen des Quaders in der Ebene den gleichen Wert. Dann
herrscht wiederum Selbsthemmung (Erhalt der Haftreibung), wenn die Wir-
kungslinie von Fr. innerhalb eines Kegels liegt, dessen Mantellinie durch eine
um p, geneigte Linie gebildet wird. Inner-
halb dieses sog. Hafireibungskegels liegt
der Gleitreibungskegel mit dem halben Off-
nungswinkel p, da p < p, .

Diese Gesetzmifigkeit bildet den Aus-
gangspunkt zur grafischen Losung von Auf-
gaben zur Haftreibung. Dabei werden im
Lageplan an den Reibungsstellen entspre-
chend dem Haftreibungskegel die Grenzla-
gen der Reaktionskraft (Resultierende aus
Normalkraft und Reibungskraft) angetra-
gen und in den Losungsgang einbezogen.

1.7.2
Lésung von Reibungsaufgaben bei Haft- und Gleitreibung

Nachfolgend wird die Losung von Aufgaben zur Haft- und Gleitreibung an zwei
typischen Problemen demonstriert. Zum einen wird die Haftreibung genutzt, um
innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen eine feste Lagerung zu realisieren
(angelehnte Leiter). Zum anderen dient eine einfache Backenbremse zur De-
monstration des Umschlagens von der Haftung zur Gleitreibung.
Demonstrationsbeispiel: angelehnte Leiter

Eine Leiter ist gegen einen Boden und eine
Wand abgestiitzt. Die Abmessungen sind ebenso
bekannt wie die Haftreibungskoeffizienten an 7
den Reibungsstellen und das Eigengewicht F;
der Leiter und die Gewichtskraft der die Leiter
nutzenden Person F,. Von erheblichem Inte-
resse ist sowohl die maximal ersteigbare Hohe
bei gegebenem Neigungswinkel der Leiter als
auch der maximale Neigungswinkel zwischen
der Wand und der Leiter bei gegebener Steig-
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hohe, ohne dass ein ,Wegrutschen“ zu erwarten ist. (Sie werden bestimmt schon
bemerkt haben, dass dies in praxi fast immer empirisch gelost wird; ,meistens
klappt es“.)

geg-- FL7 FP’ l? Hoas Hop

ges.: maximale Steigh6he a,,,,, maximaler Nei-
gungswinkel a,,,, (analytisch und grafisch)
Analytische Losung:

Freischneiden.:

Die beiden Reibstellen werden entsprechend
dem in Abschnitt 1.7.1 Gesagten als ,Reiblager”
interpretiert. Dabei sind die Normalkrifte auf
die Leiter einwirkend anzutragen, wihrend die
Reibungskrifte entgegen der moglichen Relativ-
bewegungen der Leiterenden anzunehmen sind.

GGB:
—:0= Fys— Fpg (1)
1:0= Fpt+ Fyg— FL— Fp (2)

1
(A:O: Fygl sina — Fggl cosa — FL-Elsinaf Fp(l—a)sina (3)

Hafireibungsgesetze:
Fra = tiop - Fra (4)
Fre = top - Fyp ()

Losung des Gleichungssystems:

Durch Einsetzen der Gln. (4), (5) in (1), (2) erhilt man die Normal- und Reib-
krifte in den Reibstellen A, B. Eingesetzt in Gl. (3) ergibt sich schlieRlich fur a,,,,
und dy,,:

1 1-— . . 1
P 1_'__/1_( Mg - cota) - (Z+1) ’
2 1+ ton - Uop
A+1
tan a,,, — Hop(A+1) . —,
(4 1) = (U oy sin) - G2 1-5)
wobei
),::i.
Fp

Im Weiteren betrachten wir den Sonderfall u, = 1 = p,. Weiterhin wird das
Leitergewicht gegentiber dem Personengewicht vernachlissigt, d. h. A = 0.
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Damit erhilt man:

Ho

1-(+m)1-7)

und tan ., =
1+ uj ]

Die Losung ist unabhingig von der Gewichtskraft. Dies tritt bei solchen Auf-
gaben immer dann ein, wenn nur eine duflere Kraft angreift (grafisch: Die Wir-
kungslinien aller Krifte schneiden sich im LP in einem Punkt). Die Normal- und
Reibungskraft im ,Reiblager” sind dabei jeweils zu einer Resultierenden zusam-
menzufassen.

Zur weiteren Beurteilung des Ergebnisses dient das nachfolgende Zahlenbei-
spiel. Fiir einen Haftreibungskoeffizienten von z. B. i = 0,15 und einen Neigungs-
winkel von 30° ergibt sich dann das Verhiltnis (a,,,/) = 0,276. Fiir den gleichen
Reibungskoeffizienten und ein Verhiltnis a/l = 0,5 erhilt man den maximalen
Neigungswinkel zu 17,1°.

Grafische Losung:

Zur grafischen Losung nutzen wir den in
Abschnitt 1.7.1 gefundenen Zusammenhang zwi-
schen Haftreibungszahl und Offnungswinkel des
Reibkegels. Wir wollen hier nur die Losung fiir
O Verfolgen. Wie im nachstehenden Bild
gezeigt, tragen wir dazu in den Reibstellen die
Haftreibungskegel an.

Das Gleichgewicht ist offensichtlich dann
erfullt, wenn im Lageplan die WL der Resultieren-
den aus den beiden Gewichtskriften und der res-
ultieren Krifte in den Reibstellen A, B einen gemeinsamen Schnittpunkt besit-
zen. Nunmehr setzen wir wie im vorhergehenden Zahlenbeispiel F, = 0 (Vernach-
ldssigung des Leitergewichtes). Fiir den gegebenen Neigungswinkel von 30° fithrt
die entsprechende Konstruktion auf die im Bild gezeigte maximale Steighdhe.
Dabei ist von den vier Schnittpunkten der Mantellinien der Reibungskegel derje-
nige zu wihlen, dessen Vertikalprojektion zu a,,,, fithrt.

Demonstrationsbeispiel: Backenbremse
Am Beispiel einer einfachen

. : AN
Backenbremse wird das bei N b c F
einer gegebenen Bremshebel- d Hebel = =
kraft F aufzunehmende maxi- & Y

male Moment ermittelt. Der IwJ:JiuBl’er"nsz’ﬂCken/-kIOtZ

Bremsbacken bzw. der Brems-
klotz berithrt die Bremstrom-
mel/-scheibe auflen.

geg: F, a, b, ¢, R, u,, u

Bremstrommel
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ges.:
1. M,., S0, damit die Bremstrommel in Ruhe bleibt,

2. Bremsmoment My, wenn sich die Scheibe mit konstanter Drehzahl dreht.

Hinweis: Die Losung ist jeweils allgemein und fiir die Zahlenwerte F = 200N,
a=10cm, b=20cm, c=40cm, R =10cm und g, = 0,35; 4 = 0,3 auszufithren.
Loésung:

Die Losung erfordert eine Fallunterscheidung, da die Bremstrommel prinzipiell
sowohl eine mathematisch positive (Fall I, gegen Uhrzeigerrichtung) als auch mathe-
matisch negative (Fall II, in Uhrzeigerrichtung) Drehrichtung besitzen kann.

zul.:
Freischneiden.:

Antragen der Lagerreaktionen und Reib- und Normalkrifte an der Reibstelle,
die Indizes an den Reibkriften und Momenten verweisen auf Momenten-/Dreh-
richtung an der Scheibe.

GGB:
Das konsequente Freischneiden lie- F, — £
fert je Fall sieben Unbekannte (vier F, " v
Y

Auflagerkrifte, Reibungskraft, Normal-
kraft, maximales Moment). Die Ermitt-
lung der Auflagerreaktionen ist aber
nicht Gegenstand der Losung. Folglich
benutzt man nur solche GGB, die die
Lagerkrifte nicht enthalten. Dies sind
die Momentengleichgewichte um A
und B. Das obere Vorzeichen in den
Gleichungen bezieht sich immer auf
den Fall I:

Hebel: (A 10 = FFy a+Fb—F-(b+c) (1)
Scheibe: (B : 0 = FM, F Fy - R (2)

Reibungsgesetz: Fyi < 1, - Fy (3)

Losung des Gleichungssystems:

Durch Einsetzen der Gl. (3) in (1) erhilt man eine Beziehung fiir die Reibungs-
kraft, die dann mittels Gl. (2) auf das gesuchte maximale Moment fithrt, wobei
im Reibgesetz das Gleichheitszeichen zu setzen ist:

b+c b+c

MImax =7 IMORFu MlImax = m
0

RF
b o ,u()a Ho

Diskussion:

Aus diesem Ergebnis lasst sich My, > My, ablesen. Weiterhin erkennt man,
dass im Fall I fiir Hebelverhiltnisse b > x4, - a ein zumindest theoretisch unend-
lich grofles Moment aufgebracht werden kann bzw. zum Bremsen keine Kraft F
notwendig ist, die Bremse ist selbsthemmend.
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zu 2.

Die Losung erfolgt analog zu 1., wobei das Haftreibungsgesetz durch das Gleit-
reibungsgesetz auszutauschen ist. Damit ergibt sich das Bremsmoment fiir die
beiden Fille zu:

b+c
b+pa

b+c¢
WﬂRF» Mgy =

MBrI:b_

URF .

Auch hier gilt M, > Mg,
Unter Benutzung der in der Aufgabenstellung genannten Zahlenwerte ergeben
sich schlieflich folgende numerischen Ergebnisse:

linksdrehend rechtsdrehend
1. M., = 25,45 Nm M e = 17,87 Nm
2. My, =21,18 Nm M gy = 15,65 Nm

Selbsthemmung im Fall I erfolgt ab: a 2i = 57,14 cm.
Mo
1.73
Reibung in Fiihrungen und Gewinden

1.7.3.1 Reibung in Fithrungen

Im Werkzeugmaschinenbau ist eine prizise Zustellbewegung von Werkzeug und
Werkstiick nur iiber entsprechende Fithrungen zu realisieren. Bei der notwendi-
gen Vorschubbewegung (Antriebskraft F,) muss u. a. die zwischen Werkzeug-
schlitten und Maschinenbett auftretende Reibung iitberwunden werden.

Als Beispiel wird die im Bild gezeigte
symmetrische Fithrung benutzt, wobei die
Betriebslasten einschliellich Eigengewicht
in F, zusammengefasst sind. Die Fiih-
rung mit dem halben Offnungswinkel
0 <0 < 90° nennt man V-Bahn- oder Pris-
menfithrung, die Fihrung mit 6 = 90°
Flachbahnfithrung.

geg.: Fy, 0, !

ges.: Antriebskraft F,

Losung:
Freischneiden:

Der starre Korper wird gleichférmig senkrecht zur
Ebene bewegt. Demzufolge sind an den Kontaktflichen
die Reibungskrifte auch senkrecht zur Zeichenebene
anzutragen. Fiir Krifte, die senkrecht auf der Ebene ste-
hen, verwenden wir generell folgende Symbole:

® Kraftpfeil zeigt auf die Ebene, © Kraftpfeil zeigt auf
den Betrachter.

]
IFQ
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GGB:

1:0=— Fy+2 Fy-siné

©®:0= F,—-2F
(Summe aller Krifte senkrecht zur Zeichenebene, auf den Betrachter zu.)

Reibungsgesetz: Fr =y - Fy
Damit erhilt man schlieRlich:

FA:ﬂ'FQ )
u (1.19)

Diskussion:

Ein Korper ist lings einer V-Bahn schwerer zu bewegen als lings einer Flach-
bahn. Die Prismenfithrung besitzt durch Selbstzentrierung eine gréfere Fiih-
rungsgenauigkeit als die Flachbahnfithrung (dies ist natiirlich keine Schlussfolge-
rung aus Gl (1.19)).

1.7.3.2 Reibung in Gewinden

Wir geben einen knappen Einblick
zur Erfassung der Reibung in Be-
wegungs- und Befestigungsgewin-
den. Die Grundidee zur Losung
besteht jeweils darin, die Um-
fangskraft am Gewindegang zum
Anziehen F, und zum Lésen F,

der Verbindung unter Einbezie-
hung des Gleitreibungsgesetzes
mit der zu tiberwindenden axialen
Kraft F, in Relation zu bringen. F,
kann z. B. die Spannkraft in einer Schraube sein.

Dabei wird der bestehende Kontaktbereich zwischen Gewindebolzen/Schraube
und Mutter auf einen Punkt im Modell reduziert.

Bewegungsgewinde (Flachgewinde, = 0°)
Betrachtung am Gewindegang:

geg.: Fo, Neigungswinkel des Gewindes a, u

ges.: Zusammenhang zwischen F,, F; und F,
Loésung:
GGB am Gewindegangmodell:

Auf Grund der obigen Annahmen liegt ein ebe-
nes, zentrales Kraftsystem vor. Wir untersuchen zunichst den Fall Anziehen.
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1:0=— Fy+ Fycosa— Fysina (1)
—:0=+ F, — Fysina— Fpcosa (2)
Reibungsgesetz: Fp = u Fy (3)

Losung des Gleichungssystems:
Setzt man Gl. (3) in die Gln. (1) und (2) ein, erhilt man:
Fq

Fy=——— und Fy=
cosa —usina

Fy
sina + pcosa’

Diese beiden Ausdriicke werden unter Beachtung des in Abschnitt 1.7.1 herge-
leiteten Zusammenhanges
sin p
cos p

M= tanp =

gleichgesetzt.
Nutzt man weiterhin die Additionstheoreme

sin(p £ a) = sinpcosa £ sinacosp, cos(p £ a) = cospcosa  sinpsina,
dann ergibt sich schlieflich der gesuchte Zusammenhang:
Fy= Fy-tan(p+a), F,= Fy-tan(p—a). (1.20)

Diskussion:

Man erkennt, dass fiir das Losen der Verbindung zwei Fille zu unterscheiden
sind. Fiir einen Bereich a < p liegt Selbsthemmung vor. Dagegen tritt im Bereich
a > p ein selbstindiges Losen der Schraubverbindung auf, es sind zusitzliche
Sicherungen notwendig.

Befestigungsgewinde (Spitzgewinde)

Der oben beschriebenen Moglichkeit des selbstindigen Losens beugt man bei

Befestigungsgewinden durch eine Vergréflerung des Bereiches der Selbsthem-

mung vor. Man erzielt dies bei Spitzgewinden durch die Anordnung der Flanken

eines Gewindeganges in einem spitzen Winkel zueinander (Flankenwinkel 2).
In den GGB ist dann an Stelle der Normalkraft Fy der Ausdruck Fy - cosf zu

setzen. Damit erhilt man analog zum obigen Rechengang den Zusammenhang:

= . b+
F/f Fo-tan(p * a),

(1.21)
?ﬁ) '

=

p = arctan (
C

Da p > p, wird der Bereich der Selbsthemmung gegeniiber Bewegungsgewin-
den vergrofert.
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SchlieRlich gelingt es unter Benutzung der Gln. (1.20), (1.21) auch, einen
Zusammenhang zwischen dem Moment zum Anziehen bzw. Losen und der axia-
len Kraft einer Verbindung Gewindebolzen-Mutter anzugeben. Fiir das Bewe-
gungsgewinde erhilt man mit dem Flankenradius r,,:

My=Fy 1, -tan(p+a), M, =Fy -1, - tan(p —a).

Beim Befestigungsgewinde ist wiederum anstelle p zu setzen p, wobei

o n
tanp = ——
P cosfi
1.7.4
Seilreibung

Als Seilreibung bezeichnet man Rei-
bungseffekte zwischen Seilen, Riemen,
Bindern einerseits und im Allgemeinen
gekrimmten Beriithrungsbahnen (z.B.
Lauffliche einer Riemenscheibe) ande-
rerseits.

Aus der Erfahrung weifd man, dass bei
einem {iiber eine Lauffliche einer fixier-
ten Trommel gespanntem Seil infolge
der Haftreibung zwischen Seil und
Berithrungsbahn links und rechts unter-
schiedliche Seilkrifte auftreten. Aufgabe
ist es, einen Zusammenhang zwischen
den beiden Seilkriften in Abhingigkeit
des sog. Umschlingungswinkels a und
des Haftreibungskoeffizienten im Kon-
taktbereich zu ermitteln. Dabei geht
man davon aus, dass im gesamten Kon-
taktbereich die gleichen Reibungsbedin-
gungen vorliegen.

geg.: Umschlingungswinkel a, Haftrei-
bungskoeffizient u,

ges.. Zusammenhang zwischen den
beiden Seilkriften, wobei Fq; < F,.
Loésung:

Freischneiden:

Wir setzen einen vom Umschlingungswinkel begrenzten Kontaktbereich vor-
aus, in dem an allen Stellen der gleiche Haftreibungskoeffizient zwischen Seil
und Bertihrungsbahn vorliegt. Nun schneidet man aus dem Kontaktbereich ein
infinitesimal kleines Stiick Seil der Bogenlinge ds, ds = R - dg, heraus. Die Seil-
kraft in der Mitte des Stiickes betrigt F, ihre Anderung entlang ds ist linear, d. h.,
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dF;. Die Seilkraftinderung entlang ds resultiert aus der Reibungskraft dF;. An
der nebenstehenden Schnittskizze werden nunmehr die GGB aufgestellt.
GGB:

1 d 1 d
—:0=— dFy — ( Fs — =dFs) cos ¢+(F5+7dFs)cos—¢
2 2 2 2

1 d 1 d

1:0= dFN—(FS—EdFS)sinT(p—i-( FS+EdFS)sin7¢
Dadz—(/) < 1, gilt ndherungsweise: sin ?zdz—(p, cos %zl .

Somit vereinfachen sich die GGB zu: dFg = dFy, dFy = F;-dp.

Reibungsgesetz: dFy = u, - dFy.
Unter Verwendung der GGB ergibt sich dann die Differentialgleichung
dF;
Fs
Diese lisst sich elementar durch bestimmte Integration losen, da die beiden
Variablen der Integration (Seilkraft und Winkel) getrennt auf beiden Seiten der
Gleichung vorliegen (siehe Mathematik, Losung von Differentialgleichungen
durch Trennung der Variablen). Damit ergibt sich schlieflich:

= pyde .

Fsy

*dF, [ (FSZ)
= d = In(==)=uy,-a
J Fq b:“o @ Fq, 2

s1

Unter Nutzung der Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion (Exponential-
funktion) erhilt man dann das sog. Seilreibungsgesetz:

Fsy = Fg - e, Fg; > Fg. (1.22)

Die Exponentialfunktion in der vorstehenden Gleichung verdeutlicht die ,Ver-
stirkungswirkung“ der Reibung bei zunehmendem Umschlingungswinkel. Bei
Anwendung des Reibungsgesetzes Gl. (1.22) in dieser Form ist darauf zu achten,
dass die grolere der beiden Seilkrifte immer mit Fs, bezeichnet wird. Der
Umschlingungswinkel muss natiirlich in Bogenmaf} eingesetzt werden!

Demonstrationsbeispiel: Bandbremse

Der Seilreibungseffekt findet viel-
fache Nutzung in der Technik. So sind
z. B. Bandbremsen bei Seilbahnen und
Liftanlagen eine einfache, wirksame und
zuverlissige Sicherheitseinrichtung.

geg: Ry, Ry, a, b, a, u,, m, g

ges.: Notwendige Bremskraft F, damit
keine Bewegung eintritt.
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Loésung:
Freischneiden.:
GGB:
Analog zu den vorigen Aufgaben benutzen wir
auch hier von den méglichen GGB nur die Momen-
tengleichgewichte (die Auflagerreaktionen sind nicht
gesucht). Um herauszufinden, welche der beiden
Seilkrifte die grofere ist, stellt man sich zunichst
vor, dass keine Reibung auftritt, wobei dann beide
Seilkrifte gleich gro sind. Setzt nun die Reibung Fgq
ein, ist es offensichtlich, dass das linke Seilende ,ent-
lastet“, wihrende das rechte Seilende zusitzlich be-
lastet wird. Dementsprechend nehmen wir die
Bezeichnung mit Fs, und Fj, vor.
Trommel:

(A:OZ(FSI_ Fg)+ Ry+mg- Ry
Hebel:
(B:O:F~(a+b)— Fo - R,

Reibungsgesetz, Gl. (1.22): Fs, = Fg; "
Lésung des Gleichungssystems:

Unter Benutzung des Seilreibungsge-
setzes findet man mit Hilfe der beiden
GGB die Losung:

mg- R
Diskussion:

Um eine Vorstellung von den Verhiltnissen zu bekommen wihlen wir als Zah-
lenwerte: a + b=2m, R, =0,5m, m - g = 10kN, a = 3,491 (200°), 1, = 0,25. Damit
ergibt sich fiir die erforderliche Bremskraft am Hebel F.; = 1,795kN, ein Wert,
der deutlich kleiner ist als die als Belastung wirkende Massenkraft.

Fiir den Fall, dass die Masse m an der Trommel so befestigt ist, dass bei freier
Bewegung eine Drehung in Uhrzeigerrichtung erfolgen wiirde, fithrt die entspre-
chende Rechnung auf eine Bremskraft, die e* mal grofer ist als die oben ermit-
telte. Die fiir diesen Fall erforderliche Bremskraft betrigt mit den vorigen Zahlen-
werten rund 4,295 kN! Ursache dafiir ist, dass im ersten Fall die Selbsthemmung
gezielt fir das Bremsen genutzt wird. Man kann die ,giinstigeren“ Verhiltnisse
im zweiten Fall wieder herstellen, wenn man den Bremshebel auf die rechte Seite
legt.
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1.7.5
Rollreibung

AbschlieRend wollen wir noch einen knappen Einblick in die Problematik der
Rollreibung geben. Wir beschrinken uns dabei auf ein passiv bewegtes Rad auf
ebener Unterlage.

Ziel der Untersuchung ist es, einen Zusammenhang zwischen der horizontalen
Kraft (Antriebskraft) F und der vertikal wirkenden Betriebslast F, abzuleiten.
Dazu wihlt man ein solches Modell, in dem die Verformung von Rad und Unter-
lage im Kontaktbereich ndherungsweise berticksichtigt wird.

Damit liegt der Wirkungsort von F und Fy !
nicht exakt vertikal unter der Radmitte, sondern 'n
um einen Wert fin Rollrichtung verschoben. Man
bezeichnet fals Hebelarm der Rollreibung. Dieser ]
ist vernachlissigbar klein gegeniiber dem Radius ~R
des Rades. fal F R—f

geg.: Fo. fi R X Z

ges.: F f|Fn
Loésung:

Freischneiden.:
GGB:
—»:0=F— Fy, 1 :0= Fy— Fq,

(A:o:—FR-RJr Fy - f.

Das Momentengleichgewicht fithrt unmittelbar auf die Beziehung:

F = (J%) - Fy. (1.23)

In Analogie zu anderen Reibungsgesetzen kann man diese Beziehung als Rei-
bungsgesetz fiir Rollreibung bezeichnen. Vergleicht man Gl. (1.23) mit dem Cou-
lomb’schen Gleitreibungsgesetz, Gl. (1.18), dann fungiert hier als Proportionali-
tatsfaktor zwischen Reibungs- und Normalkraft des Verhiltnis (f/R). Natiirlich ist
feine dhnlich ,unsichere” Grofie wie der Reibungskoeffizient. Der bei Rollvorgin-
gen stets auftretende Schlupf ist im experimentell ermittelten fenthalten.

Nun wieder zur Losung der gestellten Aufgabe. Durch Einsetzen der Krifte-
gleichgewichte in Gl. (1.23) erhilt man die Losung:

=)

Diskussion:
Aus energetischen Griinden ist die obige Losung nur unter der Bedingung
(f/R) < u, gltig. Fur (f/R) > u, fuhrt die Horizontalkraft zum Gleiten der Rolle.
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1.7.6
Hinweise und Tipps

Die Reibungsproblematik wird innerhalb des Abschnittes Statik behandelt, da die
Anwendung der GGB die Grundlage fiir die Lésung entsprechender Aufgaben
bildet.

Zusitzlich zu den GGB ist an Reibstellen das entsprechende Reibungsgesetz
heranzuziehen. Im Falle der Haft- und Gleitreibung liegt dabei eine empirisch
gestiitzte Gesetzmifigkeit zwischen Reib- und Normalkraft vor.

Beim Freischneiden der Reibstellen sind Reib- und Normalkraft (auch wenn sie
als Reaktionskrifte vorliegen) in ihrer tatsichlichen Wirkungsrichtung anzutra-
gen. Dies ist durch das Reibungsgesetz bedingt.

In vielen Fillen benétigt man zur Problemlésung von den GGB nur die geeig-
net formulierten Momentengleichgewichte (z. B. wenn die Lagerreaktionen nicht
gesucht sind).

Im Allgemeinen wird bei Haftreibungsproblemen nur der Grenzfall der maxi-
malen Haftkrifte betrachtet.

1.8
Ebene Fachwerke

Da im Maschinenbau im Vergleich zum Bauwesen Fachwerke als Modelle keine
dominierende Rolle spielen, wird hier nur ein informativer Uberblick gegeben.

1.8.1
Begriff und statische Bestimmtheit

Ein Fachwerk ist ein zusammengesetztes Tragwerk, dessen Elemente (i. Allg.
gerade Fachwerkstibe) in Gelenken (Knoten) reibungsfrei miteinander verbunden
sind. Die Einleitung von Einzelkriften erfolgt in den Knoten. Damit tritt in jedem
Stab nur die Lingskraft als Schnittreaktion auf, d. h., fur die i-te Stabkraft gilt
|Fsi| = [Fu.

Nunmehr kann man folgende allgemeine GGB angeben:

Ein Fachwerk befindet sich dann im Gleichgewicht, wenn an jedem Knoten Gleich-
gewicht herrscht. Dabei entspricht im ebenen Fachwerk jeder freigeschnittene Knoten
einem ebenen, zentralen Kraftsystem.

Ersetzt man die dufleren Lagerungen des Fachwerkes entsprechend ihrer Wer-
tigkeit durch sog. Stiitzstibe, dann lisst sich in Analogie zu Gl. (1.14) folgende

Bedingung fiir die statische Bestimmtheit mit n=0 angeben:

n=2g-t-s. (1.24)
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Dabei beschreiben: t—Anzahl der Stutzstibe (Lagerreaktionen), s—Anzahl der
Verbindungsstibe, g— Anzahl der Gelenke (Knoten). Dieser Beziehung liegt wie-
der zugrunde, dass im Falle der statischen Bestimmtheit die Anzahl der Gleichge-
wichtsbedingungen (zwei an jedem Knoten) mit der Anzahl der unbekannten
Stabkrifte ibereinstimmen muss.

1.8.2
Ermittlung der Stabkrifte

Wir setzen im Weiteren statisch bestimmte Fachwerke voraus. Drei Lésungsver-
fahren werden an dem nachfolgend gezeigten Fachwerk demonstriert.

geg.: F, Stablingen I=a, i=1, ..., 5, Knoten [, ..., IV

ges.: Krifte in den Stiitz- und Verbindungsstiben (analytisch und grafisch)

Die Stabkrifte werden beim Frei- 11 4
schneiden zweckmifliig von den Kno-
ten weg angetragen, d.h., man nimmt
jeweils eine positive Lingskraft an.

Analytische Losung:

Wir tiberpriifen zunichst die stati-
sche Bestimmtheit. Mit ¢t = 3, s = 5,
g=4 erhilt man nach Gl. (1.24) n=0.

1. Methode — Knotenschnittverfahren

Grundidee ist die direkte Umsetzung des obigen Satzes iiber das Gleichge-
wicht, vgl. vorhergehenden Abschnitt. Wir schneiden nacheinander die einzelnen
Knoten frei und stellen an diesen ebenen, zentralen Kraftsystemen die GGB auf.
Um einen ziigigen Losungsablauf zu erreichen, sollte man dabei in der Reihen-
folge stets solche Knoten wihlen, an denen nicht mehr als zwei unbekannte Stab-
krifte angreifen. Das insgesamt entstehende Gleichungssystem n-ter Ordnung
wird dadurch meist vollstindig entkoppelt.

Freischneiden, GGB und Losung: Fes
Knoten IV: o IV
1
— 0= —Fs, — -Fgs a
1 : F
T:0= —F—E\/ngs Fss

2 1
ng—?ﬁazm:§¢ﬁ

Knoten III:

1

%10:Fs4+§(F53—F51)
1

1 0= —V3(Fg + Fs)

1 1
F51:§\/§Fa Fsszfg\/gF
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Knoten II

1
—:0=—Fg _E(Fs3 — Fgs)

!
T2

1 3
F, = —V3F, F.=—=F
S2 6\/§ > C 2

7:0 \/g(F53+Fss)_Fc

Knoten I

1
—>:O:§F51+F527FB,C

Fsi
1
1+ 0=2V3Fu — Fy
1 °
Fy. =0, Fy, =oF €
o e Fo I Feo
Damit sind sowohl die Stiitzkrifte (Auflager- = B S2
reaktionen) als auch die Stabkrifte in den Ver-
bindungsstiben bekannt. Die Stibe 1 und 4 F
By

wirken als Zugstibe, die Stibe 2, 3 und 5 sind
Druckstibe. Natiirlich lisst sich die Losung
gef. noch vereinfachen, indem durch die GGB zunichst am Gesamttragwerk
(ebenes, allgemeines Kraftsystem) die Auflagerreaktionen getrennt berechnet wer-
den. Der Vorteil des Knotenschnittverfahrens liegt vor allem in seiner Einfachheit
und Ubersichtlichkeit. Wesentliche Nachteile liegen in der Méglichkeit der Feh-
lerfortpflanzung (hitten wir hier F; falsch berechnet, dann wiren auch alle fol-
genden Stabkrifte falsch) und in der Notwendigkeit, einen groflen Rechenauf-
wand zu betreiben, um einzelne Stabkrifte von weit im Inneren liegenden Stiben
zu ermitteln. Fur letzteres Problem lisst sich vorteilhaft ein von A. Ritter vorge-
schlagenes Verfahren anwenden.

2. Methode — Ritter’sches Schnittverfahren
Grundidee ist, einen Schnitt so durch drei
Stibe zu legen, dass ein ebenes, allgemeines
Kraftsystem entsteht. Damit lassen sich drei
GGB zur Ermittlung der Stabkrifte aufstellen,
die z. B. unabhingig voneinander die Stab-
krifte ergeben. Die Stibe konnen beliebig im
Inneren liegen. Die Wirkungslinien der Stab-
krifte diirfen sich dabei weder in einem Punkt
schneiden noch parallel verlaufen. Wie die nebenstehende Skizze zeigt, ergeben die
Momentengleichgewichte um IT und III unmittelbar die Stabkrifte Fg, und Fg;.

Grafische Losung — Cremona-Plan (3. Methode):

Die nach Luigi Cremona benannte Methode stellt das grafische Pendant zum
Knotenschnittverfahren dar. Grundidee ist, dass im KP fiir jeden Knoten ein
geschlossenes Krafteck existieren muss. Im Gegensatz zum Knotenschnittverfah-
ren kénnen aber nur solche Knoten in die Lésungsabfolge aufgenommen werden, an
denen nicht mehr als zwei unbekannte Stabkrifte angreifen. Ist dies nicht moglich,
versagt diese grafische Methode (u. U. liegt ein sog. Ausnahmefachwerk vor).
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Lageplan (LP)

Zur Ermittlung des Krifteplanes
(dem eigentlichen Cremona-Plan) wird
neben dem Kriftemafistab ein sog.
Knotenumlaufsinn definiert. Dieser
gibt an, in welcher Abfolge die Knoten-
krifte das zu jedem Knoten gehorige
Krafteck bilden.

Krifteplan (KP)

Knotenumlaufsinn: )

Knotenreihenfolge:
IV: Krafteck aus F, Fgs, Fs,
II1: Krafteck aus Fs,, Fs;, Fg;
II: Krafteck aus Fs;, Fss, Fg, Fs,
I: Krafteck aus Fs,, Fs,, Fp, Fg.=0
Die im KP auftretenden Kraftrich-
tungen werden jeweils an die Knoten
im LP iibertragen. Damit ist das Vor-
zeichen der Stabkrifte gegeben.

1.8.3
Seil unter Eigengewicht

Ersetzt man einen masselosen Zugstab
durch ein Seil, dann gibt es bei der
Seilkraftermittlung  keinen  Unter-
schied zur Stabkraftermittlung. Dage-
gen muss bei einem massebehafteten
Seil ein anderes Modell verwendet wer-
den. Die Eigenschaft der Biegeschlaff-
heit bleibt dabei erhalten. So kann man ein solches Modell als Gelenkstangensys-
tem mit unendlich dicht benachbarten Gelenken nachvollziehen. Die je Gelenk-
stange wirksame Gewichtskraft wird in den Nachbargelenken eingeleitet. Wir
wollen die Untersuchungen an einem zwischen zwei Festlagern gespannten Seil
unterschiedlichen Héhenniveaus durchfiihren.

geg.: Dichte des Seils p, Seillinge L, 1, |
h, Seilquerschnitt A, wobei vereinbart
wird Fo=gL, g=p g A, g Erdbeschleuni-
gung

(Der Faktor g entspricht der Intensi- 7
tit der Streckenlast des Seilgewichtes.) a>

ges.: Form der Seilkurve ;

A
Y
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Loésung:
Freischneiden.:

Es ist klar, dass die im Seil wirkende ortsabhingige Kraft und die Form der Seil-
kurve eng miteinanander verkniipft sind. Um diesen Zusammenhang zu finden,
schneiden wir aus dem Seil ein Element der Linge ds heraus. Im Schwerpunkt
des Elementes betrigt die Seilkraft Fg, ihre Anderung entlang ds ist linear, d. h.
dFs Nunmehr stellen wir am Seilelement die Gleichgewichtsbedingungen auf:
GGB:

. Py, +4dF,
g Fy+1dRy
— : 0 =dF,, = F, = konst. (1) ¢ e
dF Fu44F,, ; o
1:0=dF, —q-ds= qg=—r. (2) > d
ds .
. . s 2 N dx
(Fs.— Horizontalzug, Fs, — Vertikalzug) R, 1R,

o dFs, dF,  dx dFs, dF,, _dy
(S0 =[(Fsy + =2 + (Fy = 5 5 = [(Fsu + %) + (Foe - 52| 5
: = . FSY _ dY o
Damit erhilt man: R dx Y. (3)

Weiterhin gilt fiir das Seilelement folgende geometrische Beziehung:

ds” = dx” + dy’ bzw. ds = dwy/1 + ()" (4)

Nunmehr sind die Ergebnisse der GGB mit der Geometrie zu verkniipfen.
Dazu differenziert man GI. (3) nach x. Da der Horizontalzug konstant ist, Gl. (1),
erhilt man:

dFs,

dF
dx = Fg, -y’ bzw. > &

/"

ds dx_st‘Y'

Unter Benutzung der Gln. (2) und (4) ergibt sich schlieflich eine nichtlineare
Differentialgleichung fiir die Form der Seilkurve:

L o)
1+ (Y/) Sx

Die Konstante auf der rechten Seite, deren Kehrwert offensichtlich die Dimension
einer Linge hat, bezeichnen wir im weiteren mit 1/x,. Die elementare Losung die-
ser Gleichung gelingt, indem man zunichst die Substitution z=y, 2’ = y" durch-
fithrt. Gleichung (5) geht dann nach Trennung der Variablen iiber in

dz dx Fs,
Xy 1= —.

\/1+22:x—07 ' q
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Die unbestimmte Integration liefert das nachstehende Ergebnis, wobei die
Integrationskonstante x, in der gezeigten Form in die rechte Seite einbezogen
wird:

1 1
arcsinh(z) = — (x — x;) und z = sinh [— (x — x;)].
%o %o
Nunmehr kénnen wir die Riicksubstitution z=dy/dx durchfithren und erhalten
nach nochmaliger unbestimmter Integration die Beziehung

y==%- cosh[l(x—xl)]—i-xz. (6)
%o
In dieser als Kettenlinie (hyperbolische Kosinusfunktion) bekannten Gleichung
sind die Integrationskonstanten x;, x, aus den Randbedingungen (RB) zu ermit-
teln.
Aus der obigen Skizze lassen sich folgende Randbedingungen ablesen:

¥(0) =0, () = h.

N .. X1
Aus der ersten erhilt man fiir x, : %, = —x;, - cosh (—).
%o

Die zweite RB fiithrt auf eine Gleichung fiir x;, die in der Regel nur tiber Nihe-
rungsmethoden (z. B. Iteration) 16sbar ist.
Nunmehr kénnen wir die gesuchte Form der Seilkurve angeben:

Y= % (cosh [xl (x — %)] — cosh (?)) . )

Aus Gl (7) lassen sich nunmehr weitere wichtige geometrische Gréflen und
die Seilkraft ableiten:

Durchhang: n(x) = %x —y(x) .

Seillinge: L = st = xo(smh[— (I —x,)] + sinh (— ))

Seilkraft: Fs = |/ F§, + F§, = Fs,\/1 = Fg, cosh [ (x —x)] .

Die maximale Seilkraft tritt an der hoher gelegenen Seilbefestigung ein. Die
Ermittlung des bisher unbekannten konstanten Horizontalzuges erfolgt tiber die
Festlegung des Durchhanges, der Seillinge oder der Seilkraft. Wir wollen die her-
geleiteten Beziehungen an einem elementaren Beispiel verdeutlichen.

Demonstrationsbeispiel:
Zwischen zwei auf gleicher Hohe liegenden Befestigungen wird ein Seil
gespannt. Die horizontale Entfernung der Authingungen betrigt I. Die Seillinge
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L, der Seilquerschnitt A und die Dichte des /
Seiles werden vorgegeben. Damit sind auch
die Masse m und q bekannt. !

geg: L1, g A p i y

ges.: Seilkurve, Horizontalzug, maximaler '
Durchhang !
Loésung:

Mit der zweiten RB, hier: y(I) = 0, ermitteln wir zuerst die Konstante x,. Unter
Benutzung von Gl (7) erhilt man mittels Argumentvergleich der beiden Hyper-
belfunktionen sofort den Wert x;, = /2. Damit lisst sich die Seilkurve formulie-
ren:

nmax

Den Horizontalzug ermittelt man iterativ aus der Angabe der Seillinge. Mit
den angegebenen Beziehungen erhilt man L = 2x; sinh (L) bzw. mit der Sub-
stitution c_“::z—xo die einfache Beziehung: L = % sinh (1)

Damit ist eine Gerade iterativ mit der hyperbolischen Sinusfunktion zum

Schnitt zu bringen. Der Horizontalzug ergibt sich dann aus Fs, = Z_qé .

AnschlieRend ist es leicht moglich, die Maximalwerte von Durchhang und Seil-
kraft zu ermitteln.

Wir geben als Zahlenwerte vor: | = 1000m; L = 1250m; Stahlseil, wirksamer
Durchmesser 100mm (damit g = 605 N/m). Dann ergeben sich nachfolgende
Resultate:

Horizontalzug: Fg, = 255,8kN 1000 m

maximale Seilkraft: Fs,,, = 456,6kN (an den
Aufhingungen)

maximaler Durchhang (Seilmitte):

Nmax = 331,8m

Anmerkung: Im Falle eines durchhanglos
gespannten Seiles jeweils zwischen den
Aufhingungen und einer mittigen festen
Rolle ergibt sich eine vertikale Absenkung
von 375 m.

Diskussion:

A

Die tatsdchlich vorhandene Seilverlingerung (-dehnung) gespannter Seile wird
mit den angegebenen Beziehungen nicht erfasst.

Fiir flach gespannte Seile kann die Kettenlinie sehr gut durch eine quadratische
Parabel approximiert werden.

Das Beispiel konnte nur einen knappen Einblick in die Vorgehensweise geben,
es sei hier auf weiterfithrende Literatur verwiesen.
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1.8.4
Ausblick und Hinweise

Die Theorie zur analytischen und grafischen Ermittlung der Krifte in Fachwerken
war eine der ersten in sich geschlossenen Methoden der Technischen Mechanik
und hat deren Entwicklung entscheidend mit geprigt.

Die u. a. von den deutschen Ingenieuren K. Culmann und O. Mohr dazu
begriindeten Verfahren prigen den Umfang und die Art und Weise des zu vermit-
telnden Lehrinhaltes der Statik noch immer.

Dartiberhinaus inspirierte die zwar relativ einfach algorithmierbare, aber in der
manuellen Ausfithrung monotone analytische Vorgehensweise zur Stabkraftbe-
rechnung den deutschen Ingenieur K. Zuse bereits um 1940 zum Entwurf und
Bau der ersten funktionierenden programmgesteuerten elektro-mechanischen
Rechenmaschine. Mit den Elementen Steuerwerk, Rechenwerk, Speicher fiir
Befehle und Daten, Ein- und Ausgabeeinheit ist sie Vorliufer der heutigen Com-
puter.

Die numerischen Verfahren zur Fachwerksberechnung gestatten die Behand-
lung beliebiger rdumlicher und statisch unbestimmter Fachwerke. Die theoreti-
schen Grundlagen dazu finden Sie in den Kapiteln 2 und 5.

Bei der Losung kleinerer Fachwerke (diese Lo -
Angabe bezieht sich auf die Anzahl der Stibe) ,/ )
kann man durch geschickte Anwendung des /o ]
Knotenschnittverfahrens und/oder des Rit- / i
ter’'schen Schnittverfahrens relativ schnell zu ,/ /
den gewiinschten Ergebnissen gelangen. / 3 /
Dabei erweist es sich oftmals als niitzlich, Y & /
Nullstébe vorab zu erkennen, vgl. nebenste-  / /
hende Skizze. ! /

Fiir 0 < a < 180° ist der Stab 3 ein Nullstab. |
Dies resultiert aus dem Kriftegleichgewicht \ .
senkrecht zur gemeinsamen Richtung der ~ML____ ____ -
Lingsachse der Stibe 1 und 2.

Ein wesentlicher Vorteil des Fachwerkstabes als Tragelement liegt darin, dass
durch die tiberall gleiche (homogene) Beanspruchung des Stabquerschnittes
(Lingskraft als einzige Schnittreaktion) die Festigkeitseigenschaften des verwen-
deten Werkstoffes nahezu ideal genutzt werden kénnen.
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1.9
Riumliches Kraftsystem — Raumstatik

AbschlieRend geben wir einen knappen Ein-
blick in die Behandlung des riumlichen Kraft-
systems. Generell kénnen die fur die ebene
Problematik gewonnenen Begriffe und Gesetz-
mifigkeiten ohne Schwierigkeiten auf das
rjumliche Kraftsystem {bertragen werden.
Jedoch stellt die analytische und grafische
Behandlung derartiger Modelle erhéhte Anfor-
derungen an das rdumliche Vorstellungsver-
mogen, da rdumliche Anordnungen entweder
in (nicht immer eindeutigen) ebenen, perspek-
tivischen Darstellungen oder Mehrtafelprojek-
tionen abgebildet werden miissen.

1.9.1
Kraft, Moment, Gleichgewichtsbedingungen

Wir stellen eine Krafi im riumlichen kartesischen Koordinatensystem x, y, z dar,
vgl. Abschnitt 1.1.3. Die WL verlduft durch den Ursprung. Ihre Richtung beschrei-
ben nun drei Neigungswinkel zu den Koordinatenachsen. Sie werden oftmals in
Form der Richtungskosinus angegeben, s. u. Analog zur Ebene kénnen wir for-
mulieren:

Kraftvektor F= ﬁx + _‘Y + _’Z,
Komponenten F,=F, ¢, ﬁy =F, ¢, E.=F ¢,
Einheitsvektoren ’é} ‘ =1, wobeij=ux,y,z, (1.25)
Betrag ‘I:“‘:‘/F§+F§+F§,
Richtungskosi Fs p Fy =
ichtungskosinus cosa=—, cosff=—=, cosy=—.
g F 3 F ) b F

Aus den Formeln fiir den Betrag und die Richtungskosinus liest man noch fol-
gende Beziehung ab: cos’a + cos?f + cos?y = 1. Damit ist die Lage der WL
durch zwei Winkel festgelegt.

Wiederum analog zum ebenen Kraftsystem ergibt sich die resultierende Kraft
vektoriell aus der Summe der Einzelkrifte (Anzahl n). Mithin kann man formu-
lieren, vgl. Gln. (1.2):

Resultierende Kraft F, = Fo &, + Fry€, + Fr.€. |

n 1.2
Komponenten Fy; = > F; , j=x,y,2. (1.26)
i1
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Der Betrag und die Richtungskosinus ergeben sich entsprechend Gln. (1.25).

Nunmehr zu den Komponenten des Momentes einer Einzelkraft im Raum. Wir
benutzen wiederum ein kartesisches Koordinatensystem. Die Lage des Kraftan-
griffspunktes wird durch den Ortsvektor 7 beschrieben.

geg.: -

Kraftvektor F = F.€, + F\¢, + F.¢,

Ortsvektor 7 = 1€, + 1€, + 1.€,

ges.: Momentenvektor
Losung:

Entsprechend GL. (1.5) ergibt sich der Momen-
tenvektor aus dem Vektorprodukt M = 7 x .

Damit erhilt man:

€& € €
M=|r, 1, r|=
F, F, F,

=(r,-F,—1,-F)é 4+ (r,-F, —1,-F,)é,+ (r,- F, —1,- F)¢,.

Nunmehr ergibt sich das Moment zu M = M,é, + M€, + M€, mit den Kom-
ponenten:

M,=rnF, -1 F,, M,=rF,—rF, , M, =r.F,—1F,. (1.27)

Die Komponente M, ist uns ja bereits aus den ebenen Problemen (als einzige
Momentenkomponente) bekannt. Mehrere Momente lassen sich zu einem resul-
tierenden Momentenvektor zusammenfassen, vgl. Gl. (1.7).

Nach Kenntnis der resultierenden Kraft und des resultierenden Momentes eines
raumlichen, allgemeinen Kraftsystems konnen die Gleichgewichtsbedingungen ange-
geben werden. Die Komponentenschreibweise fithrt auf insgesamt sechs GGB,
wobei die Summation jeweils tiber alle Einzelkrifte und -momente auszufithren ist:

ﬁR:67 MR:67
;szo, ZiF"Y:O’ ZiF,-z=0, (1.28)
ZMix:07 ZMiY:O> ZMiZZO'

Diese Gleichungen enthalten die GGB (1.3), (1.9) als Spezialfille. Die drei Krifte-
gleichgewichte gelten fiir das riumliche, zentrale Kraftsystem. Die Momentengleich-
gewichte erfordern die Festlegung einer jeweils geeigneten Bezugsachse.

19.2
Auflagerreaktionen einfacher Tragwerke

Ein rdumliches Tragwerk liegt vor, wenn durch das Freischneiden ein raumliches
Kraftsystem entsteht.
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Zunichst stellen wir einige wichtige Modelle von Lagerungen vor. Die Eintei-
lung erfolgt wiederum an Hand der Wertigkeit der Lagerung.
Einwertige Lager

Pendelstiitze/Stabanschluss (vgl. Abschnitt 1.5.2)

Spur der Schnittflache

- ~—
-

-

-

—

reibungsfrei
verschiebbar

rdaumliches Loslager/Rollenlager (reibungsfrei in der Ebene verschiebbar)
Zweiwertiges Lager (momentenfreie Gleithiilse)

PA

! Spur der Schnittflache

Dreiwertiges Lager (rdumliches Festlager) (Kugelgelenk)

Spur der Schnittflache -
FAZ

Fax
A FAy
My,
\ Fay My
~a a4t
- *
Fy .,
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Beispiele
1. Beispiel: Bockgeriist

Das aus drei Stiben bestehende
rdumliche Fachwerk (Bockgeriist) wird
im gemeinsamen Knoten durch eine
vertikale Einzelkraft belastet.

geg.: Fg, a, f

ges.: Stabkrifte Fg,, Fg,, Fgs
Losung:

Freischneiden:

Analog zum Knotenschnittverfahren
bei den ebenen Fachwerken, vgl. Ab-
schnitt 1.8, wird nunmehr um den
Knoten eine geschlossene Schnittfliche
gelegt. Man erhilt ein riumliches, zen-
trales Kraftsystem.

GGB (nach Gln. (1.28)):

(x) \:é ZFix=0:7F51sinafF52cosﬁfF53cosﬁ
(y) ZF =0=—F; — Fs;cosa
() /1 = ZF;Z:o:(Fsz—Fw)sin/f

Lisung des Gleichungssystems:

Die GGB fithren wie bei ebenen Problemen auf ein inhomogenes, lineares
Gleichungssystems fiir die unbekannten Auflagerreaktionen. Aus den obigen
Gleichungen ermittelt man die folgenden Ergebnisse:

F¢ tana

Fo = ——CS | Fg = Fgy = Fo 2%
s cosa’ " ° 7 7% 2cosp

Die Stdbe 2 und 3 sind Zugstibe, Stab 1 ist ein Druckstab.

2. Beispiel: Welle mit Ritzel

Eine zweifach gelagerte Welle (bekannt-
lich ein Maschinenelement, welches vor
allem ein Torsionsmoment zu {ibertragen
hat) ist fest mit einem Zahnrad verbun-
den, das sich im Eingriff befindet (Zahn-
kraft F). Der Einfachheit halber nehmen
wir Geradverzahnung an. Am linken
Ende wird iiber eine Kupplung ein Torsi-
onsmoment My abgenommen.
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geg.: a, b, Kupplungsmoment My, Teilkreisdurchmesser d,, Zahneingriffswinkel
a,. Die Lagerabmessungen sind gegeniiber den Lingen der Wellenabschnitte a, b
vernachlissigbar klein. Die beiden Lagerungen sollen keine Momente aufneh-
men, das Lager B gestattet eine Lingsverschiebung der Welle.

ges.:

1. Zahnkraft F

2. Auflagerreaktionen in A, B
Loésung:

Freischneiden.:

Wir legen zunichst zur Orientie-
rung das nebenstehend gezeigte kar-
tesische Koordinatensystem fest.
Der Koordinatenursprung befindet
sich im Lager A.

Den Rechengang fithren wir an einem im Vergleich zur Ausgangsskizze verein-
fachten Modell durch. Wir nutzen unsere Kenntnisse {iber das Versetzungsmo-
ment einer Kraft bei Parallelverschiebung. Dazu zerlegen wir die Zahnkraft F in
eine Umfangskraft F, und eine Radialkraft F. Anschliefend verschiebt man die
Umfangskraft parallel zu sich selbst, so dass sich ihre WL mit der Wellenldngs-
achse schneidet. Dies erfordert das zusitzliche Antragen eines Versetzungs-
momentes M, vgl. GL. (1.6).

d
Es gilt damit: F, = Fsina,, F, = Fcosay, M, = Fio COS -
GGB (rdumliches, allgemeines Kraftsystem), Gl. (1.26):

EFixZOZ_FAx_FBx+Fu7 ZFiy:O:_FAy_FBy+Fr
ZFiz:():FAz

> M, =0=Fy(a+b)—Fa, > M,=0=—Fg(a+b)+F,a
ZMiz:():*MKdFMV

Die drei Momentenbezugsachsen sind die Koordinatenachsen durch A.
Lisung des Gleichungssystems:
zu 1.: Das Momentengleichgewicht um die z-Achse liefert die Zahnkraft:

2My

= , K
dy cos ay

do

F,=2 , F, = F,tan a,.

zu 2.: Fiir die Auflagerreaktionen erhilt man:

F.b F.b F.a F.a

= po= 2 g =t g O
ALY A A+  atb

Diskussion:
Zunichst sind zwei Anmerkungen zum Aufstellen der Momentengleichge-
wichte erforderlich. Einerseits konnen wir ebenso wie bei ebenen Problemen vor-
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gehen, d. h., wir ermitteln den Betrag der Momentenkomponenten aus der Kraft-
komponente und dem Hebelarm fiir jede Kraft und gewinnen das Vorzeichen aus
den sich einstellenden Verdrehwirkungen beztiglich der gewihlten Bezugsach-
sen. Letzteres kann man sich durch die Anwendung der bereits beschriebenen
Rechte-Hand-Regel erleichtern. Andererseits kann man natiirlich auch die Kom-
ponenten der Momentenvektoren der Einzelkrifte aus den Vektorprodukten ihrer
Ortsvektoren und Kraftvektoren ermitteln. Dies soll knapp skizziert werden. Ver-
wenden wir das Lager A als Koordinatenursprung, dann besitzen die Zahnkraft
und ihr Ortsvektor die Komponenten:

1
F,=Fcosa,, F,= Fsina,, FZ:O,rx:O,ry:fid07 r,=a.

Nach GL. (1.27) erhilt man die entsprechenden Momentenkomponenten:

1
M, = —Fasina,, M, = Facosa,, M, = EFdO COS 0.

Analog ergeben sich die Komponenten des Momentes der Auflagerkraft in B:
Mg, = FBy(a + h)7 MBy = 7FBx(a + b)/ Mg, = 0.

Wir erhalten damit das bereits aus den Momentengleichgewichtsbedingungen
bekannte Ergebnis. Der Aufwand liegt jedoch gegentiber dem ersten Weg in vie-
len Fillen deutlich hoher. Jedoch ergibt sich das Resultat hier zwingend aus der
Vektoralgebra, man ist auf das Vorstellungsvermogen weitaus weniger angewie-
sen als im zuerst beschriebenen Weg.

Oftmals ist es sinnvoll, die Losung des rdumlichen Modells durch eine
geschickte Zerlegung in zunichst drei ebene (und damit einfachere) Modelle zu
vereinfachen. Fur das obige Beispiel ergeben sich z. B. die drei im Bild gezeigten
Lastfille. Das Modell in der x-y-Ebene hitte man durch Aufstellen des Momenten-
gleichgewichts um die z-Achse in einem der beiden anderen Modelle umgehen
konnen.

Ebenen

X-Z y-z X-y

F Fr !
FAZ l ’ z l z IvéK ! MV
2 . - (B }.
e M s M

. Iy ’

1.9.3

Ermittlung von Schnittreaktionen

Interpretieren wir eine Schnittstelle im Balken in Analogie zur Ebene als nun-
mehr riumliche Einspannungstelle des abgeschnittenen Trigerteiles, dann erge-
ben sich zwangsliufig sechs Schnittreaktionen. Der besseren Ubersicht wegen
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unterscheiden wir jetzt konsequent zwischen einem globalen (raumfesten) Koor-
dinatensystem mit den Achsen (kartesisch) X, Y, Z und den lokalen Koordinaten-
systemen (x;, y;, z;) zur Beschreibung der Lage der Schnittstellen in den i Berei-
chen, 1 <i<k, k Anzahl der Bereiche. Nachfolgend sind die Schnittreaktionen
eingetragen:

Die beiden Momente M,, M, entsprechen einer Biegebeanspruchung, das
Moment um die Trigerlingsachse M,; bzw. M, einer Torsions- oder auch Dril-
lungsbeanspruchung des Trigers.

Die Vorgehensweise zur Ermittlung von Schnittreaktionen kann dem Abschnitt
1.6.2 entnommen werden. Zur Vertiefung dienen die nachfolgenden Demonstra-
tionsbeispiele.

1. Beispiel: Vergleich der Schnittreak-
tionen zwischen eingespanntem abge-
winkeltem Triger und Kreisbogentri-
ger

geg.: F, a

ges.: Schnittreaktionsverldufe (analy-
tisch und grafische Darstellung)
Loésung:

Zunichst behandeln wir den abge-
winkelten Triger. Offensichtlich gibt es
zwel Bereiche. Wir legen die lokalen
Koordinatensysteme so, dass die bei-
den z-Achsen vom Rand zur biegestei-

fen Ecke bzw. auf die Einspannstelle F <>

hinlaufen. Dadurch erspart man sich "’ A
die Ermittlung der Auflagerreaktionen. v
Fir die Bezeichnung der Krifte- und \

Momentensummen benutzt man eine
zur Ebene analoge Symbolik.
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1. Bereich: 0 < z, < a
Aus den GGB folgt offensichtlich:
Mt1=FL1=FQx1=My1=0
und
(y)l:0=Fq, +F = Fo = —F
(x)/:O:Mxl—&—le =M, =-F -z
M, (0) =0, M,,(a) = —Fa (Randwerte) M, ‘
Damit kann dieser Bereich als ebenes Y My
Kraftsystem betrachtet werden.
2. Bereich:0<z,<a
Die GGB ergeben hier:
FL2=My2=FQx2=O
und
(V) | :0=Fop+ F= Fop = —F
(x)\:O:sz—l—Fzz

=M, =-F-z
= M, (0) =0, M,(a) = —F-a
(2) 7/:0=M,+F-a=M,=—F-a Y2

Betrachtet man die Randwerte der Momente fiir M, an der biegesteifen Ecke,
dann registriert man einen ,Sprung“ vom Wert F - a auf 0. Dieser resultiert da-
raus, dass die Achsen x;, x, senkrecht aufeinanderstehen. Bildlich wird das Biege-
moment F - a im zweiten Bereich als Torsionsmoment iibernommen, da x; und
z, parallel sind.

Nunmehr kann man die Verldufe fiir F,, M, und M, grafisch darstellen.

-1 -1 -1 -1

0

0
Fay/F M,/ Fa M,/ Fa

Viertelkreishogentriger:

Hier gibt es nur einen einzigen Bereich. Als lokales Koordinatensystem benutzen
wir vorteilhaft ein Polarkoordinatensystem. Der Polarwinkel ¢ beschreibt vom linken
Rand aus die Lage der Schnittstelle. An der Schnittstelle gelten die lokalen Richtungs-

e e o MHIDEAIRE
Die nebenstehende Skizze zeigt den ;

gesch.mttenen Be.relch in de'r Draufsicht, v a y M,

wobei an der Schnittstelle nur die von null ver- _,/( >Fay i

schiedenen Schnittreaktionen F,, M, und

M, = M, eingetragen sind. Das Symbol ® A NM

bezeichnet wiederum eine Kraft (bzw. Krift- F &l == asing A

esumme) senkrecht zur x-z-Ebene.

a(1- cosg)
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GGB:0<p<73:
(y) ®:0=F+Fq, Fo =—F
(x) \ :0=M,+ Fa- sinp,M, = —Fa- sing
Randwerte: M, (0) = 0, M, g) — _Fa
(z)/:O:Mt—Fw(l— cos @), M, = Fa - (1 — cos )
Randwerte: M,(0) = 0, M, (g) — Fa

Damit ergeben sich die in den nachfolgenden Bildern gezeigten Verlaufe fiir
die Querkraft, das Biegemoment und das Torsionsmoment.

-1 -1 -1
Ly e St

Fo,/F M,/ Fa M,/ Fa

Diskussion:

Wihrend man beim Vergleich der Querkraftverliufe (wie erwartet) keinen
Unterschied feststellen kann, sind die Momentenverldufe im Vergleich prinzipiell
verschieden. Die geometrische Unstetigkeit (Knick) beim abgewinkelten Triger
fithrt zu einem Sprung sowohl im Biegemomenten- als auch im Torsionsmomen-
tenverlauf. Das am Knick auflaufende Schnittmoment des ersten Bereiches
bewirkt im zweiten Bereich ein konstantes Moment um die Trigerlingsachse
(Torsionsmoment). Dagegen sind die Momente im Kreisbogentriger stetig.

2. Beispiel: Resultierendes Biegemoment in einer Welle

An einer zweifach gelagerten
Welle greifen zwei Einzelkrifte so
an, dass ein riumliches, allge-
meines Kraftsystem vorliegt, vgl.
Skizze. (Die Krifte kénnten z. B.
die verschobenen Umfangskrifte
zweier Ritzel sein. Die dabei ent-
stehenden Torsionsmomente wer-
den entsprechend dem Anliegen
der Aufgabe nicht berticksichtigt.)

geg.: Fy, Fp,a,b,¢c,d, b>d

ges.: Biegemomentenverlauf
Loésung:
Auflagerreaktionen:

Die Zuriickfithrung des rdumlichen Tragwerkes auf die Betrachtung in zwei
Ebenen (x-z; y-z) und die jeweiligen GGB liefern folgende Auflagerreaktionen:

d b c a
FAx:FZTaFAy:FIT7FBx:FZT7FBy:F17'

Diese sind bereits in die obige Skizze eingetragen.
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Biegemomente, M, M,

Zur Ermittlung der Schnittreaktionen, hier nur der Biegemomente, ist eine
Einteilung in drei Bereiche notwendig. Genau genommen benétigt man fiir die
getrennte M,- bzw. M,-Ermittlung jeweils nur zwei Bereiche, die sich aber unter-
scheiden. Entsprechend der folgenden Skizze fiir die Bereichseinteilung erhalten
wir die Schnittmomente jeweils wieder durch die Momentengleichgewichte am
geschnittenen Trigerteil:

1. Bereich: 0 <z, <a

b d
Mx1 = (Flj) + 2y, M},1 = —(sz) 4

2. Bereich:0<z, <b—d

a d
M,, :Flj(b_zz)v M, = _sz(a'f‘zz)

3. Bereich0 < z; < d

M, = (Fl%) 23, M, = —(F2%> -2Z3 .

Die linearen Verlidufe sind in die obige Skizze eingetragen.
Resultierendes Biegemoment:

Vielfach ist man bei Wellenberechnungen gezwungen, das maximale Biegemo-
ment nach Ort und Betrag anzugeben. Dazu ermittelt man den Betrag des resul-
tierenden Biegemomentes und seinen Neigungswinkel im Schwerpunktskoordi-
natensystem an jeder Schnittstelle der Welle aus den Komponenten M, und M,
Die Skizze zeigt die Draufsicht:

M(2)
MR(Z) = Mx(z)z + My(z)z7 o aR(z)
_ M, (z)
tanag(z) = M.2)°
Damit gibt es in den Bereichen nicht nur eine Mg(2) }; M(z)

Betragsinderung, sondern ggf. auch eine Rich-
tungsinderung von Mg. Wir erhalten in den drei
Bereichen folgende Funktionen fiir die Betrige und
Richtungen:

2y

T (F,b)’ + (F,d)*, tanag, (z,) = _Ed = konst.

1. Bereich: Mg, = D
1

2. Bereich:

Mg, = |23 |:(F2?)2 + (Fl%)z
(v ]

~ Fdla+z)
Fia(b - z,)

+

+ 2z, [(Fz ?>2a - (Fl %’)Zb

+

tan ag,(2,) =
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3. Bereich: My; = Z—ls (Fla)2 + (cm)z, tan ags(2z;) = —% = konst.
1
Diskussion:

Wenn am Bereichsanfang kein resultierendes Moment existiert (gelenkige
Lagerung im 1. und 3. Bereich), dann ist der Betrag M; eine lineare Funktion der
Koordinate z. Der Vektor des resultierenden Biegemomentes dndert seine Rich-
tung nicht. Die Pfeilspitzen von My bilden eine Gerade. Diese spannt mit der z-
Achse eine Ebene auf (a =konst.).

Im zweiten Bereich (das Anfangsmoment M ist verschieden von null) bilden
die Pfeilspitzen von My, wie nachfolgend gezeigt, ebenfalls eine Gerade. Diese ist
windschief zur z-Achse, d. h., es wird keine Ebene aufgespannt. Die Betragsfunk-
tion erreicht bei z,, einen Extremwert:

F2.ab— .
Zy0 = 7F%a2+F%d2 - a.

An dieser Stelle liegt stets ein lokales Minimum vor. Um das zu erkennen,
kann man zunichst die zweite Ableitung von My, nach z, bilden. Diese ist unab-
hingig von z,, und immer positiv. Anschaulicher lisst sich der Sachverhalt in der
nachstehenden Skizze verfolgen.

Beschreibt man die Momentendifferenz zwi-
schen Mg,(z,) und Mpg,(0) = Mg, (a), dann ergibt
sich fiir den entsprechenden Vektor, seinen
Betrag und die Richtung:

AMy, = Myy(2,) — My, (@) = AM, €, + AM, E,

Y27y
a._, d_
= (—FlTex - FZTEY) 2.

Der Differenzenvektor indert folglich seine
Richtung nicht. Nur sein Betrag vergroflert sich
linear mit z,. Damit liegen bei ausschlieflicher Einzelkraftbelastung einer Welle
die Pfeilspitzen der Vektoren des resultierenden Biegemomentes stets auf einer
Geraden. Fiir die praktische Behandlung von entsprechenden riumlichen Auf-
gaben lisst sich die bereits aus der ebenen Statik bekannte Tatsache verallgemei-
nern:

Wird eine Welle durch Einzelkrifte belastet, dann tritt das betragsmdifig grofSte
Biegemoment immer an einer der Krafieinleitungsstellen auf.
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1.9.4
Hinweise und Tipps

Im Falle des rdumlichen Kraftsystems besitzen die Vektoren der Krifte und
Momente jeweils drei Komponenten. Damit sind insgesamt sechs Gleichge-
wichtsbedingungen zu erfiillen, im Falle des rdiumlichen, zentralen Kraftsystems
drei.

Der Rechengang zur Ermittlung von Auflager-, Verbindungs- und Schnittreak-
tionen unterscheidet sich prinzipiell nicht von dem bei ebenen Aufgaben. Natiir-
lich steigt der Losungsaufwand an und die Darstellung der Lagepline, Schnitt-
skizzen usw. stellt erhohte Anforderungen an das (riumliche) Vorstellungsvermo-
gen.

Zur Verbesserung der Anschaulichkeit der Losung empfiehlt es sich in vielen
Fillen, das raumliche Modell in drei senkrecht zueinander stehenden Ebenen zu
betrachten. Die ebenen Aufgaben sind dann jeweils mit geringerem Rechenauf-
wand zu behandeln als die rdumlichen. Bei der grafischen Darstellung der Ver-
ldufe der Schnittreaktionen gelten prinzipiell die Hinweise fiir ebene Aufgaben,
wobei aber auf die Anschaulichkeit und Interpretierbarkeit zu achten ist.

Der Einsatz numerischer Verfahren zur effektiven Losung raumlicher Auf-
gaben ist vielfach unumginglich.

1.10
Zusammenfassung

In der Statik, dem ersten Abschnitt der Technischen Mechanik, haben Sie Metho-
den kennengelernt, die Aussagen iiber das Kriftespiel an ruhenden bzw. gleich-
formig bewegten Konstruktionsteilen ermoglichen. Dazu ist es notwendig, die
technischen Gegebenheiten zu modellieren.

Die Bauteile werden dabei als starre Kérper modelliert. Eine wichtige Grund-
form ist der Stab. Falls ein zusammengesetztes Tragwerk vorliegt, dann sind die
einzelnen starren Kérper mit Modellen von Verbindungselementen (z. B. Gelenk)
miteinander zu verbinden.

Die Lagerungen der Bauteile modelliert man durch idealisierte (reibungsfreie)
Lager/Auflager. Unabhingig von der konstruktiven Ausfithrung unterscheidet
man die Auflager nach ihrer Wertigkeit. Diese beschreibt die Anzahl der durch
die Lagerung unterbundenen Bewegungsmoglichkeiten (Freiheitsgrade).

Bauteile sind vor allem mechanischen Belastungen ausgesetzt. Diese resultie-
ren aus Wechselwirkungen mit der Umgebung. Die duflere Belastung (Eigenge-
wicht, Betriebslasten) wird durch Krifte (Einzelkrifte, Streckenlasten oder Fli-
chenlasten) modelliert. Im Falle einer Verdrehwirkung ist als Ursache ein
Moment (Kriftepaar) zu modellieren. Da Krifte und Momente Betrag und Rich-
tung besitzen, werden sie mathematisch durch Vektoren erfasst.



1.10 Zusammenfassung

Die dufere Belastung verursacht Krifte und Momente an den Lagerungen, Ver-
bindungen und im Inneren des Tragwerkes (Reaktionen). Diese werden durch
die Anwendung des Schnittprinzips (Freischneiden) frei und damit erfassbar.

Das Ensemble aller Krifte und Momente am starren Korper bezeichnet man
als Kraftsystem.

Ein starrer Kérper bzw. ein System aus starren Koérpern befindet sich im Gleich-
gewicht, wenn sich der Bewegungszustand Ruhe bzw. gleichférmige Bewegung
nicht dndert. Dies ist nur dann erfiillt, wenn sowohl die resultierende Kraft als
auch das resultierende Moment des Kraftsystems verschwinden (Gleichgewichts-
bedingungen, GGB).

Unbekannte Auflager- und Verbindungsreaktionen ermittelt man durch das
Aufstellen der GGB am freigeschnittenen Kérper. Bei Systemen starrer Kérper als
Modell zusammengesetzter Tragwerke sind die GGB an jedem Kérper aufzustel-
len. Diese fithren auf ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten. Dabei
ist eine Lésung im Allgemeinen nur méglich, wenn die Anzahl der GGB mit der
Anzahl der Unbekannten tibereinstimmt (statische Bestimmtheit).

Die Bauteilbeanspruchung im Inneren beschreiben die Schnittreaktionen. Dies
sind Krifte und Momente, die durch die duflere Belastung und die entsprechen-
den Reaktionen in Lagerungen und Verbindungen im Inneren des Tragwerkes
geweckt werden. Durch Anwendung des Schnittprinzips werden die Schnittreak-
tionen frei. Die GGB am geschnittenen starren Teilkorper fithren schlieflich auf
die analytischen Ausdriicke (Funktionen) der Schnittreaktionen. Um ihre Aussa-
gefihigkeit fiir den Ingenieur zu erhéhen, sind sie am Bauteilmodell grafisch dar-
zustellen und zu diskutieren.

Kommt es an Lagerungen und Verbindungen beim Uberschreiten bestimmter
Belastungsgrenzen zu Verschiebungen und Verdrehungen, dann erfassen wir das
Phinomen als Reibungsproblem. Man unterscheidet zwischen Haftung (Zustand
bis zum Einsetzen der Bewegung) und Gleitreibung (gleichférmige Bewegung).
Die Reibstellen sind dabei wie Auflager freizuschneiden und die Reibungs- und
Normalkrifte in ihrer tatsichlichen Wirkungsrichtung anzusetzen. Zur Lésung
derartiger Probleme formuliert man zunichst die GGB. Zusitzlich ist fiir jede
Reibstelle das dafiir giiltige Reibungsgesetz (Haftreibungsgesetz, Gleitreibungs-
gesetz, Seilreibungsgesetz u. a. m.) aufzustellen und das nunmehr vollstindige
Gleichungssystem zu losen.

Die Komplexitit des Kraftsystems entscheidet sowohl {iber den Aufwand als
auch iiber die Ubersichtlichkeit der Lésung. Deshalb sollte man bemiiht sein,
Tragwerke mit einem einfachen Kraftsystem (ebenes Kraftsystem) zu modellie-
ren.

81






