1
Einflihrung

Moderne Maschinen- und Luftfahrtsysteme sind oft sehr komplex und bestehen
aus vielen Komponenten, die durch Gelenke und Kraftelemente wie Federn,
Dampfer und Stellglieder miteinander verbunden sind. In der modernen Literatur
nennt man solche Systeme Mehrkorpersysteme. Beispiele dafiir sind Maschinen,
Anlagen, Roboter, Fahrzeuge, raumliche Tragwerke und biomechanische Syste-
me. Die Kinetik eines solchen Systems ist durch oft komplizierte Beziehungen
bestimmt, die sich aus der Relativbewegung und den Verbindungskriften zwi-
schen den Systemkomponenten ergeben. Abbildung 1.1 zeigt einen hydraulischen
Bagger, den man als Beispiel fiir ein Mehrkorpersystem aus vielen Komponen-
ten verstehen kann. Beim Entwurf eines solchen Kettenfahrzeugs muss sich der
Ingenieur (oder die Ingenieurin) mit vielen ineinander verflochtenen Fragen zur
Bewegung und den Kriften der einzelnen Komponenten der Maschine befassen.
Beispiele fiir solche Fragen sind etwa: Welchen Zusammenhang gibt es zwischen
der Fahrgeschwindigkeit des Baggers und der Bewegung der Raupenketten? Wel-
chen Einfluss haben die Kontaktkrifte zwischen den Verbindungsgliedern der
Raupenketten und den Baggerkomponenten auf die Bewegung des Systems?
Welche Wirkung haben die Reibungskrifte zwischen den Raupenketten und dem
Untergrund auf die Bewegung und die Leistung des Baggers? Wie beeinflusst
die Wechselwirkung zwischen der Kette und dem Boden die Dynamik des Bag-
gers und wie lassen sich die Bodeneigenschaften charakterisieren? Wie héingen
die Krifte und die Maximalgeschwindigkeit des Baggers von der Geometrie der
Kettenglieder ab? Solche und viele andere wichtige Fragen miissen angespro-
chen werden, bevor der Entwurf des Baggers abgeschlossen ist. Um die vielen
ineinander verflochtenen Fragen sauber beantworten zu konnen, ist es nétig, ein
detailliertes dynamisches Modell eines solchen komplexen Systems zu erstellen.
In diesen Buch behandeln wir die Entwicklung der dynamischen Gleichungen fiir
ein komplexes Mehrkorpersystem wie den Raupenkettenbagger aus Abb. 1.1 in
allen Einzelheiten. Die hier vorgestellten Verfahren erlauben es der Leserin und
dem Leser”, die kinematischen und dynamischen Gleichungen fiir grofle mecha-

1) Um den Text durch solche Formulierungen nicht zu schwerfillig werden zu lassen, wird in
Zukunft auf die explizite Nennung beider Geschlechter verzichtet. Alle Leserinnen dieses
Buches mogen sich bitte auch bei dem Wort ,Leser” mit angesprochen fithlen — gemeint sind
sie auf jeden Fall. (Anm. d. Ubers.)
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Abb. 1.1 Hydraulischer Raupenkettenbagger. (Foto mit freundlicher Genehmigung der Ko-
matsu Ltd.)

nische Systeme und Fluggerite aus mehreren miteinander verbundenen Kérpern
systematisch aufzubauen. Auch das Vorgehen zum Lésen der sich ergebenden
gekoppelten nichtlinearen Gleichungen wird diskutiert.

1.1
Mehrkorpersimulation

In der Vergangenheit fithrte man die Untersuchung von Maschinen- und
Luftfahrtsystemen meist mithilfe grafischer Verfahren durch. Computergestiitzte
Verfahren spielten damals eine nur geringe Rolle, weil es keine leistungsstarken
Rechner gab. Man interessierte sich hauptsachlich fiir die Untersuchung von Sys-
temen aus einer relativ kleinen Anzahl von Kérpern, sodass man die gewiinschten
Losungen mithilfe von grafischen Verfahren oder hiandischen Rechnungen erhal-
ten konnte. Erst das Aufkommen von Hochgeschwindigkeitsrechnern machte
es moglich, auch komplexe Systeme aus einer grofien Anzahl von Kérpern und
Gelenken zu untersuchen. Dazu wurden klassische Ansétze auf Basis der New-
ton’schen und der Lagrange’schen Mechanik wiederentdeckt und in eine fiir
die Verwendung mit digitalen Hochgeschwindigkeitscomputern geeignete Form
gebracht.

Obwohl die zugrunde liegenden Theorien bei der Entwicklung von Compu-
teralgorithmen fiir die Untersuchung von Maschinen- und Luftfahrtsystemen
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dieselben sind wie in den klassischen Ansétzen, miissen Ingenieure und Wissen-
schaftler heutzutage aufSerdem weitreichende Kenntnisse der Matrizenrechnung
und numerischer Verfahren erwerben, um die Computertechnik effizient nutzen
zu konnen. Dieses Buch fiihrt in die klassischen und modernen Ansitze ein, die
bei der kinematischen und dynamischen Untersuchung von mechanischen Sys-
temen und Fluggeriten aus mehreren miteinander verbundenen starren Korpern
bestehen. Das Hauptaugenmerk der Darstellung liegt auf der Modellierung von
allgemeinen Mehrkorpersystemen und der Herleitung der Zusammenhénge, die
die dynamische Bewegung solcher Systeme bestimmen. Das Ziel ist es, allgemeine
Verfahren zu entwickeln, die sich auf eine grofie Klasse von Mehrkorpersystemen
anwenden lassen. Dabei werden viele grundlegende und Computerprobleme
behandelt, um die Vorziige und Beschriankungen der verschiedenen Verfahren
anzusprechen, die beim Formulieren und Losen der Bewegungsgleichungen von
Mehrkorpersystemen verwendet werden. Dies ist das Thema des allgemeinen
Bereichs der computational dynamics (man tbersetzt diesen Begriff meist mit
Computerdynamik oder Mehrkorpersimulation), die sich mit der computer-
gestiitzten Losung der Bewegungsgleichungen von grofien Systemen befasst.

Die Rolle der Computerdynamik besteht vor allem darin, die Werkzeuge bereit-
zustellen, die man fiir die dynamische Simulation von Mehrkérpersystemen be-
notigt. Fiir die Untersuchung und computergestiitzte Simulation eines gegebenen
Systems lassen sich verschiedene Werkzeuge verwenden. Dies ist hauptsédchlich
dem Umstand geschuldet, dass die Form der kinematischen und dynamischen
Gleichungen, die die Dynamik eines Mehrkorpersystems bestimmen, nicht ein-
deutig ist; daher ist es wichtig, diejenigen Werkzeuge und diejenige Form der Be-
wegungsgleichungen zu wihlen, die sich fiir die jeweilige Anwendung am besten
eignen. Das ist eine nicht immer einfache Aufgabe, die eine grofse Vertrautheit mit
den verschiedenen Formulierungen und Prozeduren voraussetzt, die im allgemei-
nen Bereich der Computerdynamik verwendet werden. Die Form der Bewegungs-
gleichungen hiangt von der Wahl der Koordinaten ab, die man zur Definition der
Systemkonfiguration verwendet. Man kann eine kleine oder grofle Anzahl von
Koordinaten wéhlen. Vom numerischen Standpunkt her hat jede Wahl ihre Vor-
zlige und Nachteile: Die Wahl einer kleinen Anzahl von Koordinaten fithrt immer
zu einem komplizierten Gleichungssystem,; sie hat aber den Vorzug, dass nur ei-
ne geringe Anzahl von Gleichungen gelost werden muss. Die Wahl einer grofien
Anzahl von Koordinaten andererseits hat den Vorzug, dass sich einfachere und
weniger stark gekoppelte Gleichungen ergeben — um den Preis, dass die Dimen-
sion des Problems steigt. Das Hauptaugenmerk dieses Buches liegt auf der Her-
leitung und Anwendung von verschiedenen Formen der Bewegungsgleichungen.
Einige Formulierungen fiihren auf ein grofles System von Gleichungen, die mit-
hilfe von redundanten Koordinaten ausgedriickt werden; andere hingegen fithren
auf ein kleines Gleichungssystem, das sich mit dem minimalen Satz von Koordi-
naten ausdriicken ldsst. Vorziige und Nachteile jeder dieser Formulierungen bei
der Betrachtung von Mehrkorpersystemen mit Zwangsbedingungen werden de-
tailliert diskutiert.
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Allgemein lassen sich Mehrkorpersysteme einteilen in starre Mehrkorpersys-
teme und flexible Mehrkorpersysteme. Starre Mehrkorpersysteme sollen nur
aus starren Korpern bestehen, die durch masselose Federn, Ddmpfer und/oder
Stellglieder (Aktoren) verbunden sind. Mit anderen Worten: Wenn man starre
Mehrkorpersysteme betrachtet, sollen die einzigen Komponenten, die Tragheit
aufweisen, starre Korper sein. Flexible Mehrkorpersysteme hingegen enthalten
sowohl starre als auch verformbare Korper. Verformbare Korper zeigen Tragheit
und eine Elastizitit, die von den Deformationen abhdngt. Wenn sich der verform-
bare Korper bewegt, éndert sich seine Form, und seine Tragheits- und seine elasti-
schen Eigenschaften werden zu Funktionen der Zeit. Daher ist die Untersuchung
von verformbaren Korpern schwieriger als die von starren Korpern. In diesem
Buch werden wir nur den Zweig der Mehrkorpersimulation betrachten, der sich
mit starren Mehrkorpersystemen befasst. Die Theorie der flexiblen Mehrkorper-
systeme werden von mir in einem spezielleren Buch (Shabana, 2005) behandelt.

1.2
Bewegungen und Zwangsbedingungen

Systeme wie Maschinen, Anlagen, Roboter, Fahrzeuge, Raumfahrzeuge und bio-
mechanische Systeme bestehen aus vielen Korpern, die durch unterschiedliche
Arten von Gelenken miteinander verbunden sind, sowie verschiedenen Arten von
Kraftelementen wie Federn, Dampfer und Stellglieder. Die Gelenke dienen hiufig
dazu, die Beweglichkeit des Systems zu beeinflussen und die Bewegung der Sys-
temkomponenten auf bekannte, vorgegebene Richtungen zu beschrianken. Mit-
hilfe der Gelenke und Kraftelemente werden Mehrkérpersysteme dafiir entwor-
fen, bestimmte Aufgaben zu erfiillen; einige dieser Aufgaben sind ganz einfach,
andere konnen ziemlich kompliziert sein und die Verwendung ganz bestimmter
Typen von mechanischen Verbindungen sowie ausgekliigelte Steuerungsalgorith-
men erfordern. Daher ist es schon in der Entwurfsphase wesentlich, die Dynamik
solcher Systeme zu verstehen, und das ist erst recht bei der Leistungsbewertung
und Konstruktionsverbesserungen notwendig. Um die Dynamik eines Mehrkor-
persystems zu verstehen, muss man die Bewegung seiner Komponenten unter-
suchen. In diesem Abschnitt behandele ich einige der grundlegenden Konzepte
und Definitionen, die fiir die Beschreibung der Bewegung von starren Koérpern
verwendet werden, und fiithre Beispiele fiir Gelenke ein, die bei der Anwendung
von Mehrkorpersystemen verbreitet sind.

Bewegungen ohne Zwangsbedingungen

Die Bewegung eines starren Korpers setzt sich zusammen aus Translationen und
Rotationen. Die Untersuchung einer reinen Translationsbewegung ist relativ
einfach, und die dynamischen Beziehungen, denen diese Art der Bewegung un-
terliegt, sind vollstindig verstanden. Eine finite Rotation hingegen ist nicht so
einfach, weil die Rotation grofler starrer Korper zu geometrischen Nichtlinea-
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Abb. 1.2 Bewegung eines starren Korpers.

ritidten fithren kann. Abbildung 1.2 zeigt einen starren Korper, hier als Korper i
bezeichnet. Die allgemeine Bewegung dieses Korpers lasst sich bequem in ei-
nem Inertialsystem mit den Koordinaten XY Z beschreiben, indem man das
Koérpersystem X'Y:Z! einfiihrt, dessen Ursprung O’ fest mit einem Punkt des
starren Korpers verbunden ist. Die allgemeine Bewegung des starren Korpers
lisst sich dann mithilfe der Translation des Referenzpunkts O’ und einem Satz
von Koordinaten beschreiben, die die Orientierung des Korpersystems beziiglich
des inertialen Bezugssystems angeben. Beispielsweise kann man die allgemeine
ebene Bewegung dieses Korpers mithilfe von drei unabhéngigen Koordinaten
angeben, die die Translation des Korpers entlang der X- und der Y-Achse sowie
dessen Rotation um die Z-Achse definieren. Die zwei Translations- und die eine
Rotationskomponente sind drei unabhingige Koordinaten, weil jede von ihnen
sich beliebig é@ndern lasst, wenn die jeweils anderen beiden fest sind. Der Kor-
per lasst sich entlang der X-Achse verschieben, wobei seine Auslenkung entlang
der Y-Achse und seine Rotation um die Z-Achse fest bleiben.

Bei einer raumlichen Analyse ist die Konfiguration eines starren Korpers, der
sich ohne Nebenbedingungen im dreidimensionalen Raum bewegt, durch die An-
gabe von sechs Koordinaten eindeutig festgelegt. Drei Koordinaten beschreiben
die Translationen des Korpers entlang der drei paarweise senkrecht aufeinander-
stehenden Achsen X, Y und Z, drei weitere Koordinaten geben die Rotationen
des Korpers um diese drei Achsen an. Es handelt sich um sechs unabhingige
Koordinaten, da sie jeweils beliebig gewdhlt werden konnen.
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Mechanische Gelenke

Mechanische Systeme sind im Allgemeinen fiir spezielle Operationen entwor-
fen. Jedes von ihnen hat eine topologische Struktur, die einem bestimmten Zweck
dient. Die Kérper in einem mechanischen System konnen sich nicht frei gegenein-
ander bewegen, weil sie durch Gelenke (Verbindungen, engl. joints) oder Kraft-
elemente (engl. force elements) verbunden sind. Kraftelemente wie Federn oder
Dampfer konnen zwar die Bewegung der Korper in eine oder mehrere Richtun-
gen beeinflussen, sie verhindern die Bewegung in diese Richtungen aber nicht
vollstindig. Folglich kann ein Kraftelement die Anzahl der unabhéngigen Koor-
dinaten, die zur Beschreibung des Systems nétig sind, nicht verringern. Mecha-
nische Gelenke wie die in Abb. 1.3 gezeigten Typen hingegen werden verwendet,
um Bewegungen nur in bestimmte Richtungen zuzulassen. Diese Gelenke ver-
ringern also die Anzahl der unabhéngigen Koordinaten eines Systems, da sie die
Bewegung in einige Richtungen verhindern. Abbildung 1.3a zeigt ein Schubge-
lenk (translatorisches Gelenk, engl. prismatic (translational) joint), das Relativ-
bewegungen zwischen den beiden Kérpern i und j nur entlang der Gelenkachse
zuldsst. Die Verwendung eines solchen Gelenks nimmt dem Korper i die Freiheit,
sich relativ zum Korper j in einer anderen Richtung als der Gelenkachse zu ver-
schieben. Ebenso nimmt es dem Korper i die Freiheit, beziiglich des Korpers j
zu rotieren. Abbildung 1.3b zeigt ein Drehgelenk (Scharniergelenk, engl. revolu-
te (pin) joint), das nur Relativdrehungen zwischen den Korpern i und j zulésst.
Ein solches Gelenk nimmt also dem Korper i die Freiheit, sich beziiglich des Kor-
pers j zu verschieben. Das in Abb. 1.3c gezeigte Zylindergelenk (engl. cylindrical
joint) erlaubt dem Korper i, sich entlang der Gelenkachse gegen den Korper j zu
verschieben und um die Gelenkachse zu rotieren. Allerdings nimmt es dem Kor-
per i die Freiheit, sich entlang anderer Achsen beziiglich j zu verschieben bzw. um
eine andere als die Gelenkachse zu rotieren. Abbildung 1.3d schlief3lich zeigt ein
Kugelgelenk (engl. spherical (ball) joint), das relative Verschiebungen zwischen
den Korpern i und j verhindert; es erlaubt dem Korper i nur, um drei senkrecht
aufeinanderstehende Achsen gegen den Korper j zu rotieren.

Korper j I(&')rper j Korper j
\ Korper j
. M ﬁ
(@) Schubgelenk Drehgelenk (@] thndergelenk Kugelgelenk

Abb. 1.3 Mechanische Gelenke.
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Abb. 1.4 Nocken- und Zahnradsysteme.

Andere Arten von Verbindungen, die hdufig in mechanischen Systemen ver-
wendet werden, sind Nocken (engl. cams) und Zahnrider (engl. gears). Abbil-
dung 1.4 zeigt Beispiele. In Abb. 1.4a ist eine Nocke zu sehen, die die Rotationsbe-
wegung der Nocke in die gewiinschte Auf- und Ab-Bewegung des Folgers (engl.
follower) umsetzt. Ein Zahnrad bzw. eine Zahnstange hingegen iibertrigt eine
bestimmte Art der Bewegung (Translations- oder Rotationsbewegung) von ei-
nem Korper auf einen anderen. Die in Abb. 1.4b gezeigten Zahnréder sollen die
Rotationsbewegung von einer Welle auf eine andere tibertragen. Das Verhiltnis
der Rotationsgeschwindigkeiten des Antriebs- und des angetriebenen Zahnrads
héngt vom Durchmesser der Grundkreise (engl. base circle) der beiden Zahnri-
der ab.

1.3
Freiheitsgrade

Ein mechanisches System kann aus mehreren Kérpern bestehen, die durch Ge-
lenke und Kraftelemente von verschiedener Art und in unterschiedlicher Zahl
verbunden sind. Die Freiheitsgrade eines Systems sind definiert als die Anzahl
der unabhéngigen Koordinaten, die man benétigt, um die Konfiguration des Sys-
tems zu beschreiben. Die Anzahl der Freiheitsgrade hingt von der Anzahl der
Koérper sowie von der Anzahl und der Art der Gelenke in dem System ab. Das
in Abb. 1.5 gezeigte Schubkurbelgetriebe (engl. slider crank mechanism) wird in
verschiedenen technischen Anwendungen eingesetzt, etwa in Automotoren und
Pumpen. Der Mechanismus besteht aus vier Korpern: Korper 1 ist der Zylinder
(die Fithrung), Korper 2 ist die Kurbel, Korper 3 die Pleuelstange und Korper 4
das Schubglied (meist der Kolben). Das Getriebe hat drei Drehgelenke und ein
Schubgelenk. Doch obwohl der Mechanismus aus mehreren Kérpern und meh-
reren Gelenken besteht, hat er nur einen Freiheitsgrad, d. h., die Bewegung aller
Korper in diesem System ldsst sich durch eine einzige unabhdngige Variable be-
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Kurbel A Pleuelstange zylindrische Fithrung
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Abb. 1.5 Schubkurbelgetriebe.
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Abb. 1.6 Viergelenkgetriebe (Gelenkviereck).

einflussen und beschreiben. In diesem Fall ben6tigt man nur eine Eingangskraft
(einen Motor oder ein Stellglied), um die Bewegung des Mechanismus zu steu-
ern. So erzeugt beispielsweise eine vorgegebene Rotationsbewegung der Kurbel
die gewiinschte geradlinige Bewegung des Schubglieds. Wenn man die geradli-
nige Bewegung des Schubglieds als unabhéngige Variable betrachtet, kann man
die Kraft auf das Schubglied so wéhlen, dass man die gewiinschte Rotationsbe-
wegung der Kurbel OA erhilt. In dhnlicher Weise muss man zur vollstindigen
Beschreibung eines Mehrkorpersystems mit zwei Freiheitsgraden zwei eingelei-
tete Krafte angeben, und um die Bewegung eines Systems mit # Freiheitsgraden
zu beschreiben, werden 7 Eingangskrifte benotigt.

Abbildung 1.6a zeigt ein weiteres Beispiel eines einfachen planaren Mechanis-
mus, des sogenannten Viergelenkgetriebes oder Gelenkvierecks (engl. four-bar
mechanism). Es hat ebenfalls nur einen einzigen Freiheitsgrad und ist in vielen
industriellen und technischen Anwendungen zu finden. Die Bewegung der ein-
zelnen Verbindungsstiicke in diesem Mechanismus kann durch eine Eingangs-
kraft gesteuert werden, etwa indem man die Kurbel OA mit einem Motor in O
antreibt. Eine gewiinschte Bewegungstrajektorie des Kopplungsglieds AB erhalt
man durch eine passende Dimensionierung der Verbindungsstiicke des Mecha-
nismus. Abbildung 1.6b zeigt die Bewegung, die der Mittelpunkt des Kopplungs-
glieds AB vollfiihrt, wenn die Kurbel OA des Mechanismus eine vollstandige Dre-
hung ausfiihrt. Durch andere Abmessungen erhélt man andere Bewegungstrajek-
torien.
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Abb. 1.7 Peaucellier-Inversor.

Abb. 1.8 Robotermanipulatoren.

Ein weiterer Mechanismus mit einem einzigen Freiheitsgrad ist der in Abb. 1.7
gezeigte Peaucellier-Inversor (engl. Peaucellier mechanism), ein Koppelgetrie-
be zur Uberfithrung einer Kreisbewegung in eine Geradenbewegung und umge-
kehrt. Die Geometrie des Inversors ist so gewéhlt, dass BC = BP = EC = EP und
AB = AE gilt. Die Punkte A, C und P sollen immer auf einer Geraden durch A
liegen. Der Mechanismus erfiillt immer die Bedingung AC X AP = ¢ mit einer
Konstante ¢, der sogenannten Inversionskonstante. Fiir den Fall AD = CD soll-
te der Punkt P sich exakt geradlinig bewegen.

Die Mehrzahl der mechanischen Systeme bildet geschlossene kinematische
Ketten mit einem einzigen Freiheitsgrad, in denen jeder Bestandteil mit min-
destens zwei anderen Bestandteilen verbunden ist. Beispiele fiir offene Ketten
mit mehreren Freiheitsgraden sind Robotermanipulatoren wie in Abb. 1.8. Sie
sind so konstruiert, dass sie einige Aspekte menschlicher Bewegungen nachbil-
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den konnen, und werden in vielen Anwendungen wie SchweifSen, Lackieren, Ma-
terialtransport und Montage eingesetzt. Einige dieser Anwendungen erfordern
hohe Prizision, sodass ausgekliigelte Sensoren und Steuerungssysteme zum Ein-
satz kommen.

Wéahrend die Anzahl der Freiheitsgrade eines Systems eindeutig ist und von
dessen topologischer Struktur abhéngt, ist die Art der Freiheitsgrade als solche
nicht eindeutig, wie vorhin beim Schubkurbelgetriebe gezeigt: In diesem einfa-
chen Mechanismus kann man die Rotation der Kurbel oder die Translation des
Schubglieds als den Freiheitsgrad des Systems ansehen. Je nachdem, welchen Frei-
heitsgrad man auswihlt, ldsst sich als Antrieb des Mechanismus ein Motor oder
ein Stellglied verwenden. Bei der Konstruktion und Steuerung von Mehrkoérper-
systemen ist es entscheidend, die Freiheitsgrade des Systems genau zu kennen,
um die Bewegung zu erzeugen und zu steuern. Die Anzahl und die Art der Frei-
heitsgrade legen die Anzahl und die Art der Motoren und Stellglieder fest, die an
den Gelenken angreifen, um die Bewegung des Mehrkorpersystems zu erzeugen
und zu steuern. In Kapitel 3 werden einfache Kriterien angegeben, um die Anzahl
der Freiheitsgrade eines Mehrkorpersystems zu bestimmen. Diese Kriterien han-
gen sowohl von der Anzahl der Koérper in dem System als auch von Anzahl und
Art der Gelenke ab. Wenn die Komplexitit des Systems zunimmt, kann die An-
wendung dieser Kriterien zur Bestimmung der Systemfreiheitsgrade allerdings in
die Irre fithren. Aus diesem Grund gebe ich in Kapitel 6 ein numerisches Verfah-
ren an, mit dem sich die Freiheitsgrade auch in komplexen Mehrkorpersystemen
bestimmen lassen.

1.4
Kinematische Analyse

In der kinematischen Analyse (engl. kinematic analysis) befassen wir uns mit
den geometrischen Aspekten der Bewegung der Korper, ohne die Krifte zu be-
trachten, die diese Bewegung verursachen. In den klassischen Ansétzen der kine-
matischen Analyse bestimmt man zuerst die Freiheitsgrade. Dann entwickelt man
die kinematischen Zusammenhange und driickt sie mithilfe der Systemfreiheits-
grade und deren zeitlichen Ableitungen aus. Der Schritt, die Orte und Orientie-
rungen der Koérper in dem mechanischen System zu bestimmen, wird als Positi-
onsanalyse (engl. position analysis) bezeichnet. In diesem ersten Schritt werden
alle bendtigten Auslenkungsvariablen bestimmt. Der zweite Schritt der kinema-
tischen Analyse ist dann die Geschwindigkeitsanalyse (engl. velocity analysis),
in der man die jeweiligen Geschwindigkeiten der Systembestandteile als Funk-
tion der zeitlichen Anderung der Freiheitsgrade bestimmt. Dazu kann man die
in der Positionsanalyse gewonnenen kinematischen Zusammenhénge differenzie-
ren. Sobald die Auslenkungsvariablen und die Geschwindigkeiten bestimmt sind,
kann man mit dem dritten Schritt der kinematischen Analyse fortfahren, der so-
genannten Beschleunigungsanalyse (engl. acceleration analysis). Dabei werden
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Abb. 1.9 Robotermanipulator mit zwei Freiheitsgraden.

die Geschwindigkeitszusammenhinge nach der Zeit abgeleitet, sodass man die
jeweiligen Beschleunigungen der Korper in dem System erhalt.

Um die drei Hauptschritte der kinematischen Analyse zu demonstrieren, be-
trachten wir den in Abb. 1.9 gezeigten Manipulator aus zwei Gliedern. Dieser
Manipulator hat zwei Freiheitsgrade, als die man die Winkel 6> und 6* auf-
fassen konnen, die die Orientierungen der beiden Glieder angeben. Wir set-
zen deren Lingen mit /2 und 2 an. Die globale Position des Greifers ist in dem
XY -Koordinatensystem durch die beiden Koordinaten r, und r, bestimmt. Diese
Koordinaten lassen sich mithilfe der beiden Freiheitsgrade 6> und 6° folgender-
maflen ausdriicken:

1.1
r. = 2sin 6% + [ sin 6° LD

r, =12 cos 6% + I cos 3 }
y

Beachten Sie, dass die Position eines beliebigen Punkts auf den Gliedern des Ma-
nipulators sich im XY-Koordinatensystem mithilfe der Freiheitsgrade 6% und 6°
bestimmen lésst. Gleichung (1.1) fasst den Schritt der Positionsanalyse zusam-
men. Wenn 62 und 62 bekannt sind, kann man die Position des Greifers oder jedes
anderen Punkts auf den Gliedern des Manipulators angeben.

Die Geschwindigkeitsgleichungen erhilt man, indem man die Positionsglei-
chungen (1.1) nach der Zeit differenziert. Dann ergibt sich

X

Py = 6212 cos 62 + 6313 cos &3

P =—0212sin 6% — B3 sin 63
(1.2)

11
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Wenn die Freiheitsgrade 6% und 6 sowie deren Zeitableitungen gegeben sind,
dann kann man die Geschwindigkeit des Greifers mithilfe der eben hergeleiteten
kinematischen Gleichungen bestimmen. Es lasst sich auch zeigen, dass man die
Geschwindigkeit eines beliebigen anderen Punkts auf dem Manipulator in glei-
cher Weise bestimmen kann.

Wenn man die Geschwindigkeitsgleichungen (1.2) nach der Zeit differenziert,
erhilt man folgende Gleichungen fiir die Beschleunigung des Greifers:

¥, = =6 sin 0% — 63 sin @® — (62)*1% cos 6% — (6°)* % cos 6° (1.3)
i, = G212 cos 62 + 313 cos 63 — (62)21% sin 6% — (63)23 sin 63 '

Wenn also die Freiheitsgrade sowie deren erste und zweite zeitliche Ableitung
bekannt sind, kann man die absolute Beschleunigung des Greifers (oder die Be-
schleunigung eines beliebigen anderen Punkts auf dem Manipulator) berechnen.

Beachten Sie, dass es zur Bestimmung der Systemkonfiguration nicht nétig ist,
die Kraftgleichungen zu bestimmen, wenn die Freiheitsgrade sowie deren erste
und zweite zeitliche Ableitung bekannt sind. Die kinematischen Gleichungen fiir
Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung reichen aus, um die Koordinaten,
Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen aller Punkte auf den Bestandtei-
len eines Mehrkorpersystems anzugeben. Ein System, fiir das alle Freiheitsgrade
bekannt sind, heifst kinematisch bestimmtes System (engl. kinematically dri-
ven system). Wenn einer oder mehrere Freiheitsgrade des Systems nicht bekannt
sind, muss man allerdings mithilfe der Bewegungsgesetze die Kraftgleichungen
aufstellen, um die Systemkonfiguration zu bestimmen. Ein solches System wird in
diesem Buch als dynamisch bestimmtes System bezeichnet (engl. dynamically
driven system).

In den klassischen Ansdtzen muss man sich auf seine Intuition verlassen, um die
Freiheitsgrade des Systems auszuwéhlen. Wenn das System eine komplexe topo-
logische Struktur hat oder aus einer grofSen Anzahl von Kérpern besteht, konnen
beim Einsatz der klassischen Verfahren allerdings Schwierigkeiten auftreten: Die-
se Verfahren fithren fir einfache Mechanismen zwar zu einfachen Gleichungen,
fiir die Analyse einer grofien Klasse von Anwendungen mechanischer Systeme
eignen sie sich jedoch nicht. Viele der grundlegenden Konzepte in den klassischen
Ansitzen sind jedoch dieselben, wie sie auch fiir moderne Computerverfahren
verwendet werden.

In Kapitel 3 werden zwei Ansitze fiir kinematisch bestimmte Mehrkorper-
systeme diskutiert: der klassische und der Computeransatz. Im klassischen
Ansatz, geeignet fiir die Analyse einfacher Systeme, nimmt man an, dass die
Systemfreiheitsgrade sich leicht erkennen lassen und dass man alle kinemati-
schen Variablen unkompliziert mithilfe der Freiheitsgrade ausdriicken kann. Bei
komplexeren Systemen wird es jedoch notwendig, ein anderes, computergestiitz-
tes Verfahren wie den Computeransatz zu verwenden. Hier formuliert man
zunichst die kinematischen Bedingungsgleichungen, die die mechanischen Ge-
lenke und die vorgegebenen Bewegungstrajektorien beschreiben; das fithrt zu
einem relativ groflen System nichtlinearer algebraischer Gleichungen, die sich
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durch Computer und numerische Methoden 16sen lassen. Dieses Computer-
verfahren kann als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung vielseitig verwendbarer
Computerprogramme dienen, mit denen sich eine grofie Klasse von kinematisch
bestimmten Systeme — wie in Kapitel 3 diskutiert — behandeln ldsst.

1.5
Kraftanalyse

Die Krifte in einem Mehrkorpersystem kann man einteilen in Tragheitskrifte,
duflere Krifte und Gelenkkrifte. Trigheit (engl. inertia) ist die Eigenschaft ei-
nes Korpers, die den Widerstand gegen jegliche Anderung seines Bewegungs-
zustands verursacht. Eine Tragheitskraft hingt im Allgemeinen sowohl von der
Masse und der Form des Korpers als auch von seiner Geschwindigkeit und der
Beschleunigung ab. Wenn ein Korper in Ruhe ist, sind seine Tragheitskréfte null.
Gelenkkrifte (engl. joint forces) sind die Reaktionskrifte, die deswegen entste-
hen, weil die verschiedenen Teile eines Mehrkorpersystems miteinander verbun-
den sind. Man bezeichnet diese Krafte manchmal auch als innere Krifte oder
Zwangskrifte (engl. constraint forces). Nach dem dritten Newton’schen Gesetz
sind die Reaktionskrafte zwischen zwei miteinander verbundenen Koérpern ent-
gegengesetzt gleich (d. h. gleicher Betrag, aber entgegengesetzte Richtung). In die-
sem Buch werden alle diejenigen Krifte, die weder Tréagheits- noch Gelenkkrafte
sind, als duf8ere Krifte (engl. external forces) bezeichnet. Beispiele dafiir sind Fe-
der- und Dampferkrifte, Drehmomente von Motoren, Krifte von Stellgliedern
oder Gravitationskréfte.

Wéhrend wir uns in der Kinematik nur mit Bewegungen befassen, ohne die
verursachenden Krifte zu betrachten, sind wir bei der dynamischen Analyse an
der Bewegung und den ihr zugrunde liegenden Kriften interessiert. Anders als
bei einer statischen oder kinematischen Analyse, in der man nur algebraische
Gleichungen verwendet, ist in der dynamischen Analyse die Bewegung eines
Mehrkorpersystems durch Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt.
In diesem Buch werden verschiedene Verfahren fiir die dynamische Analyse
von mechanischen Systemen behandelt, die aus miteinander verbundenen star-
ren Korpern bestehen. Um die Herleitungen in den spiteren Kapiteln nach-
vollziehen zu konnen, wird nur vorausgesetzt, dass der Leser mit dem zweiten
Newton’schen Gesetz vertraut ist. Nach diesem Gesetz ist die auf ein Teilchen
wirkende Kraft gleich der Anderungsrate des Teilchenimpulses. Das zweite New-
ton’sche Gesetz fithrt — zusammen mit den Euler’schen Gleichungen fiir die
Rotation eines starren Korpers — auf die dynamischen Bedingungen fiir die star-
ren Korper. Mit dem d’Alembert’schen Prinzip, nach dem man Triagheitskrifte
wie wirkende Krifte behandeln kann, ldsst sich das schlagkriftige Prinzip der
virtuellen Arbeit herleiten. Lagrange nahm dieses Prinzip als Ausgangspunkt fiir
die Herleitung seiner dynamischen Gleichung, die mithilfe der (skalaren) Arbeit
und Energie ausgedriickt wird. Das d’Alembert’sche Prinzip, das Prinzip der vir-
tuellen Arbeit und die Lagrange-Gleichungen werden im Detail in den Kapiteln 4
und 5 diskutiert.

13
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1.6
Dynamische Gleichungen und ihre unterschiedlichen Formen

Abhingig von der Anzahl der Koordinaten, die man zur Definition der Konfi-
guration des mechanischen Systems auswihlt, kann man unterschiedliche Glei-
chungsstrukturen erhalten und somit verschiedene Losungsverfahren anwenden.
Einige der Formulierungen fithren zu Gleichungen, die mithilfe der Zwangskréfte
ausgedriickt werden, bei anderen Formulierungen hingegen fallen die Zwangs-
kréfte automatisch heraus. Beispielsweise kann man die Bewegungsgleichungen
fiir ein einfaches System wie den Block in Abb. 1.10 mithilfe eines minimalen
Satzes von unabhéngigen Koordinaten formulieren, man kann aber auch einen
redundanten Satz von Koordinaten verwenden, die nicht vollstdndig unabhéangig
sind. Da das System einen Freiheitsgrad hat — entsprechend der Bewegung in ho-
rizontaler Richtung —, gentigt eine einzige Gleichung, um die Konfiguration des
Blocks zu definieren. Diese Gleichung lasst sich einfach schreiben als

mx =F (1.4)

Darin ist m die Masse des Blocks, x ist seine Koordinate, und F ist die auf den
Block wirkende Kraft. Beachten Sie, dass man die obige Gleichung bei gegebe-
ner Kraft nach der Beschleunigung auflésen kann. Beachten Sie auch, dass die
obige Gleichung keine Reaktionskréfte enthilt, weil die Bewegung mithilfe des
Freiheitsgrades beschrieben wird. Wie wir in den folgenden Kapiteln sehen wer-
den, ist esimmer moglich, einen Satz von dynamischen Gleichungen aufzustellen,
in denen keine Zwangskrifte vorkommen, wenn man Freiheitsgrade nutzt. Das
Prinzip der virtuellen Arbeit der Dynamik gibt uns ein kraftvolles Werkzeug
an die Hand, mit dem wir systematisch einen Satz von dynamischen Gleichungen
fiir ein Mehrkorpersystem mit Zwangsbedingungen aufstellen konnen, ohne dass
diese Gleichungen die Zwangskrafte enthalten. Dieses Prinzip wird ausfiihrlich in
Kapitel 5 behandelt.

Ein weiterer Ansatz, mit dem man Bewegungsgleichungen fiir das in Abb. 1.10
gezeigte einfache System aufstellen kann, ist die Verwendung von redundanten
Koordinaten. Wir konnten beispielsweise die Dynamik des Blocks mithilfe der
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Abb. 1.10 Formen der Bewegungsgleichung.
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folgenden beiden Gleichungen beschreiben:

-
" } (1.5)
my =N — mg

Darin ist y die Koordinate des Blocks in vertikaler Richtung, N ist die Reaktions-
kraft aufgrund der Zwangskraft, die bei der Bewegung des Blocks wirkt, und g ist
die Fallbeschleunigung. Wenn die Kraft F gegeben ist, haben diese beiden Glei-
chungen drei Unbekannte, namlich zwei Beschleunigungskomponenten und die
Reaktionskraft N. Um nach diesen drei Unbekannten aufzulésen, benétigt man
noch eine weitere Gleichung. Diese dritte Gleichung — man spricht von einer Bin-
dungsgleichung — ist einfach die Nebenbedingung zu der Bewegung des Blocks
in vertikaler Richtung, die sich in der Form

y=c (1.6)

(mit einer Konstanten c) schreiben ldsst. Diese algebraische Gleichung bildet zu-
sammen mit den beiden Bewegungsgleichungen (1.5) ein System von algebrai-
schen und Differentialgleichungen, das sich fiir alle Koordinaten und Kréfte
l6sen ldsst. Hier haben wir ein grofieres Gleichungssystem erhalten, das mithil-
fe von redundanten Koordinaten ausgedriickt ist, denn die y-Koordinate ist kein
Freiheitsgrad. Wie wir in diesem Buch sehen werden, hat die Verwendung von
redundanten Systemen Vorteile beim Einsatz eines Computers und kann aufler-
dem die Allgemeinheit und die Flexibilitdt der verwendeten Formulierung erho-
hen. Aus diesem Grund verwenden viele allgemein einsetzbare Mehrkorpersi-
mulationsprogramme Formulierungen mit redundanten Koordinaten. Allerdings
sind dabei ein paar Dinge zu beachten. Bei unserem einfachen System haben wir
gesehen, dass die Anzahl der unabhingigen Zwangskrifte (der Reaktionskrifte)
gleich der Anzahl der Koordinaten minus der Anzahl der Systemfreiheitsgrade
ist. Wir erkennen auch, dass die Anzahl der unabhéngigen Reaktionskréfte gleich
der Anzahl der Bindungsgleichungen ist. Wie wir in den folgenden Kapiteln sehen
werden, ist das immer der Fall, ganz unabhingig von der Komplexitit des unter-
suchten Systems, und die Eliminierung einer Reaktionskraft kann dquivalent zur
Elimination einer abhidngigen Koordinate oder einer Bindungsgleichung sein. In
unserem Beispiel hatten wir eine Reaktionskraft (N) und eine Bindungsgleichung
(y=o).

Wenn die Bewegungsgleichungen nur mithilfe der Systemfreiheitsgrade formu-
liert werden, erhélt man Differentialgleichungen, die sich mit einem einfachen
numerischem Vorgehen 16sen lassen. Sind die Bewegungsgleichungen jedoch mit
redundanten Koordinaten formuliert, ist ein etwas raffiniertes numerisches Vor-
gehen notig, um das entstehende System aus algebraischen und Differentialglei-
chungen zu 16sen. Diese Gleichungen sind fiir die meisten Mehrkorpersysteme
gekoppelt und hochgradig nichtlinear. Um nach den Systemkoordinaten und den
Geschwindigkeiten aufzulésen, wendet man direkte numerische Integrationsver-
fahren an; iterative numerische Prozeduren werden verwendet, um die Verletzung
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der Bindungsgleichungen zu iiberpriifen. Dieses Thema wird ausfiihrlich in Kapi-
tel 6 behandelt, in dem die Lagrange’sche Formulierung der Gleichungen einge-
fithrt wird. In dieser Formulierung ergibt sich eine symmetrische Struktur der Be-
wegungsgleichungen, die mithilfe der redundanten Koordinaten und der Zwangs-
krafte ausgedriickt sind. Um diese symmetrische Struktur zu erhalten, nutzt man
das Konzept der verallgemeinerten Zwangskrifte, die mithilfe der sogenannten
Lagrange-Multiplikatoren ausgedriickt werden.

Das einfache, in diesem Abschnitt diskutierte Beispiel des Blocks mit einem
Freiheitsgrad beriihrt einige der grundlegenden Themen in der Mehrkorpersimu-
lation. Allerdings sind die Bewegungsgleichungen fiir Mehrkorpersysteme wegen
der auftretenden geometrischen Nichtlinearititen und der kinematischen Neben-
bedingungen im Allgemeinen nicht so einfach wie die Gleichungen fiir diesen
Block. Mit der Komplexitdt der Systemtopologie nehmen auch die Dimension
und Nichtlinearitit des Gleichungssystems zu. Computerverfahren zur Model-
lierung von komplexen, nichtlinearen Mehrkérpersystemen werden in Kapitel 6
behandelt.

1.7
Direkte und inverse Dynamik

Die Dynamik von mechanischen Systemen kann man auf zwei verschiedene Ar-
ten betrachten, namlich als direkte und als inverse Dynamik. Bei der inversen
Dynamik sind die Bewegungstrajektorien aller Systemfreiheitsgrade angegeben;
Ziel der Untersuchung ist es, die Krifte zu untersuchen, die diese Bewegung ver-
ursachen. Dabei bendtigt man nur die Losung der algebraischen Gleichungen; nu-
merische Integrationsverfahren sind hier nicht notwendig, weil die Positionsko-
ordinaten, die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen bekannt sind. Bei
der direkten Dynamik hingegen sind die die Bewegung verursachenden Krif-
te gegeben, und das Ziel ist es, die Positionskoordinaten, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen zu bestimmen. Hier werden zunéchst mithilfe der Bewegungs-
gesetze die Beschleunigungen bestimmt. Diese Beschleunigungen miissen dann
integriert werden, um die Koordinaten und die Geschwindigkeiten zu gewinnen.
In den meisten Anwendungen ist es sehr schwierig, eine Losung in geschlossener
Form anzugeben; daher muss man auf direkte numerische Integrationsverfahren
ausweichen.

Den Unterschied zwischen der direkten und der inversen Dynamik kann man
anhand eines einfachen Beispiels erlautern. Betrachten wir eine Masse 1, die sich
unter Wirkung einer Kraft F ausschliefSlich in horizontaler Richtung bewegen
kann, die Auslenkung ist x. Die Bewegungsgleichung der Masse ist

mi=F (1.7)

Bei der direkten Dynamik ist die Kraft F gegeben; Ziel ist es, die Bewegung der
Masse als Ergebnis der wirkenden Kraft zu bestimmen. In diesem Fall l6sen wir
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zunichst nach der Beschleunigung auf:

i=L (1.8)
m

Da F und m bekannt sind, konnen wir die Beschleunigung integrieren und die
Geschwindigkeit bestimmen. Wir schreiben die obige Gleichung in der Form

d# _F

&L 1.9
dt m (19)
und das fithrt auf
X t
J ds = J £ 4 (1.10)
m
% 0
mit der Anfangsgeschwindigkeit %, der Masse. Es folgt
t
x=9&0+J£dt (1.11)
m

0

Wenn die Kraft F als Funktion der Zeit bekannt ist, kann man aus der obigen Glei-
chung die Geschwindigkeit der Masse bestimmen. Und wenn man die berechnet
hat, erhalt man daraus die Auslenkung:

% =% (1.12)
woraus folgt
t
x=x0+Jaédt (1.13)

0

x, ist dabei die Anfangsauslenkung der Masse. An diesem einfachen Beispiel wird
klar, dass man zwei Anfangsbedingungen benétigt — die Anfangsauslenkung und
die Anfangsgeschwindigkeit —, wenn man die Auslenkung und die Geschwindig-
keit als Ergebnis der bekannten Kréfte bestimmen will. Bei einfachen Systemen
lasst sich durchaus eine geschlossene Losung fiir die Geschwindigkeiten und die
Auslenkungen angeben; bei komplexeren Systemen muss man aber, wie in Ka-
pitel 6 beschrieben, die Beschleunigungen numerisch integrieren, um die Ge-
schwindigkeiten und die Auslenkungen zu erhalten.

Bei der inversen Dynamik hingegen muss man keine Integrationen ausfiihren,
es ist nur ein System von algebraischen Gleichungen zu l6sen. Ist beispielsweise
die Auslenkung der Masse als Funktion der Zeit angegeben, kann man die Auslen-
kung einfach zweimal differenzieren, um die Beschleunigung zu berechnen; wenn
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das Ergebnis dann in die Bewegungsgleichung des Systems eingesetzt wird, lasst
sich die Kraft bestimmen. Wenn beispielsweise die Auslenkung der Masse durch

x = Asinwt (1.14)

gegeben ist (dabei sind A und w bekannte Konstanten), dann lisst sich die Be-
schleunigung der Masse einfach als

% = —w’A sin ot (1.15)
angeben. Mithilfe der Bewegungsgleichung (1.7) bestimmt man dann die Kraft F
zu

F = m& = —mw’A sin ot (1.16)

Diese Gleichung bestimmt die Kraft, die die vorgegebene Auslenkung der Masse
bewirkt.

Die inverse Dynamik wird haufig bei der Konstruktion und der Steuerung von
vielen industriellen und technischen Anwendungen wie Robotermanipulatoren
sowie Luft- und Raumfahrtsystemen verwendet. Indem man die Aufgaben fest-
legt, die ein solches System ausfithren muss, kann man die Stellgliederkréfte und
Motordrehmomente, die zur Erfiillung dieser Aufgaben nétig sind, sinnvoll vor-
hersagen. AufSerdem lassen sich mithilfe des Verfahrens der inversen Dynamik
verschiedene Entwurfsalternativen und Kraftkonfigurationen effizient untersu-
chen.

1.8
Ebene und raumliche Dynamik

Die Analyse von ebenen Systemen kann man als Spezialfall der dreidimensionalen
(rdumlichen) Analyse betrachten. In der rdumlichen Analyse sind mehr Koordi-
naten erforderlich, um die Konfiguration eines Kérpers ohne Nebenbedingungen
zu beschreiben. Wie bereits erwéhnt, bendtigt man sechs Koordinaten, die den
Ort eines Punkts auf dem Korper sowie die Orientierung eines starr mit dem
Korper verbundenen Koordinatensystems definieren, wenn man die Bewegung
eines starren Korpers im Raum ohne Nebenbedingungen beschreiben will. In der
planaren Analyse sind es nur drei Koordinaten, und eine davon gentigt, um die
Orientierung des Korpers zu definieren — im Vergleich zu den drei Orientierungs-
koordinaten der dreidimensionalen Analyse. Auflerdem sind zwei Rotationen bei
der planaren Analyse kommutativ, da die Drehachsen gleich (oder zumindest par-
allel) sind; mit anderen Worten konnen zwei aufeinanderfolgende Rotationen ad-
diert werden, und die Reihenfolge der beiden Rotationen ist gleichgiiltig. Bei der
dreidimensionalen Analyse hingegen gilt das nicht, denn hier kénnen drei unab-
héngige Rotationen um drei senkrecht aufeinanderstehende Achsen ausgefiihrt
werden. Die Reihenfolge ist hier also im Allgemeinen nichtkommutativ, und zwei
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(b)  Anfangsposition 90°-Drehung um die 90°-Drehung um die
Z-Achse Y-Achse

Abb. 1.11 Folge von Rotationen.

aufeinanderfolgende Rotationen lassen sich im Allgemeinen nicht addieren. Das
lasst sich exemplarisch mit dem einfachen Block in Abb. 1.11 zeigen, die verschie-
dene Folgen von Rotationen fiir denselben Block illustriert. In Abb. 1.11a wird
der Block zundchst 90° um die Y-Achse und dann 90° um die Z-Achse gedreht.
In Abb. 1.11b werden dieselben Rotationen in umgekehrter Reihenfolge ausge-
fithrt, also zundchst 90° um die Z-Achse und dann 90° um die Y-Achse. Aus den in
den beiden Teilabbildungen gezeigten Ergebnissen wird klar, dass die andere Rei-
henfolge zu einer unterschiedlichen endgiiltigen Orientierung fithrt. Wir schlie-
3en aus diesem einfachen Beispiel, dass die Reihenfolge von finiten Rotationen in
der raumlichen Analyse generell nichtkommutativ ist und dass finite Rotationen
daher im Allgemeinen nicht wie Vektorgroflen behandelt (z. B. addiert) werden
konnen. Das Thema dreidimensionaler Rotationen wird ausfithrlicher in den Ka-
piteln 7 und 8 behandelt, wo wir verschiedene Sitze von Orientierungskoordina-
ten diskutieren werden. Solche Sitze sind die Euler-Winkel, die Euler-Parameter,
die Richtungskosinus sowie die Rodriguez-Parameter. In Kapitel 7 werden fer-
ner auch die allgemeinen dynamischen Gleichungen entwickelt, denen die réum-
liche Bewegung von Systemen starrer Korper mit und ohne Nebenbedingungen
unterliegt. Dazu gehoren die Newton-Euler-Gleichungen sowie rekursive Formu-
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lierungen, die in der computergestiitzten Analyse von Mehrkorpersystemen mit
Nebenbedingungen hiufig verwendet werden.

1.9
Computermethoden und numerische Verfahren

Die analytischen Verfahren von Newton, d’Alembert und Lagrange wurden schon
vor Jahrhunderten entwickelt; diese klassischen Ansitze haben sich auch fir die
Implementation auf digitalen Hochgeschwindigkeitsrechnern geeignet gezeigt,
wenn man sie mit Matrizen- und numerischen Methoden verwendet. Thre An-
wendung fiihrt auf einen Satz von Differentialgleichungen, die sich in Matrizen-
form ausdriicken und mit numerischen und Computerverfahren l6sen lassen. Auf
Grundlage des Newton’schen und des Lagrange’schen Ansatzes wurden mehre-
re numerische Algorithmen entwickelt. Sie wenden Matrizen- und numerische
Verfahren an und werden zur Entwicklung von allgemeinen und speziellen Com-
puterprogrammen genutzt, mit denen sich die dynamische Simulation von Mehr-
korpersystemen aus mehreren miteinander verbundenen Koérpern durchfiithren
lasst. Die Programme erlauben dem Anwender, in systematischer Weise auch
elastische und dampfende Elemente einzufithren, etwa Federn, Dampfer, nicht-
lineare allgemeine Kraftfunktionen und/oder nichtlineare Bedingungsgleichun-
gen. Ein Beispiel fiir ein solches allgemein verwendbares Mehrkorpersimulations-
programm ist der Code SAMS/2000 (Systematic Analysis of Multibody Systems),
der in Kapitel 9 beschrieben wird. Sie als Leser sollten sich unbedingt mit den
Moéglichkeiten eines solchen Codes vertraut machen, damit Sie die Verwendung
der Formulierungen und Algorithmen nachvollziehen konnen, die in diesem
Buch vorgestellt und in der Computerdynamik allgemein angewendet werden.

Die Recheneffizienz der Computerprogramme fiir die dynamische Analyse von
mechanischen Systemen hiangt von vielen Faktoren ab, etwa von der Wahl der
Koordinaten und von dem numerischen Verfahren, das bei der Losung der dy-
namischen Gleichung angewandt wird. Die Wahl der Koordinaten beeinflusst
direkt die Anzahl und den Grad der Nichtlinearitit der resultierenden dyna-
mischen Gleichungen. Bei einer relativ kleinen Anzahl von Koordinaten sind
die dynamischen Gleichungen komplizierter und haben einen héheren Grad an
Nichtlinearitédt. Daher und um der allgemeinen Anwendbarkeit willen wiahlt man
in vielen Computerverfahren fiir die dynamische Analyse von mechanischen
Systemen eine eher grofSe Anzahl von Koordinaten.

Wie schon angedeutet, werden Sie beim Durcharbeiten dieses Buches erken-
nen, dass es zwei dynamische Formulierungen gibt, die in der Computersimula-
tion von Mehrkorpersystemen héufig vorkommen. In der ersten Formulierung
sind die Zwangsbedingungen aus den dynamischen Gleichungen eliminiert, in-
dem man diese Gleichungen mithilfe der Freiheitsgrade ausdriickt. Variablen, die
verbundene Koordinaten angeben, werden oft als die Freiheitsgrade verwendet,
um die Systemkonfiguration analytisch mithilfe dieser Freiheitsgrade darstellen
zu konnen. Die Verwendung solcher verbundenen Variablen bietet den Vorteil,
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dass die Anzahl der Gleichungen zuriickgeht — und den Nachteil, dass die Nicht-
linearitdt und die Komplexitédt der Gleichungen zunimmt. Das ist zu erwarten,
da alle Informationen {iber die Systemdynamik dann ja in einem kleineren Satz
von Gleichungen enthalten sein miissen. Formulierungen, die mithilfe verbunde-
ner Variablen oder der Freiheitsgrade einen minimalen Gleichungssatz erzeugen,
werden in diesem Buch als Einbettungsverfahren bezeichnet. Sie sind auch
Grundlage der rekursiven Methoden (engl. embedding techniques), die héaufig
bei der Analyse von Robotermanipulatoren verwendet werden. Die rekursiven
Methoden werden in Kapitel 7 behandelt.

Eine andere, in der Computersimulation von Mehrkorpersystemen weitver-
breitete dynamische Formulierung ist die erweiterte Formulierung (engl. aug-
mented formulation). Dabei driickt man die Bewegungsgleichungen mithilfe ei-
nes redundanten Satzes von Koordinaten aus, die nicht vollstindig voneinander
unabhéngig sind. Wegen dieser Redundanz miissen auch die kinematischen alge-
braischen Bedingungsgleichungen angegeben werden, die den Zusammenhang
zwischen diesen Koordinaten beschreiben. Offensichtlich hat dieser Ansatz den
Nachteil, dass die Anzahl der Koordinaten und der Gleichungen zunimmt. Ein
weiterer Nachteil ist die Komplexitit der anzuwendenden numerischen Algo-
rithmen, die man zur Lésung des resultierenden Systems von Differential- und
algebraischen Gleichungen benétigt. Dennoch hat die erweiterte Formulierung
einen Vorzug: Sie erzeugt einfache Gleichungen mit einer diinn besetzten Matrix-
struktur; daher kann man diese Gleichungen mit den Verfahren zur Behandlung
diinn besetzter Matrizen effektiv 16sen. Auflerdem sind die allgemeinen Mehr-
korpersimulationsprogramme auf Grundlage der erweiterten Formulierung eher
benutzerfreundlich, da sie die systematische Einfiihrung einer beliebigen nicht-
linearen Bedingungs- oder Kraftfunktion zulassen. In den meisten dieser Pro-
gramme wird die Bewegung der Korper des Systems mit absoluten kartesischen
Koordinaten und Orientierungskoordinaten beschrieben. In der ebenen Analyse
wihlt man zwei kartesische Koordinaten, die den Ort des Ursprungs des korper-
festen Koordinatensystems bestimmen, und eine Orientierungskoordinate zur
Angabe der Orientierung dieses Koordinatensystems beziiglich eines globalen
Bezugssystems. In der rdumlichen Analyse benétigt man sechs absolute Koor-
dinaten, um den Ort und die Orientierung des korperfesten Bezugssystems zu
beschreiben. Die Verwendung von &hnlichen Koordinatensétzen fiir alle Korper
eines Systems macht es fiir den Nutzer leichter, das Modell durch Hinzufiigen
oder Streichen von Kérpern und Gelenken bzw. durch die Einfithrung von nicht-
linearen Kraft- und Bedingungsfunktionen zu éndern.

Sowohl das Einbettungsverfahren als auch die erweiterte Formulierung werden
in diesem Buch ausfiihrlich behandelt, und anhand mehrerer Beispiele wird die
Struktur der Gleichungen gezeigt, die sich mit den jeweiligen Formulierungen
ergeben. Beide Verfahren wurden mit Erfolg bei der Analyse, der Konstrukti-
on und der Steuerung von vielen technischen und industriellen Anwendungen
eingesetzt, etwa Fahrzeugen, Mechanismen, Robotermanipulatoren, Maschinen,
Raumfahrtsystemen und biomechanischen Systemen. Ich hoffe, dass Sie nach
dem sorgfiltigen Durcharbeiten dieser beiden grundlegenden Formulierungen
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die Verfahren begriindet besser auswihlen konnen, die sich am besten fiir IThre
Anwendung eignen.

1.10
Aufbau, Ziel und Schreibweisen dieses Buches

Dieses Buch soll eine Einfiihrung in die Mehrkorpersimulation geben. Es soll den
Leser mit verschiedenen dynamischen Formulierungen bekannt machen, die sich
auf einem Digitalrechner implementieren lassen. Die Computerimplementation
ist notwendig, um die dynamische Bewegung von grofSen Systemen untersuchen
zu konnen. Die in diesem Buch vorgestellten allgemeinen Formulierungen kon-
nen auch fiir die Entwicklung von allgemein verwendbaren Computercodes ver-
wendet werden, die sich fiir die Analyse einer grofien Klasse von Mehrkorpersys-
temen eignen. Das Buch ist (einschliefllich dieses Einfithrungskapitels) in neun
Kapitel gegliedert.

Da die Dimension und die Komplexitit von Mehrkorpersystemen zunimmt,
muss man Matrizenverfahren und numerische Verfahren kennen, um die Theo-
rie hinter den speziellen und allgemein verwendbaren Mehrkorpersimulations-
programmen verstehen zu konnen. Aus diesem Grund bietet Kapitel 2 eine kurze
Einfithrung in die lineare Algebra. Es behandelt Matrizen- und Vektoroperatio-
nen und -identitaten sowie Methoden fiir die numerische Losung von Systemen
algebraischer Gleichungen. In diesem Kapitel werden auch die QR-Zerlegung und
die Singuldrwertzerlegung von Matrizen eingefiihrt, die in der Mehrkérperdyna-
mik dazu dienen konnen, die Geschwindigkeitstransformationsmatrizen — d. h.
den Zusammenhang zwischen den Zeitableitungen der Freiheitsgrade — zu be-
stimmen.

Die Kinematik von Mehrkorpersystemen wird in Kapitel 3 diskutiert. In diesem
Kapitel werden kinematisch bestimmte Systeme untersucht, fiir die alle Freiheits-
grade festgelegt sind. Um in diesem Fall die Systemkonfiguration zu bestimmen,
muss man nur einen Satz von algebraischen Gleichungen aufstellen. Die Bewe-
gungsgesetze miissen nicht angewendet werden, da die Freiheitsgrade und ihre
Zeitableitungen bekannt sind. Zwei grundlegende Ansitze werden diskutiert, der
klassische Ansatz und der Computeransatz. Der erste eignet sich fiir Systeme aus
einer kleinen Anzahl von Kérpern und Gelenken, in denen man die Freiheitsgrade
einfach und intuitiv bestimmen kann. Der Computeransatz hingegen eignet sich
eher fiir die Untersuchung komplexer Systeme und kann angewendet werden, um
ein allgemein einsetzbares Computerprogramm fiir die kinematische Analyse ei-
ner Vielzahl von Mehrkorperanwendungen zu entwickeln. Ein solches Programm
auf Grundlage einer systematischen, allgemeinen Beschreibung der Systemtopo-
logie kann dazu dienen, die kinematischen Zusammenhénge zwischen den Varia-
blen zu konstruieren. Das Programm lédsst sich auch dazu einsetzen, diese Zusam-
menhédnge numerisch zu l6sen, um so die Systemkonfiguration zu bestimmen.

Kapitel 4 stellt dann verschiedene Formen der dynamischen Gleichungen vor.
Mit einfacher Newton’scher Mechanik werden diese verschiedenen Formen her-
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geleitet und die wichtigen Unterschiede zwischen ihnen gezeigt. Das Kapitel zeigt
auch, dass die Zwangskrifte explizit in den Gleichungen auftauchen, wenn man
die Bewegungsgleichungen mithilfe eines Satzes von redundanten Koordinaten
herleitet. Das fiihrt zur erweiterten Form der Bewegungsgleichungen. Darauthin
wird gezeigt, dass man die Zwangskrifte aus den Bewegungsgleichungen des Sys-
tems eliminieren kann, wenn diese Gleichungen mithilfe der Freiheitsgrade aus-
gedriickt werden. Dieses Vorgehen wird in diesem Buch als Einbettungsverfahren
bezeichnet.

Obwohl in Kapitel 4 gezeigt wurde, dass sich das Einbettungsverfahren im Rah-
men der Newton’schen Mechanik anwenden ldsst, erhélt man dieses Verfahren
doch eleganter mithilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit. Dieses Prinzip erlaubt
es, die Zwangskrifte systematisch zu eliminieren, sodass sich ein minimaler Satz
von dynamischen Gleichungen, ausgedriickt mithilfe der Systemfreiheitsgrade,
ergibt. Die Konzepte der virtuellen Arbeit und der verallgemeinerten Krifte, die
fir die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit, der Lagrange-Gleichung
und der Hamilton’schen Formulierung notig sind, werden dann in Kapitel 5 dis-
kutiert. Das Kapitel endet mit der Untersuchung des Zusammenhangs zwischen
dem Prinzip der virtuellen Arbeit und dem GaufS’schen Eliminationsverfahren,
das bei der Losung von Systemen algebraischer Gleichungen verwendet wird.

Die in Kapitel 5 vorgestellten analytischen Verfahren dienen als Grundlage fiir
die in Kapitel 6 diskutierten Computeransitze. Eingefiihrt werden ein computer-
gestiitztes Einbettungsverfahren und eine erweiterte Formulierung, die sich fiir
die Analyse von groflen Mehrkorpersystemen mit Zwangsbedingungen eignen.
Danach werden die wichtigen Konzepte der verallgemeinerten Zwangskrafte und
der Lagrange-Multiplikatoren diskutiert. AufSerdem stellt Kapitel 6 noch nume-
rische Algorithmen zur Losung der Differential- und algebraischen Gleichungen
von Mehrkorpersystemen vor. Wichtig ist der Hinweis, dass die in Kapitel 6 pra-
sentierten grundlegenden Verfahren sich nicht von den in den Kapiteln 4 und 5
behandelten Verfahren unterscheiden, auf8er dass sie einen bestimmten Satz von
Koordinaten verwenden, der unseren Computerzielen dient.

In den Kapitel 3—6 werden Beispiele ebener Systeme behandelt, um die Haupt-
konzepte und grundlegenden Verfahren herauszuarbeiten, ohne sich mit den De-
tails der dreidimensionalen Bewegung zu beschweren. Kapitel 7 dann handelt von
der Analyse rdumlicher Bewegungen. Es entwickelt Verfahren zur Beschreibung
dreidimensionaler Rotationen und fithrt das Konzept der Winkelgeschwindigkeit
in der raumlichen Analyse ein. Dann wird die dreidimensionale Form der Be-
wegungsgleichungen, ausgedriickt mithilfe der verallgemeinerten Koordinaten,
vorgestellt und gleich zur Herleitung der bekannten Newton-Euler-Gleichungen
angewendet. Das Kapitel behandelt dann Formulierungen der algebraischen Bin-
dungsgleichungen durch verschiedene rdumliche Gelenke (etwa das Drehgelenk,
Schubgelenk, Zylindergelenk und Kreuzgelenk). Wie man die Newton-Euler-
Gleichungen anwendet, um eine rekursive Formulierung fiir Mehrkérpersysteme
herzuleiten, wird ebenfalls in Kapitel 7 gezeigt.

Kapitel 8 behandelt spezielle Themen, darunter die Kreiselbewegung und ver-
schiedene Parametersitze, mit denen man die Orientierung eines starren Korpers
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im Raum definieren kann. Zu diesen Parametern gehoren die Euler- und die Rod-
riguez-Parameter sowie die Quaternionen. Danach geht es um die Eigenwertana-
lyse zur Untersuchung der Stabilitdt von nichtlinearen Mehrkorpersystemen. Die
nichtlinearen Bewegungsgleichungen lassen sich zu verschiedenen Zeitpunkten
wihrend der Simulation linearisieren, um ein Eigenwertproblem zu definieren;
wenn man dieses Problem losen kann, erhialt man Informationen zur Stabilitit
des Systems. Dieses wichtige Thema wird ebenfalls in Kapitel 8 behandelt.

Kapitel 9 schliefllich beschreibt den vielseitig einsetzbaren Mehrkorpersystem-
Computercode SAMS/2000. In diesem Computerprogramm sind viele der in
vorangegangenen Kapiteln diskutierten Formulierungen und Algorithmen imple-
mentiert. Diese und weitere Mehrkorpersystem-Codes erlauben dem Anwender,
Computermodelle fiir ebene und rdaumliche Mehrkorpersysteme zu konstruieren.
SAMS/2000 hat aber noch dariiber hinausweisende Funktionen auf Grundlage
von Formulierungen und Verfahren, die iber den Inhalt dieses einfithrenden
Lehrbuchs hinausgehen.

Die Leser sollten vertraut mit der in diesem Buch verwendeten Mehrkorperno-
tation sein, wie sie im Vorwort beschrieben wurde, damit sie den in den verschie-
denen Kapiteln vorgestellten Entwicklungen folgen konnen. Fett-kursive Buch-
staben bezeichnen Vektoren oder Matrizen. Hochgestellten Zahlen bezeichnen
die Nummer eines Korpers. Um zwischen einer solchen hochgestellten Zahl und
einer Potenz zu unterscheiden, werden Klammern verwendet, wann immer ei-
ne Grofle zu einer bestimmten Potenz erhoben wird; beispielsweise ist (I°)3 eine
skalare Grof3e /, die mit dem Korper 5 zusammenhéngt und in der dritten Potenz
steht.





