C Elektrizitat

17 Elektrostatische Felder

Die Elektrostatik befasst sich mit ruhenden (sthigs) Ladungen. Die Kraftwirkung zwi-
schen Ladungen wird durch elektrische Felder besiném.

17.1 Elektrische Ladung

In der Mechanik gibt es die drei unabhangigen Ggudlden Masse, Lange und Zeit mit den
Einheiten Kilogramm, Meter und Sekunde. Alle ande@6R3en wie z. B. Geschwindigkeit
werden aus diesen Grol3en abgeleitetler Elektrodynamik wird eine weitere, vierte Gaud
groRe bendtigtDie elektrische Stromstarke mit der Einheit Amp&ver missen die Einheit
Ampere bereits jetzt bestimmen, da sie die EinBeitllomb der elektrischen Ladungen fest-
legt. Die Einheit ‘Ampere’ wird wie folgt definiert

Wenn in zwei geradlinigen, parallelen, sehr langkektrischen Leitern mit dem Abstand 1 m
Strome gleicher Starke flieRen und wenn zwischenlastern pro Einheitslange (1 m) eirf0
Kraft von 210"/ N/m wirkt, dann ist der Strom in jedem Leiter gleicimpere (1 A).

Didaktisch gesehen hat diese Festlegung den Nhaliss sie einerseits schon am Anfang der Elejaraaik
bendtigt wird, andererseits aber auf magnetiscligt&zuriickgreift, die erst viel spater behandetden. Von
Vorteil ist aber, dass durch diese Festlegung diegmatische Feldkonstantg, exakt den Wert
4T[10” ' N/A? erhalt und dass die Einheit Ampere mit rein medwien Mitteln bestimmt werden kann.
Allerdings muss der Leiterabstand bei der experteikm Durchfiihrung viel kleiner atbm sein.

Bei konstanter Stromstarke besteht folgender Zusammenhang zwischen der Stidkes
und der geflossenen LaduQy:

| = T = Q=1t fur konstante Stromstarke

Damit ist die Einheit ‘Coulomb’ (abgekiirzt ‘C’) deadung wie folgt festgelegt:
1 Coulomb = 1 Ampere Sekunde oder abgekiirzt 1C=1As
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Experimentell wurden folgende Aussagen fir elegftresLadungen gefunden:

- Es gibt positive und negative elektrische Ladund®@itlkirlich wurde das Vorzeichen so
festgelegt, dass die Ladung der Elektronen negsttiLadungen mit gleichem bzw. ver-
schiedenem Vorzeichen stofRen sich ab bzw. zielobnasi. Im Gegensatz zur Gravitati-
onskraft, die nur anziehend ist, gibt es hier alsoiehende und absto3ende Kréfte.

- Es existiert eine kleinste Ladungsmenge, die E@mentarladung

ey = 1602010 *° C (17.1-1)

Ein Elektron hat die Ladung ey, ein Proton die Ladung,. Alle LadungerQ sind stets
ganzzahlige Vielfache der Elementarladung:

Q=ng mit n=0,+1 +2, ...

- In abgeschlossenen Systemen, d. h. in Systemaendeeder Ladungen zugefihrt noch
entzogen werden, ist die Summe aller Ladungen katist

N
z Q; = const in abgeschlossenen Systemen
i=1

Dieser_Ladungserhaltungssadr vor allem in der Elementarteilchenphysik wight

17.2 Die Coulombkraft

Die elektrische Ladung eines Korpers wird durch die
Krafte nachgewiesen, die andere geladene Korper auf
ihn austuibert. Wir betrachten zwei Ladunge@,, Q

mit den Ortsvektorenry,r . Die Ladungen seien
punktférmig, d. h. ihre Ausdehnungen seien viel-kle
ner als ihr Abstand. Nach den Experimenten, die vor
allem der franzdsische Physiker Coulomb gegen Ende
des 18-ten Jahrhunderts machte, ist die sog. ,,Cou-
lombkraft* zwischen den Ladungen

» proportional zum ProdukQ, Q, der beiden La-

Abb. 17.2-1 Die Coulombkraft der
Ladung Q; auf die LadungQg ist
parallel zum Vektorry —r 1, proporti-

-dur-19en _ 5 onal zum ProduktQq Q; beider La-
+ indirekt proportional zum Quadrdty —r 1)< des dungen und indirekt proportional zum
Abstandes Quadrat der Entfernung.

» parallel zur Verbindungslinie der beiden Ladungen.

Lin gleicher Weise kann die Masseeines Korpers gemessen werden, indem man die t&tianskraft der
Erde auf ihn misst.
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Die Coulombkraft der Ladun@, auf die LadungQ, betragt daher
QuQ Tro—rg

2
(ro=rq) ‘ro —rl‘

Fop =

Diese Gl. heil3t ,Coulombsches Gesetzlir spatere Rechnungen ist es sehr vorteilhit, d
Konstantek in der Formk = 1/(4n¢g,) zu schreiben. Daraus folgt:

Die Coulombkraft der Punktladun@, auf die Punktladun®®, betragt:

1 QQ ro-rs
= 2
4TEg (rg—rq) ‘ro—rl‘

o (17.2-1) @

€o heiBt elektrische Feldkonstanteyder _,Dielektrizitatskonstante des Vakuumstier
JInfluenzkonstante‘und hat nach den Experimenten den Wert

2
£ = 8,854110 12W (17.2-2) @

In der Quantenmechanik beschreiben die Coulomlekidi& Bindung der Elektronen an d¢
Atomkern, die Wechselwirkung zwischen Atomen undlékélen und schlie3lich auch die
zwischenatomaren Kraften in Festkorpern, Flisstgkaind Gasen.

Das Coulombgesetz (17.2-1) hat die gleiche FormdageGravitationsgesetz, das die Anzie-
hungskraft zwischen zwei Massen beschreibt:
MM o~

3
5 mit der Gravitationskonstanteny = 66710 ! m_2
(ro =ra) ‘ro‘rl‘ kg's

Fo =-Y

Der einzige Unterschied besteht darin, dass epasitive Massen und nur anziehende Gravi-
tationskrafte gibt.

Da Coulombkréafte und Gravitationskréfte beide iakirproportional zum Quadrat des Abstandes sinagthiér
Verhaltnis nicht vom Abstand ab. Das Verhéltnis lleiden Kréften ist fiir ®tonen mitme = 1,670 2 kg

Fc _ 8988010 N m/C? (16021 10"° C)?
Feo 667010 Nm?/kg? O 167110 %" kg)?

= 1,24M0*

Atomkerne sind trotz der abstol3enden Coulombkraftischen den Proto-
nen stabil, weil Protonen und Neutronen durch &iatke Wechselwirkung*
zusammengehalten werden, auf die wir nicht eingehen

Beispiel 17.2-1 Pendel im Gleichgewicht

Zwei kleine Metallkugeln mit Mass@ und LadungQ hangen an Abb. 17.2-2 Die Cou-
Faden der Langeim selben Punkt an der Decke. lombkraft driickt die bei-

den Pendel auseinander.
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Berechne die Entfernund der Kugeln im Gleichgewicht
fur d <<1.

Ldsung:
Ein Pendel befindet sich im Gleichgewicht, wenmdea-

den parallel ist zur resultierenden Krafig + F¢, d. h. fur
¢ =a (siehe Abb. 17.2-3):

= sina = sing = tanp

d_Fc _ 1 Q_2 1
2l mg 4megd? mg
Qz I vs Abb. 17.2-3 Gewichtskraftmg
= d= (—] und_ Gulombkraft Fc.
2TEg Mg

Das Coulombgesetz kann leicht auf mehrere ruherdiingen verallgemeinert werdem:
PunktladungerQ; mit den Ortsvektorem; Uben insgesamt auf eine Punktladupgn der
Steller die Kraft

F(r) = Z

4T[80 i=1 r_r ) ‘r _ri‘

r—=r;
(17.2-3)

aus. Die gesamte Coulombkraft ist also einfach \@e&torsumme demn einzelnen Cou-
lombkréfte; es gilt das Superpositionsprinzip

Abb. 17.2-4 Die gesamte Kraft aller Punktladung€h auf die Ladungy ist die
Vektorsumme den EinzelkrafteF; (r) deri-ten Ladung auf die Laduryg

17.3 Das elektrische Feld

Wir betrachten nochmals Abb. 17.2-mtLadungenQ; mit festen Ortsvektoren; tUben auf
eine Probeladungam Ortr die Kraft
g9 - Q r-r

2

2

F(r) = (17.3-1)
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aus. Die KraftF ist proportional zur Probeladuriggund kann daher in folgender Form ge-
schrieben werden:

F(r) = qE(r) (17.3-2)

Diese Gl. definiert eine neue physikalische Gralas, “elektrische FeldE(r), das dien
LadungenQ; am Ortr erzeugen:

Fr) 1 Z”: Q r—r,

E(r) := =
q ATeg i3 (f—ri)z‘r—ri‘

(17.3-3) ®

Die Einheit des elektrischen Feldest N/C. Mit der spéter eingefiihrten Einheit ‘Vdtir
die Spannung lautet die Einheit V/m::

N \%
Einheit des elektrischen FeIdesE' = (17.3-4)

Das elektrische Feld ist unabhéngig von der Probetayq und héangt nur von der Vertei-
lung der LadungerQ; ab. Nach dem Superpositionsprinzip Gberlagern siehetektrischen
Felder mehrerer Ladungen linear. Das elektrischié &@er positiven Punktladung zeigt ra-
dial nach auf3en.

Bemerkung: Elektrische Felder lassen sich durcht&@uf Probeladungen bestimmen. Dabei muss dieefxo
dungq so klein sein, dass sie die Verteilung der Ladan@g, d. h. die Ortsvektorem; durch riickwirkende
Kréfte nicht (wesentlich) andert. Andernfalls wiikdeh das zu messende Fé&i¢ ) bei der Messung andern.

Beispiel 17.3—-1 Feldstarke im Fernfeld eines Difmo

Ein Dipol besteht aus zwei entgegengesetzt gleichen Ladungetem Abstand2 d . Betrachte
einen Dipol, dessen Ladungen ubereinander liegdrbarechne das elektrische Feld im Punkt P,

"'\q
d r~ Te—
| \\\\\ P
*—lé —————————— P ——————= =
|
d < /,//’//m
\l, LOL\L/’/ I —q E +q
—q

Abb. 17.3-1 Dipol mit elektrischen Feldern im Fernpunkt P.gedte: q >0

2 Der Begriff ,Feld"ist ein zentraler Begriff in der Physik. Allgemegt ein Feld eine physikalische Grof3e, die

vom Ortr und von der Zeit abhangtEs gibt zwei Arten von Feldern:

» Skalare FeldefF = F(r, t) : Ein Beispiel ist das Temperaturfél, t), das die Temperaturverteilung — z. B.
eines Gases in der Atmosphéare — beschreibt, indgedem Ort zu jeder Zeit eine Temperatur zuordnet.

» Vektorfelder F = F(r, t) : Beispiele sind das elektrische F&(t, t) und das spater eingefiihrte Magnetfeld
B(r,t).
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der im Fernfeld ( >> d) auf einer horizontalen Gerade liegt, die die Watbngslinie beider
Ladungen in der Mitte senkrecht schneidet.

LOsung:

Im Punkt P sind die Betrage der beiden elektrisdhedder, die von den beiden Ladungen erzeugt
werden, gleich grol3 und lauten

1 q
E =E_, =
ta 9 4megr2+d?2

Die SummeE der beiden VektorfeldeE ., E_ ist vertikal und hat den Betrag

q d _
4me r2+d2\/r2+d2

E =2E,qcosa =

- 2dg 1 -5 (exakt auch im Nahfeld (17.3-5a)
41E, (r2 +d 2)
- E =~ > 244 (nur im Fernfeld) (17.3-5b)
T 4T[€o r
nur far
r>>d

Der Ladungsabstandd und die Ladungj treten nur als Produkt auf. Da dieses Ergebnigiér
Punkte im Fernfeld gilt (also auch fur Punkte, wiight auf der gestrichelten, horizontalen Achse
in Abb. Abb. 17.3-1 liegen), kénnen die Ladupgnd der Abstand @ im Fernfeld nicht einzeln
gemessen werden, sondern nur das sog. ,elektrBigfmémoment*

p:=2dq (17.3-6)

Der rasche Abfall des Feldes mif 3 ist darauf zurtickzufiihren, dass die beiden Ladunmgi
zunehmendem Abstandsozusagen immer ndher ,zusammenriicken®, so dass~#ider nicht
nur immer schwacher werden, sondern sich auch immeér gegeneinander aufheben.

Wenn in einem Volumew nicht einzelne Ladunger;, sondern eine kontinuierliche La-
dungsverteilung mit der Ladungsdichte

A
p(r) := Iim 2Q an der Stelle (17.3-7)
AV -0 AV

vorliegt, dann lautet das elektrische Feld an delteS :

1 p(r')y r-r’
N2 :
4nsov(r—r) ‘r—r‘

E(r) = S\ (17.3-8)

Beispiel 17.3-2 Feldstarke auf der Symmetrieachséner geladenen Scheibe
a) Berechne das elektrische Fdigx) in einem Punkt P auf der Symmetrieachse einesosgem
geladenen, dinnen Ringes mit Radigg,; und positiver Gesamtladui@

b) Berechne das Feld#(x) auf der Symmetrieachse einer geladenen ScheitRadiusr s¢neipe
positiver Gesamtladun@ und konstanter Flachenladungsdicbte= Q/ (Tt 3cheibd -
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¢) Untersuche die Grenzfélle
X >> I'scheibe UND X << T'scpeipe:

LOsung:

a) Aus Symmetriegrinden ist das
elektrische FeldE auf der x-Achse
parallel zur x-Achse. Das dunkle
Volumenelement in Abb. 17-2
erzeugt auf der Symmetrieachse im
Punkt P ein Feld mit dem Betrag

1 d
dE = 2 s 2
4TEg I Ring + X
Bei der Integration tber alle Volu-  Apb. 17.3-2 Das dunkle VolumenelementV erzeugt auf

menelemente bleibt nur die Kom- der Symmetrieachse das Feld .
ponente in x-Richtung Ubrig:

dE, = dEcosa = 1 dQ X =
X 4TEg rhpg +x? \/r%ing+xz
1 xdQ
- 3/2
4me (rZRing+X2)

Bei der Integration tber alle Volumenelementexigbnstant, so dass nur das Integde =Q
zu berechnen ist. Wir erhalten

__1 xQ
Ering(¥) = 7—— \ar (17.3-9)
0 (I’ Ring +X )

Flr x >> rgig folgt das plausible Ergebni€ gj,q(X) = Q/ (4 1€ o X2)

b) Wir nehmen an, dass die Scheibe aus vielen kongeim¢n Ringen besteht — jeweils mit Radi-
usr, infinitesimaler Ringdickedr und infinitesimaler Flachel A=21trdr. Nach Gl. (17.39)
erzeugen diese Ringe auf der Symmetrieachse Fadd&tarke

1 x dQ _ 0 X rdr

Ring = 74 312 = 312
T 2 2 i 2¢ 2 2
0 (I’ + X ) dQ=o2mrr <0 (l’ + X )

Integration Uber alle Ringe ergibt das gesamtetiébeke Feld

I'Scheibe

0 X rdr O X -1/27r .
EScheibe(X =2— I 573 - _ 5 [(rz + Xz) } Schelbe=

€o o (r2 +X2) €0 0

Y 1

=9 |1- - (17.3-10)
289 \/1 + (' scheibe/X)
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C) FUr X >> rgepeine €rhalten wir mit der Taylorentwicklung@. + e) V2 =1~ % ¢ das Feld
o rgcheibe 1 Q
EscheibdX) = > = 5
T 480 X T 4T[€0 X
X>>T scheibe 0 =Q/(Tr Zcneind

Wie erwartet erhalten wir in groBer Entfernung &afd einer Punktladun@. Fur X << rgcneibe
hingegen erhalten wir das elektrische Feld einendgen geladenen, unendlich grof3en Platte:

o
Escheibd X) = en fur homogen geladene, unendlich ausgedehnte Plattgf17.3—11)

1
X << I scheibe 0

(Siehe auch Beispiel (17.4-5.)

Das VektorfeldE(r) kann auf zwei Arten graphisch dargestellt werden:

« Man zeichnet an einigen ausgewahlten Stelierden Vektor E(r;) auf (siehe Abb. 17.3-3a).
Die Lange der gezeichneten Pfeile ist proportiaualFeldstarke.

* Man zeichnet die sog. ,Feldlinientie wie folgt definiert sindDie Tangenten der Feldli-
nien haben Uberall die Richtung der elektrischefd&#rke Hier ist die Dichte der Feld-
linien proportional zur FeldstarkBie elektrischen Feldlinien beginnen bei einer pesn
Ladung und enden bei einer negativen LadBig schneiden sich nie.

In gleicher Weise werden in Unterkapitel ,8.1 Grlawgtn der Strémungslehre” die Stromlinien definiert
Die Tangenten der Stromlinien haben die augenlidickl Richtung der Stromungsgeschwindigkeit. Naagh de
Kontinuitatsgl. wachst die Dichte der Stromlinieit munehmender Strdomungsgeschwindigkeit.

Feldlinien ergeben Ubersichtlichere Bilder und veardaher meistens bevorzugt.

Abb. 17.3-4a zeigt die Feldlinien eines Dipatso von zwei entgegengesetzt gleich grol3en
Ladungen. Die Dichte der Feldlinien zeigt, dass Felédstarke zwischen den Ladungen am
grof3ten ist. Abb. 17.3—-4b zeigt die Feldlinien wovei gleich groRen Ladungen. In der Mitte
zwischen beiden Ladungen ist die Feldstarke exakt MVenn keine negativen Ladungen
vorhanden sind, enden die Feldlinien im Unendlichen

X 4

V\'\

!
L

AN

/ \

¥ X

Abb. 17.3-3a Der Vektor der elektrischen Feld-  Abb. 17.3-3b Die Tangenten an die Feldlinien haben
starke wird an einigen Stellen eingezeichnet. Das Uberall die Richtung der Feldstarke. Die Feldlinien
Feld lauft von einer positiven Ladung weg. laufen bei einer positiven Ladung nach auf3en.

\
.
—
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Abb. 17.3-4b Feldlinien von zwei gleich
Abb. 17.3—-4a Feldlinien eines Dipols. grof3en Ladungen.

Abb. 17.3-5 zeigt die Feldlinien von zwei verschie-
den grof3en Ladungen. In grofl3er Entfernung zu den
Ladungen sehen die Feldlinien ahnlich aus wie die
Feldlinien einer Ladung Q.

20 -0
17.4 Gaul3scher Satz

Die Berechnung elektrischer Felder mit Gl. (17.3-3)

oder mit Gl. (17.3-8) ist zwar immer mdglich, kann

aber mihsam sein. Wir werden nun mit dem Gaul’3- app 17.3-5 Feldlinien von zwei
schen Satz eine Berechnungsmethode kennen lernen,yerschieden groRen Punktladungen.
die zwar viel einfacher und vor allem elegantey ist

die daflr aber nur in wenigen symmetrischen Fallen

angewendet werden kann. Der Gauf3sche Satz ernmbglien nicht nur die Berechnung
elektrischer Felder, sondern gibt vor allem auefete Einsichten in die Elektrostatik.

Vor der Einfihrung in den Gauf3schen Satz miussedevirFlussb eines beliebigen Vektor-
feldes F(r) durch eine Flache definieren. Wir beginnen mit danfachsten Fall: Das Vek-
torfeld ist konstant und die Flache ist eben. Ehene Flache wird durch ihren Normalen-
vektor A beschrieben, der laut Definition senkrecht auf l[lléche steht (bei einem Korper
zeigt er immer nach auf3en) und dessen Lange gleithFlacheninhald ist. Der Fluss durch
die ebene Flache wird als Skalarprodukt definiert:

®:=FI[A fur konstante Vektorfelder und ebEréchen (17.4-1)

Beachte, dass der Fluss ein Skalar ist und dahee lRichtung hat. Das folgende Beispiel
aus der Stromungslehre macht deutlich, warum datafkodukt aus einem Vektorfeld und
einer Flache ‘Fluss’ heil3t — selbst dann, wenn (wiger Elektrostatik) Nichts stromt.
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Beispiel 17.4-1 Der Fluss des Geschwindigkeitsfek einer stromenden Flissigkeit

Eine Flussigkeit oder ein Gas stromt in horizontale
Richtung stationdr und homogen, d.h. die Stro-
mungsgeschwindigkeit hangt weder vom Ort noch

von der Zeit ab. Berechne den Fluss durch eineesben Pre
FlacheA und interpretiere die Bedeutung des Flusses —J

v

in der Stromungslehre. _ v
Lésung: 4 >
g \ >

Das Skalarprodukt >

VIA = v Acosd >
ist das Produkt aus der Strecke, die das FluidSgro Abb. 17.4-1 Der Fluss eines Fluids
kunde zurticklegt, und der Flach&= Acosb, die durch eine Flaché ist gleichv mal
senkrecht durchstromt wird. Der Flusd A ist da- die dunkle, projizierte Flaché .

her der Volumenstrom inm3/s, d. h. das Volumen,
das pro Sekunde durch die Flaghstromt.

Wir betrachten nun den allgemeinen
Fall: Das VektorfeldF(r) ist nicht kon-
stant oder die Flache ist nicht eben. In
diesem Fall wird die Flache im kleine
Teilflachen mit NormalenvektorenA ;
zerlegt (siehe Abb. 17.4-2). Die Teilfla-
chen sind so klein, dass sie naherungs-
weise eben sind und das Vektorfeld auf
jeder Teilflache ungefahr konstant ist. Abb. 17.4-2 Eine gekrimmte Flache ist aus
Nach Gl. (17.4-1) betragt der Fluss vielen kleinen, néherungsweise ebenen Fla-
chenelementen zusammengesetzt.

n
® = F OdA,
i=1

Wenn die Teilflachen immer kleiner werden, danntgbd Summe in ein Integral tber und
wir erhalten die allgemeine Definition eines Flisse

Der Fluss eines beliebigen Vektorfeldeg ) durch eine FlachA ist definiert als Flachenin-
tegral

®:= j F(r) CHA (17.4-2)
A

Demnach ist der Fluss ddgldrischen Feldes

Qe = I E(r) [dA (17.4-3)
A



17.4 Gaul3scher Satz11

Beispiel 17.4-2 Fluss des elektrischen Feldes eifenktladung

Eine positive Punktladun@ ruht im Koordinatenursprung. Berechne den Flusshdeine Kugel
mit Radiusr und Kugelmittelpunkt im Koordinatenursprung.

Ldsung:
CDE = I E(r) (WA = Q L3 dA —
4me r :
Akugel Akugel r parallel zudA
r
) 4Q | Sma =
\
Meo Kugel ' r ist bei der Inte-
gration konstant
=9 i24nr2 -2 (17.4-4)
ATigy 1% —— £

AKugeI

Der Fluss des elektrischen Feldes ist die von deyeKeingeschlossene Ladu@glividiert durch

die elektrische Feldkonstangg,. Dieses Ergebnis ist aus zwei Griinden bemerkefswer

* Der Fluss hangt nicht vom Kugelradius ab, da mitelimendem Radius das elektrische Feld
mit 1/r ? fallt und die Kugelflache mit 2 wachst.

e Bei der Coulombkraft wurde in Unterkapitel 17.1 dPeoportionalitdtskonstantk durch
1(4mey) ersetzt, um das Ergebnis in Gl. (17.4—4) so emfacmachen.

Man kann mathematisch beweisen, dass die Gl. (Y duf beliebige Ladungsverteilungen
und beliebige Flachen verallgemeinert werden karam erhalt so den Gaul3schen Satz:

Gaul3scher Satz

Der Fluss des elektrischen Feldes durch beleebige geschlossen€lacheA ist gleich der
Summe deeingeschlossendradungenQ; dividiert durcheg:

EMA=—> Q (17.4-5) @

Ladungen aul3erhalb der geschlossenen Flache, Uleemtegriert wird, tragen nicht zun
Fluss bei.

Der Gaul3sche Satz liefert einen Zusammenhang zevisgtém elektrischen Fluss durch eine
geschlossene FlacKeund der eingeschlossenen Ladung. In vielen Aufgabié symmetri-
scher Ladungsverteilung kann das FEIg) mit einfachen Flachenintegralen berechnet wer-
den. Dabei hat die Integrationsflache die gleichmi8etrie wie die Ladungsverteilung, so
dass das Fel&(r) entweder parallel oder senkrecht zu den FlachemmlendA ; ist.

3 Eine Flache heift geschlossen, wenn sie ein Vatuvolistandig einschlie3t. Die Oberflachen allérper
sind geschlossen; ebene Flachen sind nie geschlosse
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Der Gaul3sche Satz ist eine der vier Maxwell-Gdire eine fundamentale Bedeutung fur die
Elektrodynamik haben — vergleichbar mit der Wickeigg der Newtonschen Axiome flr die
Mechanik. Oben wurde gesagt, dass der Gaul3schentdtematisch aus dem Coulomb-
schen Gesetz (1%~2) abgeleitet werden kann. Umgekehrt kann auchCdagombsche Ge-
setz aus dem Gaul3schen Satz und einfachen Symiibettegungen hergeleitet werden (sie-
he das folgende Beispiel 17.4-Ber Gaul3sche Safz7.4-5)ist daher aquivalent zum Cou-
lombschen Gese{17.2-1).

Wir beantworten nun zwei wichtige Fragen: Wie seblektrostatische Felder im Innern und
im Auf3enraum von leitenden Kérpern aus?

1) Felder und Ladungen im Leiterinneren Werden Ladungen auf oder in einen beliebig
geformten, leitenden Korper gebracht, dann treedm kurzzeitig elektrische Felder im Kor-
perinnern auf. Sieerschieben die Ladungen solange, bis die elekigisd-elder im Koérper-
inneren verschwinder{Den schwierigen mathematischen Beweis dieses#@geskénnen wir
hier leider nicht erbringen.) Daher gilt:

Leitende Korper sind in der Elektrostatik im Inndetdfrei E;,,e, = O

Diese Aussage gilt nur fur statische elektrischidérealso nur, wenn keine Stréme fliel3en.

Wir berechnen nun den elektrische FluBg flr eine geschlossene Integrationsflache, die
dicht unter der Oberflache des Leiters liegt (sigkbb. 17.4-3). AusEinnen=0 folgt
® = 0, so dass die Integrationsflache keine Ladungerchineft. Daher gilt:

In der Elektrostatik ist das Innere eines leitend@rpers nicht nur feldfrei, sondern auch
ladungsfrei Qiqnen = O

Integrationsfliche Abb. 17.4-4 Der elektrische Fluss wird fiir eine
kleine Dose berechnet, deren Stirnflachen paral-
Abb. 17.4-3 Das Innern eines leitenden Korpers ist in ddel zum elektrischen AuRenfeld sind. Der Gaul3-
Elektrostatik feld- und ladungsfrei. Im AuRBenrautehen sche Satz lieferE = a/ey.
elektrostatische Felder senkrecht auf der Oberfiach
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Auch Hohlraume mit einer geschlossenen, leitendeeri@che sind feldfrei. Daher schirmt
eine Metallhllle einen Raum sicher gegen aulRetdretgatische Felder ab. Aber auch ein
engmaschiges Metallnetz oder -gitter, ein sog.aéay-Kafig“liefert in der Praxis meist eine

ausreichende Abschirmung.

2) Felder auf Leiteroberflachen Statische elektrische Felder stehen im Aul3enrauk-se
recht auf den Leiteroberflachehlatten die Felder eine Komponente parallel zuteteber-
flache, so wirden sich die Ladungen unter der Cdmré solange verschieben, bis die elek-
trischen Felder tiberall senkrecht auf den Leitenftiashen stehen.

Der Betrag der elektrischen Felder kann mit dem($Selen Satz ermittelt werden. Um die
Flachenintegration mdglichst einfach zu macheniesalie Integrationsflache der Richtung
des elektrischen Feldes im Aul3enraum angepasstdahdr so gewahlt werden, dass die
Normalenvektoren der Integrationsflache entwedeallgh oder senkrecht zum elektrischen
Feld im Aufenraum sind. Das ist der Fall, wenn ifiaiGedanken) eine sehr kleine Dose so
weit in die Oberflache hinein schiebt, dass einenfiche innerhalb und die andere aul3er-
halb der Leiterflache ist (siehe Abb. 1743. Die Dose ist so klein, dass die elektrischel el

starke auf der auf3eren Stirnflache und die ortllaehenladungsdichte

AQ

o:= lim — mit AQ = Ladung unter der OberflaciheA (17.4-6)
AA-0 AA

auf der eingeschlossenen Leiteroberflache fasttkohsind. Der Fluss durch die Dose ist

®p = j E [dA = J' EdA =
! 1
Apose Einnen=0 Aautere Stimflache E paralleldA
E auren” Mantelflache E = const
d o dA
! € €
GauRscher Satz 9 0

Daraus folgt

o . .
E = P an der Oberflache eines Leiters (17.4-f0

Die elektrostatische Feldstarke an der Oberfladcheseleiters ist proportional zur ortliche
Flachenladungsdichte unter der Leiteroberflaché.

Die folgenden drei Beispiele berechnen elektrigedlder wichtiger Ladungsverteilungen.

Beispiel 17.4-3 Elektrische Felder von geladenerueln

Eine leitendeKugel mit Radiusr x,q¢ Wird mit der LadungQ aufgeladen. Die Elementarladun-
gen sammeln sich dicht unter der Kugeloberflacbelass das Innere der Kugel ladungsfrei ist.

4 Die elektrischen Felder in GI. (17.3-11) und (E¥7)punterscheiden sich um einen Faktor 0,5. Demru
dafir wird in Aufgabe 17-7 genannt.
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Berechne das elektrische Feigr) mit dem GaufRschen Satz
a) auBerhalb der leitenden Kugel & rqe;)  b) innerhalb der leitenden Kuget (< r g gel)-

c) Jetzt wird einenichtleitende massive Kugel mit der Ladur@ homogenaufgeladen. Die La-
dungstrager sind jetzt mit konstanter Ladungsdiplite ganzen Kugelvolumen verteilt.

Berechne auch hier das elektrische Feld auRerimallinmerhalb der nichtleitenden Kugel.
Ldsung:

a) Die Ladungen der leitenden Kugel versammeln sicdktlunter der Kugeloberflache. Ihre Ver-
teilung muss kugelsymmetrisch sein, da andernéiie Richtung im Raum ausgezeichnet ware.
Daher muss auch das elektrische Feld kugelsymroletsisin:

E(r) = E(r) &,
mit e, = Einheitsvektor in radiale Richtung. Integrationflache mit Radius »

Im Prinzip kann die Integrationsflache zur Bereatgu
des Flussesb ¢ beliebig gewahlt werden. Die Integra-
tion ist aber nur daneinfachdurchzufiihren, wenn die
Integrationsflache die Symmetrie des elektrischelr F
des wiedergibt. Daher muss eine konzentrische Kugel
als InegrationsflacheA; gewahlt werden.

ifEBjA: §E(r)ermA =
Ay A E = constauf der
Integratimsflache
Q Abb. 17.4-5 Um die negativ geladene
= E(r) 4mr? =s_ Metallkugel wird eine konzentrische,
Kugelfdrmige 0 kugelférmige Integrationsflache gelegt.
Integrationsflache
1 Q . . .
= E(r)= 2 - im AuRenrameinerleitenderKugel (17.4-8)
T[€0 r

Wichtig ist die Feststellung, dasks elektrische Feld auRRerhalb der leitenden Kuggrauso
grol} ist wie das elektrische Feld einer Punktlad@hgn KugelmittelpunktDiese Aussage kann
sofort verallgemeinert werdewlle kugelsymmetrischen Ladungsverteilungen habeiuilen-
raum das elektrische Feld nach G17.4-8), wobeQ die Gesamtladung ist. Der Beweis dieser
Aussage sieht wegea(r) = E(r) (&, genauso aus wie der Beweis von Gl. (¥8)4

b) Als Integrationsflache wéhlen wir erneut eine kamzrische Kugel; der Radiusist jetzt aber
kleiner alsr el -

iﬁ EHA = iﬁ E(r) e, [HA = = E(r) #Tir2 = 0
T T
A A E = constaufder Die Integratimsflache
Integratimsflache enthalt kéne Ladung.
= E(r)=0 im Innern einer leitenden Kugel (17.4-9)

Das Innere einer leitenden Kugel ist also nicht lawlungsfrei, sondern auch stets feldfrei — in
Ubereinstimmung mit allgemeinen, friiheren Uberlemgm
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E(r) E(r)

innen aullen

innen

7 Kugel r "Kugel g

Abb. 17.4-6 Elektrisches Feld einer leitenden Abb. 17.4-7 Elektrisches Feld einer homo-
Kugel im Abstand vom Kugelmittelpunkt. gen geladenen, nichtleitenden Kugel.

c) Das AufRenfeld der homogen geladeneitht leitendenKugel wird ebenfalls durch Gl.
(17.4-8) beschrieben. Das Innenfeld wird ebenfalls nmieekonzentrischen Kugel berechnet:

3
§E[d:iA = §E(r)er A = =E(r)[¥|-T[I’2=g 3[‘
A A E = constauf der Eo 1 Kugel
Integratimsflache
= E(n) = — 9 ¢ iminnem einer homogen geladenen Kit (17.4-10)

3
4'T[EO r Kugel

Im Innern einer homogen geladenen Kugel steigtalielistrische Feld linear an. Nur die Ladun-
gen, deren Abstand zum Kugelmittelpunkt kleinerratd, tragen zum FeldE(r) bei.

Bemerkung: Coulombkraft und Gravitationskraft halén gleiche Form. Daher nimmt die Erdanziehungs-
kraft linear mit der Entfernung zum Erdmittelpuratt, wenn man — in Gedanken — einen Tunnel zum Erd-
mittelpunkt grébt. (Dabei wird eine homogene Madsghte im Erdinnern vorausgesetzt.) Diese Aussage
haben wir in der Mechanik in Aufgabe ,,7—21 Schwingunach Australien und zuriick" bendtigt.

Beispiel 17.4—-4 Elektrisches Feld eines langen|agenen Leiters

Berechne das elektrische Feld eines langen, geraden
Leiters, der homogen mit konstanter LAngenladungs-
dichte A := Q/1 geladen ist.

Hinweis: Der Leiter soll sehr lang sein, damit libomo-

genitaten des elektrischen Feldes an den Leiterevele
nachlassigt werden kénnen.

Abb. 17.4-8 Langer, homogen geladener

Leiter und zylindrische Integrationsflache
Aus Symmetriegriinden muss das elektrische Feld mjt Langel und Radius.

rotationssymmetrisch um den Leiter sein:

LOsung:

E(r) = E(r) &, mite, = Einheitsvektor in radiale Richtung.

Daher ist es sinnvoll, die Oberflache eines Zylmsdmit Radiug und Langd, dessen Symmet-
rieachse auf dem Leiter liegt, als Integrationgfiizu wahlen.

fEmA = § E(r) e, [HA = IE(r)e, WA =

:
E stehtsenkrechauf denNormaler Apantel

AZyIinder AZyIinder
vektorenderGrundflacken
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= I E(r)dA= E(r) 2mrl - Q _ Al
Amantel Mantelflache €o €0
= E(r) = 2:[\8 % im AulRenrameinedangenhomogergeladeneZylinders (17.4-11)
0

Beispiel 17.4-5 Feld einer homogen geladenen, geol3 ebenen, diinnen Platte

Eine ebene, sehr grof¥flachige, diinne Platte istogem mit konstanter Flachenladungsdichte
0 := Q/ A geladen. Berechne das elektrische Feld mit denR&dnen Satz.

Hinweis: Die Platte soll sehr grof3flachig sein baas Feld soll in einer Entfernung von der Plagéeebhnet
werden, die wesentlich kleiner ist als Breite undhel der Platte. Dann kdnnen die Inhomogenitaten des
elektrischen Feldes an den Plattenrandern verresibtaverden.

LOsung:

Nach friiheren Uberlegungen in diesem Unter-
kapitel 17.4 muss das elektrische Feld senk- -
recht zur Platte stehen. ~

\

Wegen der homogenen Flachenladung und der «
(theoretisch) unendlichen Ausdehnung der
Platte ist kein Punkt auf der Platte ausgezeich- b
net. Daher darf sich das elektrische Feld nicht <+ e — >
andern, wenn wir uns vor der Platte bewegen — E inten LA_ v Eome
mit konstantem Abstand zur Platte. Das Feld —tHr—t—r—>%g

kann also nur von der Entfernungur Platte I
abhéangen.

\

|

|
=
—|

rd
e
-~
~

Wir wahlen als Integrationsflache die Oberfla-
che eines Quaders mit den Mal3anb, 2r .
Die beiden Stirnflachen der Grof&eb haben
denselben Abstandvon der geladenen Platte, Abb. 17.4-9 Homogen geladene, groRe,
damit der Betragg(r) auf beiden Flachen mit ebene Platte

Sicherheit gleich grof ist. Ein Fluss tritt nur in

den beiden Stirnflachea b auf.

-~
-~
-

|

|

|

| e

Homogen geladene Platte

| 5

|

|

§ E(r) TdA = j E(r) THA =
! 1
Aquader E stehtsenkrecht  Agiaacren E ist parallelzuden
auf denSeitenflaben FlachennamalenderStirnflacren
oab
= [EmdA = E(r)2ab = 2 =
z €o 2¢ 0
AStirnﬂachen Evorne - Ehinten
Y Lo .
= E(r) = el fur eine diinne, homogen geladeneaePlat (17.4-12)
€0

Bemerkung: In Aufgabe 17-7 wird anschaulich erkigerum die Feldstarke hier nur halb so grof3 ist iwi
Gl. (17.4-7).
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Die letzten drei Beispiele zeigen drei verschied&bstandsgesetze:

E(r) ~ iz bei einer homogen geladenen Kugel
r

E(r) ~ % bei einem homogen geladenen, langen Leiter

E(r) = const bei einer homogen geladenen, gro3fléchiRjatte

Mit dem Gaul3schen Satz lassen sich diese Abstasetzgdeicht begriinden: Die Integrationsflacheainliden
drei Beispielen einen Beitrag zum Fluss lieferndgproportional zu 2 rundr?©.

Wir kommen nochmals kurz auf Beispiel 17.4-3 zuriblanach betragt die elektrische
Feldstarke auf der Oberflache einer Kugel mit Rad®i die kugelsymmetrisch mit der
LadungQ aufgeladen ist,

1 Q

- 4T1E R2

d. h. auf der Oberflache von kugelsymmetrisch gaiad Kugeln wachst die Feldstarke mit
abnehmendem KrimmungsradiBsstark an. Diese Aussage kann verallgemeinert werde
Bei leitenden Kdrpern mit beliebig geformter Obiefie sind die Feldstarke und damit nach
Gl. (17.4-7) auch die Flachenladungsdichtean Stellen starker Krimmung besonders grol3
Vor allem an Leiterspitzen mit kleinen Radien tret®he elektrische Feldstarken auf.

Hohe Feldstarken kdnnen Elektronen aus Leitergpityerausziehen®; man spricht von
.Feldemission (Genaugenommen ist die Feldemission ein quantemanéscher Tunnelef-
fekt.) Bei Metallspitzen mit einem Krimmungsradugn etwa lum kann schon eine Span-
nung von einigen hundert Volt Elektronen aus dentalleerausziehen. So entsteh&hezu
punktférmige Elektronenquellen

Anwendungen der Feldemission:

» Durch die Feldemission werden in Rastertunnelmikwpen sehr feine Elektronenstrahlen erzeugt, diehdu
magnetische Linsen noch weiter gebuindelt werdedubzh lassen sich z. B. Kristallfehler und Obetila-
strukturen im Nanometer-Bereich untersuchen.

» Industrielle Forschungslabors arbeiten_atdBnissionsisplays (FED’s), die flach sind sowie bei geringem
Energieverbrauch sehr hell und kontrastreich mitdreagender Auflésung arbeiten. Wie bei der hemkdm
lichen Kathodenstrahlrdhre wird eine fluoreszieee®&thicht auf dem Bildschirm durch auftreffendekEle
tronen zum Leuchten gebracht. Bei den FED’s geét aleht ein einziger Elektronenstrahl von eineiitGl
kathode aus; vielmehr werden durch Feldemissiorrau@entlich viele Elektronenstrahlen aus Siliziemk
geln ausgeldst, die einen Kriimmungsradius von évam und einen gegenseitigen Abstand von ungefahr
16 um haben. Die Spannung zwischen den Kegeln und fBetaelektroden steuert die Strahlstarke.

Hohe Feldstarken konnen aber nicht nur ElektronenlLa&itern herausziehen, sondern in der
Luft ab etwa 3 MV/m (in anderen Stoffen teilweis® Wwesentlich hoheren Feldstarken) einen
LDurchschlag”auslésen. Luft enthalt immer eine kleine Menge Vamen, die z. B. durch
kosmische Strahlung erzeugt werden. In starkertredeken Feldern werden die lonen stark
beschleunigt. Beim heftigen Zusammenstol3 mit Lulgkiden kénnen Elektronen aus den
Atomen herausgeschlagen werden, so dass zahlneigitere lonen entstehen, die den Pro-
zess verstarken. Elektronen kdnnen aber auch @ndré@ahnen gehoben werden, so dass
die Atome beim Ricksprung der Elektronen Licht ethden.
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Anwendungen des Durchschlags:

e Durchschlage mit kleinen Funken kdnnen auftreteammman in sehrockenenRaumen tber einen Teppich
lauft und danach z. B. eine metallische Turklinkelrt. (Feuchte Luft leitet Ladungen, die sich lapifiem
Potential befinden, ab und verhindert so das unstgee Ereignis.)

* An den spitzen Enden von Blitzableitern treten b&ewitter hohe Feldstarken auf, so dass der Bbitz d
einschlagt. Zur Vermeidung von Durchschlagen diHerhspannungsanlagen keine scharfen Kanten und
keine Spitzen enthalten.

17.5 Kopierer und Laserdrucker *

Eine sehr wichtige, direkte Anwendung haben di&tedstatischen Kréafte im Kopierern und
Laserdruckern. Das Verfahren basiert ganz wesantiaf fotoelektrischen Eigenschaften
mancher Halbleite? (z. B. Selen) sowie auf der elektrostatischen Abg&lung von positiv
geladenem Staub (Tonerpartikeln) auf negativ gelaxé-lachen.

Der wichtigste Teil des Kopierers ist ein rotierenanit Selen beschichteter Aluminiumzylin-
der, dergeerdetist und_,Fototrommel“oder ,Bildtrommel* heil3tSelen ist ein lichtelektri-
scher Halbleiter also ein Festkdrpeder bei Dunkelheit ein elektrischer Isolator und be
Licht elektrisch leitend isDie Lichtquanten (Photonen) werden im Halbleitesabiert und
Ubergeben ihre Energie an Elektronen, die bei lgiltemergie frei beweglich sind.

Der Kopierprozeskiuft in acht Schritten ab, die in Abb. 17.5-1g#etellt werden:

1. Aufladung: Im Dunkeln werden Elektronen — z. B. durch eingdf@entladung um einen
dinnen Draht, an dem der negative Pol einer Hocimepey liegt — auf die Selenschicht der
Fototrommel gebracHt Die Selenschicht wird negativ gelademit Ladungsdichten von
etwal0~’ C/cn?. Da der Halbleiter Selen im Dunkeln nicht leitéinnen die Elektronen
nicht abflieRen’

2. Optische AbbildungMit Hilfe von Linsen und Spiegeln wird der Hallikrimantel der
Fototrommel mit dem Bild des Originaldokumenteschétt Wichtig ist, dass helle (dunk-
le) Punkte auf dem Original als helle (dunkle) Rerd&uf der Trommel abgebildet werden.
An den belichteten Stellen wird die Selenschiclitdear Trommeloberflache elektrisch lei-
tend, so dass die Elektronen hier auf den Alumizyglmder abflieRen. An den dunklen
Stellen leitet die Selenschicht nicht und haltaliéggetragenen Elektronen fest.

5 Wird einem Halbleiter Energie in Form elektromatipeher Strahlung im kurzwelligen oder (bei manchen
Halbleitern) im sichtbaren Bereich zugefiihrt, sork@n Elektronen die Photonenergie absorbieren ahdidn
das energiereichere sog. ,Leitungsband“ gelangenlLéitungsband sind die Elektronen frei beweglictd u
fihren deshalb zu einer guten elektrischen Leigfédit.

6 1n manchen Kopierern wird die Fototromnpeisitivgeladen. Dann ist die Ladung der Tonerpartikehtieg

’ Die Ladungen im innen liegenden, geerdeten Alumizylinder kdnnen sich bewegen. Daher baut sichhdur
Influenz (siehe Unterkapitel ,,18.3 Influenz") eibetragsmafig gleich grol3e, aber positive Ladungaderen
Rand des Aluminiumzylinders auf. Diese Ladungnisfbb. 17.5-1 nicht eingezeichnet.
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1. Aufladung 2. Optische Abbildung

8. Reinigung
der Trommel 0

3. Tonerpartikel
auf Fototrommel

7. Entladung

/—\
(-]
<«
) :
6. Einbrennen | 4. Aufladung des Papiers und
des Toners E Ubernahme des Toners

5. Entladung des Papiers

Abb. 17.5-1 Die rotierende Fototrommel ist mit einer dinnealtieiterschicht bedeckt. Die licht-
elektrische Eigenschaft des Halbleiters ist gangentich fir den Kopierprozess: Im Dunkeln sind bteit
ter nichtleitend. Bei einer Bestrahlung aber getierabsorbierten Photonen ihre Energie an Elekiraie

die danach aufgrund ihrer héheren Energie frei lgéale sind. Bei Bestrahlung werden lichtelektrische
Halbleiter also elektrisch leitend.

Nach der Belichtung ist das Ladungsmuster auf demmel ein Abbild des Originaldo-
kumentes

. Tonpartikel auf TrommelTonerpartikel, bestehend aus Harz, Rul und Eideimés wer-

den positiv aufgeladen und auf die Oberflache dewkeklerwalze gebracht. Die Walze
rollt unter Druck Uber die Fototrommel. Durch elektatische Kréafte werden die positi-

ven Tonerpartikel von den Elektronen, die auf dehelichteten Stellen der Selenschicht
sitzen, auf die Fototrommel gezogen.

Die Entwicklerwalze verwandelt das Ladungsmuster dar Trommel in ein Schwarz-
Weil3-Muster

Aufladung des Papierfas Schwarz-Weil3-Muster muss nun von der Fototrehnaunf ein
Blatt Papier tUbertragen werden. Dazu wird Rigckseite des Papiethirch eine Korona-
entladung satark negativ aufgeladerdass das Blatt die Tonerpartikel von der Trommel

zu sich hertber ziehNun befindet sich das Schwarz-WeilR-Muster auf debedrucken-
den Papier




