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Mathematische Methoden der Elektrodynamik

1.1 Vektor- und Tensoralgebra

Wir wihlen im dreidimensionalen Raum ein rechtwinkliges und geradliniges (kartesi-
sches) Koordinatensystem X, X,, x;. Der Raum werde als Euklidisch angenommen. Das
bedeutet, dass in ihm die Axiome der Euklidischen Geometrie und deren Folgerungen
erfiillt sind, die man aus der Schulmathematik kennt. Zum Beispiel berechnet sich das
Quadrat des Abstands dI? zwischen zwei eng benachbarten Punkten gemif} folgender
Beziehung:

di? = dx? + dx3 + dx3. (1.1)

Neben dem urspriinglichen betrachten wir noch weitere ebensolche Koordinatensyste-
me, die alle denselben Koordinatenursprung haben, aber gegeniiber dem urspriinglichen
System gedreht sind (siehe Abb. 1.1).

Als Skalar oder Invariante bezeichnet man eine Grofie, die ihren Wert bei einer Drehung
des Koordinatensystems nicht dndert, d.h. sie hat ein und denselben Wert im urspriingli-
chen und im gedrehten Koordinatensystem:

S’ =S =inw. (1.2)

So ist insbesondere dI*> = dI’* = inv.

Ein Vektor im dreidimensionalen Raum ist durch drei Komponenten V (¢ = 1,2,3)
charakterisiert, die beziiglich jedes der Koordinatensysteme definiert sind und sich bei
Drehung derselben nach der Beziehung

V(; = aaﬁVﬁ (13)

transformieren, wobei {iber die Gréfien mit den sich wiederholenden Indizes 3 von 1 bis
3 zu summieren ist. Die V sind die Projektionen des Vektors auf die entsprechenden
xg-Achsen des urspriinglichen Koordinatensystems, die V;, die Projektionen auf die x-
Achsen des gedrehten Koordinatensystems und die Transformationskoeffizienten a,z die
Kosinus der Winkel zwischen der jeweiligen xz-Achse des urspriinglichen und der x-
Achse des gedrehten Koordinatensystems, die man als Skalarprodukt der Einheitsvektoren
in Richtung der entsprechenden Koordinatenachsen schreiben kann:

a.; =€ -eg. (1.4)
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Abb. 1.1 Drehung des Koordinatensystems.

Ein Tensor zweiter Stufe im dreidimensionalen Raum ist eine neunkomponentige Grofie
Top (ar,B = 1,2,3), die in allen Koordinatensystemen definiert ist und sich bei Drehung des
Koordinatensystems wie das Produkt der Komponenten zweier Vektoren folgendermafien
transformiert:

Tc/xﬁ = Qg gy Ty (1.5)

Analog hat ein Tensor s-ter Stufe s Indizes und transformiert sich wie das Produkt von s
Vektorkomponenten:

T;/;K = aﬁ/x aKvacu-u' (16)

Skalare und Vektoren kann man als Tensoren nullter bzw. erster Stufe betrachten.
Eine Drehmatrix a hat folgende Eigenschaften:

1) Orthogonalitit:

Aoy Qg = Oyp, Aoy Qay = Oy 1.7)
Fiir das Kroneckersymbol 8,4 gilt:
Sup=1 fiir a=f, S,3=0 flir a#p. (1.8)

2) Die Determinante der Drehmatrix ist gleich eins:
detd = |@] = |a,,| = 1. (1.9)
3) Das Produkt zweier Drehmatrizen
¢=ag, Cap = Aop8up (1.10)
beschreibt die Drehung ¢ eines Koordinatensystems, die sich ergibt, wenn man zuerst

eine Drehung mit der Matrix ¢ und anschlieflend eine mit der Matrix 4 durchfiihrt.
4) Die inverse Matrix 4! bewirkt die inverse Transformation

Vg = a/;;V&. (1.11)

Sie ist durch die Beziehungen
a'a=aa'=1 oder agia,= awa;é =85 (1.12)
definiert. Man erhilt sie aus der Ausgangsmatrix als transponierte Matrix, d.h. durch

Vertauschen der Zeilen mit den Spalten und umgekehrt:

a'=a, az; =0, =a (1.13)

Wihrend sich Vektoren bei Drehungen immer gemifi Gleichung (1.3) transformieren,
koénnen sie sich auf zwei verschiedene Arten bei der Inversion des Koordinatensystems
verhalten, bei der die Koordinaten gemif

Xl =—x (1.14)
a a



1.1 Vektor- und Tensoralgebra

ihr Vorzeichen umkehren. Die Transformationsmatrix ist hierbei a,z = —d,4. Diejeni-
gen Vektoren, deren Komponenten ebenso wie die Koordinaten x, bei der Inversion
ihr Vorzeichen dndern, nennt man polare Vektoren. Vektoren, deren Komponenten bei
der Inversion des Koordinatensystems ihr Vorzeichen nicht @ndern, nennt man axiale
oder Pseudovektoren (z.B. die Winkelgeschwindigkeit, das Vektorprodukt zweier polarer
Vektoren A X B usw.). Diese Definition umfasst auch Tensoren beliebiger Stufe s: Die
Komponenten polarer (echter) Tensoren werden bei der Inversion mit (—1)° multipliziert,
die Komponenten der Pseudotensoren mit (—1)*!.

Ein Tensor wird symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich eines Indexpaares o und
genannt, wenn die Komponenten die Bedingungen

Qaﬁ/.t = Qﬁa,u (roﬁ/,t = _Qﬁoc/x) (1-15)
erfiillen.

Sehr wichtig flir die Anwendung sind die invarianten Einheitstensoren .z und e,g;. Der
erstere ist ein polarer, symmetrischer Tensor, dessen Komponenten mit dem Kronecker-
symbol (1.8) iibereinstimmen. Der zweite Tensor ist ein beziiglich beliebiger Indexpaare
antisymmetrischer Pseudotensor mit e;;; = 1, dessen {ibrige Komponenten entweder
gleich +1 oder 0 sind.! In beiden Tensoren behalten die Komponenten ihre Werte bei
Transformationen geméaf} der Gleichung (1.6) in allen Koordinatensystemen bei.

Die Summe zweier Tensoren gleicher Stufe ist ein dritter Tensor derselben Stufe mit den
Komponenten

Aus den direkten Produkten der Komponenten zweier Vektoren (ohne Summation) ergibt
sich ein Tensor, dessen Stufe gleich der Summe der Stufen der Tensor-Faktoren ist, z. B.

Qupr = TapV3 (1.17)
wobei Qs ein Tensor dritter Stufe ist.

Unter der Kontraktion eines Tensors® versteht man die Erzeugung eines neuen Tensors,
dessen Komponenten dadurch gebildet werden, dass man die Komponenten mit zwei
gleichen Indizes auswihlt und tiber diese summiert. Zum Beispiel ist Qg5 = A, ein Vektor
und Q,g, = By ein anderer Vektor. Im Ergebnis der Kontraktion verringert sich die Stufe
des Tensors um 2. So ist insbesondere

S =T, =inv (1.18)

ein Skalar. Ein komplizierteres Beispiel einer Kontraktion erhalten wir, wenn wir die Kom-
ponenten des Vektorproduktes C = A X B mit Hilfe des antisymmetrischen Einheitstensors
bilden:

Co = €quAuB,. (1.19)

Dabei ergibt sich der Vektor C, als Resultat der Kontraktion des Tensors e, mit dem
antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe (A, B, — A4,B,)/2.

Beim Aufschreiben von Gleichungen zwischen Tensoren muss man beachten, dass sie die
gleiche Dimensionalitdt haben: Man kann nur Tensoren gleicher Stufen gleichsetzen. Das
bedeutet, dass die Zahl der freien Indizes (iiber die nicht summiert wird) auf der linken und

Cauy

1 Das ist der so genannte Levi-Civita-Tensor. (Anm. d. Ubers.)
2 im deutschen Sprachgebrauch auch Verjiingung eines Tensors genannt (Anm. d. Ubers.)
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der rechten Seite einer Gleichung identisch sein muss. Die Zahl der ,,stummen® Indizes,
iiber die summiert wird, kann rechts und links beliebig sein.

Beispiel 1.1: Man bringe den reellen (S,z = S;B ) symmetrischen (Sqz = Sg,) Tensor
zZweiter Stufe in Diagonalform, d.h. man finde ein solches Achsensystem, in dem nur die
Diagonalkomponenten des Tensors von Null verschieden sind.

Losung: Wir stellen ein algebraisches Gleichungssystem
Sapng = Sng, und a=1,2,3 (1.20)

zur Bestimmung der Eigenvektoren n, und der Hauptwerte S des betrachteten Tensors auf.
Die Eigenvektoren werden wir auf eins normieren: n{*a}na = 1. Aus Gleichung (1.20) und
den Eigenschaften des Tensors S, finden wir, dass die Eigenwerte S reelle Skalare sind:
S = naSqeeng = S*. Sie werden aus der Bedingung berechnet, dass die Determinante des

Gleichungssystems (1.20) gleich Null ist:
|Saﬁ - SSaﬁ| =0. (121)

Das ist eine algebraische Gleichung dritten Grades in S, die drei reelle Losungen
SM, @ ynd S® hat. Im allgemeinen Fall sind diese voneinander verschieden. Jedoch sind
auch mehrfache Losungen entweder in der Form S® = @ # §® oder S® = §@ = §®
moglich. Hierbei sind die Indizes in Klammern keine Tensorindizes!

Wenn wir im Falle verschiedener Losungen die gefundenen Werte S der Reihe nach in das
Gleichungssystem (1.20) einsetzen, driicken wir zwei Projektionen jedes der Eigenvektoren
n((xl) # n((xz) # nff) durch die dritte aus, die durch die Normierungsbedingung bestimmt wird.
Alle Eigenvektoren sind reell, weil die Koeffizienten des Gleichungssystems (1.20) reell
sind. Sie stehen paarweise senkrecht aufeinander, was aus demselben Gleichungssystem
folgt, z. B. (SV—=S@)(n®.n@) = 0 und in analoger Weise fiir die anderen Paare. Verwendet
man die Eigenvektoren als Einheitsvektoren eines Koordinatensystems (sie bestimmen die
Hauptachsen des Tensors), so findet man aus (1.20) die Gestalt des Tensors in diesem
Achsensystem:

SO0 o0
= o s@ o [ (1.22)
0 0 S®

Im Falle zweifacher Losungen SO = S® ist die Bestimmung der Eigenvektoren n® und
n@ nicht eindeutig - in der Ebene senkrecht zu n® kann man ein beliebiges Paar senkrecht
aufeinander stehender Richtungen auswihlen. Wenn alle drei Losungen gleich sind, kann
man beliebige drei zueinander senkrechte Richtungen als Hauptachsen wiéhlen. ]

Empfohlene Literatur: Batygin und Toptygin (2005); Arfken et al. (2012); Borisenko und
Tarapow (1966); Kotschin (2017); Lee (1965); Mathews and Walker (1970)

Aufgaben
1.1 Beweisen Sie die Gleichung (1.9). Wie &dndert sich die Determinante der Trans-

formationsmatrix, wenn zusétzlich zur Drehung eine Inversion der Koordinatenachsen
durchgefiihrt wird?
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1.2 Beweisen Sie die Gleichungen 5; 5= d.p und eg,, = ey, bei beliebiger Drehung des
Koordinatensystems.

1.3 Wie lautet die Transformationsregel der Komponenten eines Pseudotensors s-ter Stu-
fe, die zusétzlich zu den Drehungen auch Spiegelungen der Koordinatenachsen beschreibt?

1.4 Stellen Sie einen beliebigen Tensor zweiter Stufe T,z in Form einer Summe aus einem
symmetrischen (S, = Sg,) und einem antisymmetrischen (4,5 = —Ag,) Tensor dar.
Uberzeugen Sie sich von der Eindeutigkeit der Darstellung.

1.5 Stellen Sie einen beliebigen komplexen Tensor zweiter Stufe T, in Form einer Summe
aus einem Hermiteschen (S” ;= SZ;) und einem antihermiteschen (Agg = —AEZ*) Tensor
dar. Uberzeugen Sie sich von der Eindeutigkeit der Darstellung.

1.6 Zeigen Sie, dass

a) die Kontraktion eines symmetrischen und eines antisymmetrischen Tensors gleich Null
ist: SppAqg = 0;

b) die Kontraktion zweier Hermitescher oder zweier antihermitescher Tensoren zweiter
Stufe eine reelle Zahl ergibt;

c) die Kontraktion eines Hermiteschen und eines antihermiteschen Tensors zweiter Stufe
eine rein imagindre Zahl ergibt.

1.7 Zeigen Sie, dass die Symmetrie eines Tensors eine Eigenschaft ist, die invariant unter
Rotationen ist, d.h. ein Tensor, der in irgend einem Koordinatensystem symmetrisch
(antisymmetrisch) in einem Paar von Indizes ist, bleibt symmetrisch (antisymmetrisch) in
diesen Indizes in allen Koordinatensystemen, die gegeniiber dem Ausgangssystem gedreht
sind.

1.8 Zeigen Sie unter Verwendung der Transformationsregeln (1.2)-(1.6) fiir Tensoren, dass

a) A, ein Vektor (Pseudovektor) ist, wenn A,B, = inv und B, ein Pseudovektor (Vektor)
ist;

b) A, ein Vektor ist, wenn in jedem Koordinatensystem A, = T,gBg ist, wobei T,z ein
Tensor zweiter Stufe ist und B, ein Vektor;

¢) T4, = inv, wobei T4 ein Tensor zweiter Stufe ist;

d) ¢, ein Tensor zweiter Stufe ist, wenn A, und B, Vektoren sind und in allen Koor-
dinatensystemen A, = ¢,3Bg ist. Was wird aus ¢,5, wenn A, ein Vektor und B, ein
Pseudovektor ist? Was wird aus ¢,3, wenn sowohl A, als auch B, Pseudovektoren sind?

€) AgpiB.g ein Vektor ist, wenn A,s; und B,z Tensoren dritter bzw. zweiter Stufe sind;

f) T,gP.zeinPseudoskalar ist, wenn T,z und P,g ein Tensor bzw. ein Pseudotensor zweiter
Stufe sind.

1.9 Bestimmen Sie die Transformationsregel der Gesamtheit der Volumenintegrale T,z =
J x4xgdV bei Drehung und bei Spiegelung (x, und x; sind kartesische Koordinaten).

1.10 Zeigen Sie, dass man die Komponenten eines (polaren oder axialen) antisymmetri-
schen Tensors zweiter Stufe A,z = —Ag, mit den Komponenten eines bestimmten (polaren
oder axialen) Vektors C, identifizieren kann, da sie sich bei Drehungen und Spiegelungen
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in der gleichen Weise transformieren. In diesem Falle nennt man C, den zum Tensor Az
dualen Vektor (und umgekehrt: der antisymmetrische Tensor A ist dual zum Vektor C,).

1.11 Beweisen Sie die folgenden Gleichungen:

a) [AXB|, = e 43B),

Al AZ A3
b) [A X B] -C= eamAaB[;C,l = Bl B2 B3
G G G

Wie transformieren sich das Vektorprodukt, das doppelte Vektorprodukt und das Spatpro-
dukt bei Drehung und Spiegelung, wenn alle drei Vektoren polar sind?

1.12 Zeigen Sie, dass wenn in einem bestimmten Koordinatensystem die entsprechenden
Komponenten zweier Vektoren proportional zueinander sind, so sind sie auch in jedem
beliebigen anderen Koordinatensystem proportional. Diese Vektoren sind parallel.

1.13 Die Fliche eines aus den sehr kleinen Vektoren dr und dr’ gebildeten infinitesimalen
Parallelogramms werde durch einen Vektor dS représentiert, der entlang der Flachennor-
male des Parallelogramms gerichtet ist und dessen Absolutbetrag gleich dem Flacheninhalt
des Parallelogramms ist. Schreiben Sie diesen Vektor in Tensorschreibweise.

1.14 Schreiben Sie das Volumen dV des infinitesimalen Parallelepipeds, das aus den sehr
kleinen Vektoren dr, dr’, dr”” gebildet wird, in Tensorschreibweise. Wie transformiert es
sich bei Drehung und Spiegelung?

1.15 Beweisen Sie folgende Identitéten:
(AXB)-(CxD)—(A-C)B-D)+(A-D)B-C)=0,
(AXB)- (CxD)+(BXC)-(AXxD)+(CxA)-(BxD)=0,
AXBXC)+BXx(CxA)+Cx(AxB)=0,
(AXB)X(CxD)—(A-[BXxD])C+(A:-[BxC]D =0,
(AXB)X(CxD)—(A-[CxD])B+(B-[CxD]A =0.

1.16 In einem sphirischen Koordinatensystem werden die beiden Richtungen n und n’
durch die Winkel 9, o und 4’, o’ bestimmt. Finden Sie den Kosinus des Winkels 6 zwischen
diesen beiden Richtungen.

1.17 Inbestimmten Fillen kann es giinstiger sein, anstatt der kartesischen Komponenten
eines Vektors Ay, A,, A, seine zyklischen Komponenten zu betrachten, die durch folgende
Formeln definiert werden:

F(A, +iA
Ay = M,AOZAT

V2
Driicken Sie das Skalarprodukt und das Vektorprodukt zweier Vektoren durch ihre zy-
klischen Komponenten aus. Driicken Sie weiterhin die zyklischen Komponenten des
Ortsvektors durch die Legendreschen Kugelfunktionen? aus.

3 Die Legendreschen Kugelfunktionen werden in Abschnitt 1.3 definiert.
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Abb. 1.2 Beschreibung der Drehung eines kartesischen
Koordinatensystems durch Eulersche Winkel.

1.18 Wie lautet die Transformationsmatrix g der Vektorkomponenten bei Drehung eines
kartesischen Koordinatensystems um die Ox;-Achse um den Winkel a?

1.19 Bilden Sie die Transformationsmatrizen der Einheitsvektoren beim Ubergang von
kartesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten und umgekehrt und beim Ubergang von
kartesischen Koordinaten zu Zylinderkoordinaten und zuriick.

1.20 Finden Sie die Transformationsmatrix g der Vektorkomponenten bei einer Drehung
des Koordinatensystems, die durch die Eulerschen Winkel «;, 6 und a, bestimmt ist (sieche
Abb. 1.2), durch Multiplikation der Matrizen, die den Drehungen um den Winkel o; um
die Ox;-Achse, um den Winkel 8 um die Knotenlinie ON und um den Winkel &, um die
Ox’-Achse entsprechen.

1.21 Finden Sie die Transformationsmatrix D(a,6a,) fiir die zyklischen Vektorkompo-
nenten (siehe Aufgabe 1.17) bei einer Drehung des Koordinatensystems, die durch die
Eulerschen Winkel (Abb. 1.2) beschrieben wird.

1.22 Zeigen Sie, dass die Matrix einer infinitesimal kleinen Drehung in der Form & = 1+¢
geschrieben werden kann, wobei € eine antisymmetrische Matrix ist (¢,5 = —¢g,). Erkldren
Sie die geometrische Bedeutung der ¢,4.

1.23 Ist es moglich, durch Drehung des Koordinatensystems im physikalisch dreidimen-
sionalen Raum einen beliebigen reellen Tensor zweiter Stufe (T,z # Ty, ) in Diagonalform
zu liberfiihren? Ist es mit einem Hermiteschen Tensor zweiter Stufe (Tg 5= TZ;) moglich?

1.24 Stellen Sie einen reellen symmetrischen Tensor zweiter Stufe S in einem beliebigen
Koordinatensystem durch seine Hauptwerte SV, S® und S® und die Einheitsvektoren n”
der Hauptachsen dar.

1.25 Bilden Sie mit Hilfe der charakteristischen Gleichung. (1.21) Invarianten beziiglich
Drehungen aus den Komponenten eines beliebigen Tensors zweiter Stufe T .

1.26 Finden Sie unter Verwendung der Entwicklungsformel fiir Determinanten nach den
Elementen einer Zeile oder einer Spalte die Komponenten des inversen Tensors T;é Seine
Definition entspricht der Definition (1.12) einer inversen Matrix. Unter welcher Bedingung
existiert ein inverser Tensor?
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1.27 Beweisen Sie folgende Identitéten:
a) eagyCagy = 6;
b) eqp,€qp0 = 26,5;

Sgy Oy
C) eaﬁyem}a = 561/5;/0 - 6565}/7/ = 5
85 Sy
d) ep, o = 644850y + 8 OpgOyy + 805080, —
506/4 55‘# 57#
- 5:1,(45505}/1) - aocvaﬁ,uaya - 50(05/31/5}/;4 = 50:1/ 5[3’1} 5yv
aoccr 5ﬁc 5;/0

Beweisen Sie mit Hilfe der dritten Gleichung die Formel aus der Vektoralgebra

AX[BxC]=B(A-C)—C(A-B).

1.28 Schreiben Sie in invarianter Vektorform:
a) eaﬁyeao’x eyuseka)EABAo’BvCa);
b) eaﬁyepaxeyveexszoAﬁBpBaCcqu-

1.29 Beweisen Sie die Identitit
TaﬁAOlBﬁ — TaﬁAﬁBa =2C- (A X B),

wobei Tz ein beliebiger Tensor zweiter Stufe ist. A und B sind Vektoren. C ist der duale
Vektor des antisymmetrischen Teils des Tensors T .

1.30 Stellen Sie das Produkt (A - (B x C))(A’ - (B’ x C")) als Summe von Termen dar, die
nur Skalarprodukte von Vektoren enthalten.
Hinweis: Wenden Sie das Theorem zur Multiplikation von Determinanten an oder nutzen

Sie den Pseudotensor e,g, .

1.31 Zeigen Sie, dass der einzige Vektor, dessen Komponenten in allen Koordinatensyste-
men gleich sind, der Nullvektor ist; dass jeder Tensor zweiter Stufe, dessen Komponenten in
allen Koordinatensystemen gleich sind, proportional &, ist; dass jeder Tensor dritter Stufe,
dessen Komponenten in allen Koordinatensystemen gleich sind, proportional e, ist und
dass jeder Tensor vierter Stufe, dessen Komponenten in allen Koordinatensystemen gleich
sind, proportional (a8, + 84,0py + 8y 9,) ist.

1.32 Es sei n ein Einheitsvektor, dessen Richtungen im Raum alle gleichwahrschein-
lich sind. Bestimmen Sie die Mittelwerte seiner Komponenten n, und der Produkte
nehg, ngngn, und n,ngn,n, mit Hilfe der Transformationseigenschaften der gesuchten
Grofien.

1.33 Bestimmen Sie die Mittelwerte der folgenden Gréf3en: (a -n)?, (a-n)(b-n), (a-n)n,
(axn)?, (axn)-(bxn)und (a-n)(b-n)(c-n)(d-n), wobei iiber alle Richtungen gemittelt
wird und n ein Einheitsvektor ist, dessen Richtungen alle gleichwahrscheinlich sind und
a, b, c und d konstante Vektoren sind.

Hinweis: Benutzen Sie das Resultat der vorigen Aufgabe.

1.34 Bilden Sie alle moglichen unabhéngigen Invarianten aus den polaren Vektoren n, n’
und dem Pseudovektor L.



1.2 Vektoranalysis

1.35 Welche unabhingigen Pseudoskalare kann man aus zwei polaren Vektoren n, n’ und
dem Pseudovektor 1 bilden und welche aus den drei polaren Vektoren n;, n, undn;?

1.2 Vektoranalysis

Die meisten differentiellen Operationen der Vektoranalysis kann man durch den Nablaope-
rator* V ausdriicken. Insbesondere erhalten wir

gradS=VS§, divA =V A, rotA =V X A, /\ = V2 (1.23)

Der letzte Operator wird Laplaceoperator genannt. In kartesischen Koordinaten hat der
Operator V die Form

o) 0 o}

=e,—+e,—+e,—=e (1.24)
Yox  Ydy Foz  “odx,

und dementsprechend der Laplaceoperator /\ die Form

92 92 92 o 4
A=—=+-—+ = .
0x2 0dy? 0z2 Ox,0x,
In krummlinigen Koordinatensystemen wird die Form des Operators V komplizierter, und
die Einheitsvektoren e, hingen im Gegensatz zum kartesischen Koordinatensystem von
den Koordinaten ab.
In einem beliebigen orthogonalen System mit den Koordinaten q;, g, und g; wird das

Quadrat eines Langenelementes durch die Formel

\%

(1.25)

di* = hidq? + hidq; + hidq; (1.26)
ausgedriickt und das Volumenelement durch die Formel
dV = hyhyhs dq,dq,dqs, (1.27)
wobei die
0x\2 0y \2 0z \2
hy —\/(a—qi) +(a—qi) +(a—qi) (1.28)

Funktionen der Koordinaten sind (Lamésche Koeffizienten). Die verschiedenen differenti-
ellen Vektoroperationen lassen sich dann folgendermafien schreiben:

1 9S8 1 9S8 1 9S
radS = ——e;, + ——e, + — —e;3; (1.29)
& hy 0q; ! h, 0q, 2 h3 9q; ’
divA = —1 [i(hhA)+i(hhA)+i(hhA)]- (1.30)
hihyhs 19q, 2 99, 1T 9q3 R '

i 35), 8 (h3S), 2 (I 3S) g

1 0
e ) S0 8)
hihyhs 10¢; \ hy 9qq 99, \ h, 9q, 995 \ h; 9q;

4 Im russischen Original als Hamiltonscher Vektordifferentialoperator bezeichnet. (Anm. d. Ubers.)
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rotA = 0 (h3A3) — %(thz)] e +
3

hﬁJET

0
+ i | 3 = - (s e +

hmJaJ“&*' s e

(1.32)

Hierbei sind e;, e, und e; die orthogonalen Einheitsvektoren des entsprechenden Koordi-

natensystems.
Im Zylinderkoordinatensystem r, o und z gelten

X =rcosda, y =rsina, zZ =2z
h, =1, h, =r, h, =1,
as 1 6S oS

gradS = a—e + - 3 e, + Eez,
. 10 10A, O0A,
divA = ;5(’%’)4_ r da 9z’
2 2
as=12(,89), 188, 28
ror\ or r2da? = 0z2
10A, GAO,
rotA = [ ]e +
0z
6Ar 6AZ]
0z or

1[0 0A,
+1|ara0 -5
Im Kugelkoordinatensystem r, ¢ und « erhalten wir

x =rsindcos«a, y =rsindsina, Z =rcosd;
h, =1, hg =r, h, =rsin§;
N 18S 1 4s

ds=Le + -2 e
grad s arer+r59e9+rsin95ae“’

10 1 1 04,

dvA =3 6_( Ar)+rsm19619(A’ssm19)+ sind da ’

T r2or 6 ’

r2sin ¢ 69 08 r2sin® g 0a?
rotA = —— rsmS [68(A smS)— 3 ]
1 6A, 10

rsind da  ror (FA“)] Cot

1[0 A,
+ ; I:E(I’A,g) - E:l ea.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)



1.2 Vektoranalysis

Fiir beliebige A und S geltend die Identititen

rotgrad S =0, divrot A =0,

divgradS = A S, rotrot A =graddiv A — A A.
Die folgenden grundlegenden Integralsidtze gestatten es, Volumen-, Oberflachen- und

Kurvenintegrale ineinander umzuwandeln:
Satz von Gauf3-Ostrogradski:

f divAdV = 9§A - ds. (1.44)
|4 S

Dabei ist V' ein Volumen, S die geschlossene Oberfldche, die dieses Volumen umschlief3t.
Satz von Stokes:

96A-dl = /rotA-dS. (1.45)
S

Hier ist ] eine geschlossene Linie und S eine beliebige Fliche, die von dieser Linie umrandet
wird.

Empfohlene Literatur: Batygin und Toptygin (2005); Kotschin (2017); Arfken et al.
(2012); Mathews and Walker (1970); Borisenko und Tarapow (1966); Morse and Feshbach
(1953)

(1.43)

Aufgaben

1.36 Zeigen Sie, dass sich der Nablaoperator (1.24) bei der Drehung eines kartesischen
Koordinatensystems gemif3 der Regel fiir die Transformation eines Vektors (1.3) verhilt.

1.37 Berechnen Sie mit Hilfe von kartesischen Kugel- und Zylinderkoordinaten
grad(l-r), (1 - V)r. r ist der Ortsvektor und 1 ein konstanter Vektor.

1.38 Zeigen Sie, dass

d
g 07 - U

ist.

1.39 Berechnen Sie
(p-r)

rs

grad p = const.

1.40 Schreiben Sie ein Gleichungssystem auf, das die Feldlinien in Zylinder- bzw. Kugelko-
ordinaten bestimmt. Als Feldlinie eines Vektorfeldes wird eine Kurve im Raum bezeichnet,
deren Tangente an jedem ihrer Punkte die Richtung des Vektors A(r) des Feldes in diesem
Punkt angibt.

1.41 Beschreiben Sie mit Hilfe von Kugelkoordinaten die Gesamtheit der Linien, die
tangential zum Vektor

_3por p

5 s r3’

p = const

sind.

11
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1.42 Schreiben Sie die zyklischen Komponenten des Gradienten in Kugelkoordinaten. Die
Definition der zyklischen Komponenten wurde in Aufgabe (1.17) gegeben.

1.43 Zeigen Sie, dass divA und der Laplaceoperator invariant beziiglich Drehungen
eines kartesischen Koordinatensystems sind und dass rot A sich wie ein antisymmetrischer
Tensor zweiter Stufe oder der zu ihm duale Vektor transformiert.

1.44 Berechnen Sie divr, rotr, div[ew X r] und rot [ew X r], wobei w ein konstanter Vek-
tor ist.
1.45 Berechnen Sie

mxr
H=rot( 3 ), m = const.
r

Konstruieren Sie die Feldlinien fiir den Vektor H. Fertigen Sie eine Zeichnung an.

1.46 Beweisen Sie die folgenden wichtigen Identititen, die man oft in praktischen Rech-
nungen anwenden muss, mit Hilfe der Regeln der Vektoralgebra und -analysis, ohne die
Komponentenschreibweise zu benutzen:

grad(pyp) = ¢ grad ¢ + ¢ grad ¢;
div(pA) = ¢ divA + A - grad ¢;
rot(pA) = ¢ rotA — A X grad ¢;
div(A X B) = B - rotA — A - rotB;
rot(A X B) = AdivB— BdivA + (B- V)A — (A - V)B;
grad(A-B) = AXrotB+BXxrotA+ (B-V)A+(A-V)B.

Hierbei sind ¢, ¥ skalare und A, B Vektorfunktionen der Koordinaten.

1.47 Beweisen Sie die folgenden Identitédten, in denen der Nablaoperator in den Produk-
ten auf alle Faktoren wirkt, die rechts von ihm stehen:

C-V(A-B)=A-(C-V)B+B-(C-V)A;
(C-V)(AXB)=AX(C-V)B=—Bx(C-V)A;
(V-AB=(A-V)B+B(VA);
(AXB)-(VXC)=B-(A-V)C—A-(B-V)C;
(AXV)xB=(A-V)B+AX(VXxB)—A(V-B);
—(VXxA)XB=—-A(V-B)+(A- V) B+ AX(VXB)+BXx(VxA).

1.48 Berechnen Sie grad ¢(7), div ¢(r)r, rot p(r)r und (1- V)e(r)r.
1.49 Wie lautet die Funktion ¢(r), die der Bedingung div ¢(r)r = 0 geniigt?
1.50 Berechnen Sie Divergenz und Rotation folgender Vektoren:

(a-r)b, (a-pr, e(r)(a x r) und rx(axr),

wobei a und b konstante Vektoren sind.



1.2 Vektoranalysis
1.51 Berechnen Sie gradr - A(r), grad A(r) - B(r), dive(r)A(r), rote(r)A(r) und
A - V)p((r)A(r).
1.52 Beweisen Sie die Beziehung (A - V)A = —A XrotA fiir A? = const.

1.53 Wandeln Sie das Volumenintegral f;,(grad¢ - rotA)dV in ein Oberfldcheninte-
gral um.

1.54 Driicken Sie die Integrale iiber eine geschlossene Oberfliche ¢ r(a - dS) und
$.(a - r)dS durch das Volumen aus, welches von dieser Oberfliche eingeschlossen ist. a ist
ein konstanter Vektor.

Hinweis: Multiplizieren Sie jedes der Integrale mit einem beliebigen konstanten Vektor ¢
und wenden den Satz von Gauf3-Ostrogradski an.

1.55* Wandeln Sie die Integrale iiber eine geschlossene Fldche

96 neds, 96 (n x A)dS, 95 (n - b)AdS und 95 T5(r)ngdsS
s s s S

in Volumenintegrale {iber das von der Fliche eingeschlossene Volumen um (b ist ein
konstanter Vektor, n ist der Einheitsvektor in Normalenrichtung).

1.56 Leiten Sie mit Hilfe einer der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Identititen das
Archimedische Gesetz durch Summierung der Druckkrifte ab, die an den Oberflichenele-
menten des in die Fliissigkeit eingetauchten Korpers angreifen.

1.57* Beweisen Sie die Identitit

f(A-rotrotB— B - rotrot A)dV =9S(B><rotA—A><rotB) -ds.
v s

1.58 Innerhalb des Volumens V erfiillt der Vektor A die Bedingung div A =0 und aufdem
Rand des Volumens (auf der Oberfléche S) die Bedingung A,, = 0. Beweisen Sie, dass dann
J,AdV = 0 gilt.

1.59* Beweisen Sie, dass fiir den in der vorigen Aufgabe definierten Vektor A(r)

A@)dv’
div, [ ST =0

o lr—1’|
gilt.
1.60 Beweisen Sie die Greenschen Formeln

f (pAY + VoVip)dV = Sﬁ V1 - dS und
14

s
/ (pAh — PAp)dV = Sﬁ(wzp —§Vg)-ds,
v s
wobei ¢ und 1 skalare differenzierbare Funktionen sind.

1.61 Wandeln Sie das Integral ¢ ud f iiber eine geschlossene Linie in ein Flidchenintegral
iiber die von dieser Linie begrenzte Flache um.

13
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1.62* Beweisen Sie die folgenden Identitdten

9§¢d1: f(nquo)dS;
1 S

56((11 X A) = f((n x V) x A)dS;
1 S

Sﬁdl-A:f(nxV).Ads.
1 S

Hier ist n der Normaleneinheitsvektor auf der Oberfliche, ¢ und A sind Funktionen der
Koordinaten, [ ist eine geschlossene Linie, S eine nicht geschlossene durch | begrenzte
Fliche. Die angegebenen Identititen kann man als Spezialfille des verallgemeinerten
Satzes von Stokes

56(... )dl = f (m x V)(...)dS,
1 S

betrachten, wobei das Symbol (...) einen Tensor beliebiger Stufe bezeichnet.

1.63 Zeigen Sie: Wenn die skalare Funktion i eine Losung der Helmholtz-Gleichung Ay +
k% = 0istund a irgendein konstanter Vektor, so erfiillen die Vektorfunktionen L = grad ),
M = rot(ap) und N = rot M die Helmholtzsche Vektorgleichung AA + k*A =0, k2 =
const.

1.3 Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

1.3.1 Zylinderfunktionen
Die Zylinderfunktionen Z, (x) erfiillen die Besselsche Gleichung

1 2
zZ!+ ;Z{, + (1 - 1}—)ZV =0, v =const. (1.46)

X2
Die Losungen der Gleichung (1.46), die bei Rev 2 0 fiir x — 0 beschrinkt sind, nennt

man Zylinderfunktionen erster Art (oder Bessel-Funktionen). Man kann sie in Form einer
Potenzreihe darstellen:

2s

» X (-1
1@ =(%) ;}m(g) . (1.47)

Die unabhiéngige Variable wird mit z bezeichnet, weil die Reihe fiir alle v auch in der gesam-
ten komplexen z-Ebene, die man sich entlang der negativen reellen Achse aufgeschnitten
denken muss, konvergiert.

Wenn v nicht ganzzahlig ist (v # n = 0, =+ 1---), kann als zweite linear unabhingige
Losung J_,(x) verwendet werden. Ist v ganzzahlig (v = n = 0, + 1 ---), besteht ein linearer
Zusammenhang zwischen den beiden Losungen:

J_n(x) = (=1)"J,,(x). (1.48)
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Deshalb wihlt man als zweite linear unabhingige Losung die Zylinderfunktionen zweiter
Art (oder Neumannsche Funktionen)®
J,(z)cosvmr —J_,(2)
sin vz
die fiir v —» n endliche Grenzwerte haben.
Man kann auch die Zylinderfunktionen dritter Art (Hankel-Funktionen) als zwei linear
unabhingige Losungen verwenden:

H(z) = 1,(2) +1Y,(2), HP(2) = 1,(2) —iY,(2). (1.50)
Alle aufgefiihrten Funktionen sind Losungen der Besselschen Gleichung. Die Funk-

tionen Y, und Hf,l’z) haben fiir z — 0 eine Singularitit. Alle Losungen erfiillen die
Rekursionsformeln

Y, (z) = , (1.49)

Z, 1(2)+Z,,1(2) = 2Z—VZv(Z) und (1.51)

Zy1(2) = Zy1(2) = 2Z,(2). (1.52)
Diese Rekursionsformeln kann man in andere Formen umschreiben:

2= L@OFLE; L) = £ L Z,2)] (159
Speziell gelten

J1(z) = =J;(2) und Y1(2) = =Y{(2). (1.54)

Fiir die Zylinderfunktionen mit ganzzahliger Ordnung gibt es eine einfache Integraldar-
stellung:
a+2mw
Jn(x) = o f exp(ix sinp — img)dy
a
(1.55)

(—i)m a+2mw
= exp(ix cosp — imp)de.
27 /o:

Folgende asymptotische Darstellungen kann man zur niherungsweisen Berechnung der
Zylinderfunktionen verwenden: Fiir z — 0

ZV
I,(z) v ————, v#E—1,—2..; 1.56
»(2) T D) # (1.56)
IR TIC) PR ) PN )
Yo(2) » —iH, (z2) ® iH; (z) ® - In z; (1.57)
r -y
Y,(2) » —iHP(2) » iHP(z) ~ —% (g) , Rev > 0; (1.58)

und fiir |z| - oo und beliebige v

2
Z)~ —coS|{z— — ——, arg z| < m; 5
L@~ = cos(z- 20 - T) |arg z| (1.59)
2
Y,(2) ® 4/ pras sin (z— 1%1 - %), |arg z| < ; (1.60)

Hil)(z) ~ A/ % exp [i (z - VTﬂ - %)] , —m < arg z < 2m; (1.61)

5 In der deutschen Fachliteratur werden diese Funktionen meist mit N,,(z) abgekiirzt. In der englischen
Literatur werden die Funktionen Y,,(z) auch als Webersche Funktionen bezeichnet. (Anm. d. Ubers.)
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H,(,z)(z) SRV, % exp [—i (z - % - %)], —2m <arg z < T. (1.62)

Zylinderfunktionen mit rein imagindrem Argument bezeichnet man als modifizierte Zy-
linderfunktionen I,,(z) und K, (z), (wobei die Funktion K, (z) auch als McDonald-Funktion
bezeichnet wird). Sie werden durch die Gleichungen

I,(z) = e 2] (i2),  K,(z) = %ei”(”“)/sz,l)(iz) (1.63)
oder
v z/2)% I_,(z)-1,(z
L,(z) = (g) Z})% K,(z) = %% (1.64)
definiert und erfiillen die Gleichung
w! + %W{,—<1+ z_j)W” =0. (1.65)

Diese Funktionen sind reellwertig fiir reelle v und z > 0. Rekursionsformeln und
Formeln fiir die Ableitung ergeben sich aus den Gleichungen (1.51-1.53) und (1.63).
Insbesondere gelten

I}(z) =1,(z) und K[(z) = —K;(2). (1.66)

Asymptoten sind fiirz — 0

Z'V

I N——, -1,—2...; 1.67
DRl v (167)
Ky(z) ¥ —Inz; (1.68)
1 Z\~
K,(2) #5T() (5) ., Rev>0; (1.69)
und fiir |z] = o
L(z)~ ! e?, largz| < m/2; (1.70)
V2rz
K,(2) ~ %e‘z, larg z| < 37 /2. (1.71)

Die sphirischen Zylinderfunktionen erster und dritter Art (sphirische Bessel- und
Hankel-Funktionen) bendtigt man recht hédufig bei der Lésung physikalischer Aufgaben
in Kugelkoordinaten. Sie sind von halbzahliger Ordnung und durch folgende Gleichungen
definiert:

, T 1,2) T .12
=,/ — h“=,/—H 1=012.. 1.72
) =) 3@, B =4[5 1 G 1=01, (1.72)

und erfiillen die Gleichung

2 I +1
ZIN + ;Zl, + [1 - ( 2 )Zl] . (173)
Fiir kleine x gelten
X W 11
(O~ —> und WP ag—X 1.74
L R wewwe i s S B v war TR (1.74)
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Fiir grofie x gelten

Ji(x) =~ 3 cos [x - ) ] und h 7 (x) & < &Xp {i [x - 3 ]} (1.75)
Aufgaben
1.64 Berechnen Sie die unbestimmten Integrale
/x”Zv_l(x)dx und fx"’ b1 (X)dx.
1.65 Berechnen Sie die bestimmten Integrale
f J1(x)dx, f J,(x)x~'dx und f J,(x)x"dx.
0 0 0
1.66 Beweisen Sie die Gleichung
/ J,(x)dx = f Jpp2()dx, n =0,1, ...
0 0
1.67 Leiten Sie die Integraldarstellung
1
To(x) = 2 COS Ux du
TJo \1-—u2
her.
Hinweis: Substituieren Sie u = sin ¢.
1.68* Berechnen Sie die Integrale
i sin x i 1—-cosx
f Jo(x cosp)cospdp = —— und / Ji(xcosp)dp = ——.
0 x 0 x
Hinweis: Nutzen Sie Potenzreihenentwicklungen.
1.69 Leiten Sie die folgenden Formeln her:
d \* d\"
1,60 = 0t () () = e (<5 ) .

1.70 Leiten Sie die Rekursionsformeln fiir die modifizierten Zylinderfunktionen her:
2v
Iv—l(z) - Iv+l(Z) = 711;(2)’ Iv—l(z) + Iv+l(Z) = 211,/(2)7
2v
Kv—l(z) - Kv+1(z) = _?Kv(z) und Kv—l(z) + Kv+1(z) = _ZK;(Z)-

1.71* Zeigen Sie, dass

Jo(lry = 150) = D7 T,(r )T, (ry) exp(ind)

n=—oco

ist, wobei 9 der Winkel zwischen r; und r, ist.
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1.72* a) Schreiben Sie eine Gleichung auf, die von der Funktion u(x) = J,(ax) erfiillt
wird.
b) Berechnen Sie fiir b # a das Integral

1 ' '
f xJ (ax)]. (bx)dx = Hn(@In(®) = bJy bV (@) (1.76)
b bZ — aZ
c) Esseien a # b Losungen der Gleichung J,(x) = 0, d.h. J,(a) = J,(b) = 0. Zeigen Sie,
dass dann
1 1 1
f xJ,(ax)J,(bx)dx =0 und / xJ2(ax)dx = E[J,Q(a)]2 (1.77)
0 0

ist.
Anmerkung: Die in der ersten der Gleichungen (1.77) ausgedriickte Eigenschaft nennt
man Orthogonalitdt der mit x gewichteten Zylinderfunktionen.

1.3.2 Kugelflichenfunktionen®

Die von den Polarwinkeln 9 und « abhiingige Kugelflichenfunktion der Ordnung [ und m
ist durch die Rodrigues-Formel

Ql+1) (- m)!Pm(COS 9)eima (1.78)

Ylm(‘g’a) = A (l + m)| 1

IIA

definiert, wobei die ganzen Zahlen [ und m den Bedingungen! 2 Ound —1 < m £ 1

geniigen. Mit P" wird das zugeordnete Legendresche Polynom

Pl(x)=(1- x2)ym/2

d"P(x) _ (1= x*)"/?
5 =

d I+m
xm 210 ( ) -1, —1=m <1 (179

dx
bezeichnet, das fiir m = 0 mit dem Legendreschen Polynom P,(x) iibereinstimmt: P?(x) =
P)(x). Die zugeordneten Legendreschen Polynome erfiillen die Differentialgleichung

d dP™(x) 2
Sla-—=]+ [0+ - TP =o. (1.80)
Niitzliche Beziehungen sind:
2041 l
Ylm(0,0) = ?5,”0, Ylm(19,oc) = (—1) Ylm(ﬂ - 19,71' + OC), (181)
P =1,
2n — 1! 2:4:6-...- fii de,
P, (0) = (-1 2D = 7 Hrngerade (1.82)
@m!! 1-3-5-..-n fiir n ungerade,
und
P3p11(0) = 0.

6 Die Bezeichnung dieser Funktionen ist in der Fachliteratur nicht einheitlich. Im russischen Original
werden sie als Legendresche Kugelfunktionen bezeichnet und in der englischen Fachliteratur als Spherical
Harmonics. (Anm. d. Ubers.)
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Die Kugelflichenfunktionen bilden auf der Oberflache einer Kugel ein vollstindiges
Orthonormalsystem der Funktionen von € und «. Das bedeutet, dass

/Y;‘m(S,a)Yl/m,(S,oc) dQ = 6ll’5mm’ (183)

ist, wobei dQ = sin 8 d9 da das Raumwinkelelement bezeichnet, und dass jede quadratisch
integrierbare Funktion von 9 und « in eine Reihe nach den Y,

f@a) = ZZ FimYim(8,0) (1.84)
entwickelt werden kann. Die Koeffizienten f,, sind durch die Beziehung

Jim = f Y, (8.2)f(8,a)dQ (1.85)
bestimmt.

Wenn r(r,8,a) und r'(r',9',a’) die Ortsvektoren zweier Raumpunkte sind, wobei r’ < r
ist, so gilt
11 1
R r=r'| 221 cosy + r2

= Z l+lPl(cos ¥) (1.86)

mit cosy = cos 3 cos ¥’ +sin §sin & cos(a — a’). Die Funktion 1/R wird erzeugende Funk-
tion der Legendreschen Polynome genannt. Weiterhin gilt folgendes Additionstheorem fiir
die Kugelflichenfunktionen:

Pi(cosy) = Z Y1 (8,0)Y; (8"a). (1.87)

2l+1

Setzt man (1.87) in (1.86) ein, so erhélt man die Reihenentwicklung
© '
P Z L 2 an(s QY (9a). (1.88)
Aus der Beziehung (1.86) ergibt sich die Entwicklung
1 \/Ei e~ +1/2IE1p (cos 1), (1.89)
\[cosh & — cosn 1=0

wenn man ' /r = e~ ¢! setzt.
Empfohlene Literatur: Abramowitz and Stegun (1965); Gradstein und Ryschik (2014);
Lebedew (2010); Kolokolow et al. (2000)

Aufgaben

1.73 Zeigen Sie, dass fiir x = cos§ die Gleichung fiir die Legendreschen Polynome die
Form

1 d . .dP
v 19@ +I1+1)P, =0 (1.90)

annimmt.
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1.74* Leiten Sie die Rekursionsformeln
Q@I+ 1)xP)(x) =+ 1)P,1(x) + IP;_(x) und (1.91)
@I+ 1)P(x) = Pl’+1(x) - P{_l(x) (1.92)

her (I = 1,2, ...). Dafiir konnen Sie die Formel (1.79) verwenden.

1.75 Berechnen Sie mit Hilfe der Rekursionsformeln die ersten fiinf Legendreschen
Polynome.

1.76 Beweisen Sie mit Hilfe der Beziehung (1.79) die Orthogonalitédt der Legendreschen
Polynome und berechnen Sie das Normierungsintegral
1

f PPy (x)dx = ——
-1

6 1 1-93
20+1°0 (1.93)
Hinweis: Driicken Sie das Normierungsintegral durch die Eulersche Beta-Funktion aus.

1.77 Leiten Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion der Legendreschen Polynome (1.86)
die Entwicklung
1-u?
(1 — 2ux + u2)3/?

D@1+ P (xu!
1=0
her.

1.78 Schreiben Sie die Gleichung (1.80) fiir die zugeordneten Legendreschen Polynome
in Kugelkoordinaten auf.

1.79 Zeigen Sie, dass die Kugelflachenfunktionen die Gleichung

1 8 . 0V, 1 0%,
935 M5 T, g

erfiillen.

+10+1)Y,, =0 (1.94)

1.80 Zeigen Sie unter Verwendung der Beziehung (1.79), dass

(I-m)y_,.
T ®

Prm(x) = (1)

gilt.
Hinweis: Wenden Sie auf das Produkt (x — 1)!(x + 1)! die Leibnizsche Produktregel zur
Berechnung einer Ableitung beliebiger Ordnung eines Produktes zweier Funktionen an:

n

(F™ ) = Y (()F " 0800,

k=0

1.81 Schreiben Sie fiir [ = 0,1,2,3 die Kugelflichenfunktionen sz in expliziter Form auf.

1.3.3 Diracsche Delta-Funktion

Zum Begriff der Delta-Funktion gelangen wir z. B. beim Versuch, die Ladungsdichte p(r)
eines punktformigen Teilchens zu beschreiben. Das Teilchen moge sich im Koordinaten-
ursprung befinden und die Ladung e haben. Dann muss offensichtlich die Funktion p(r)
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folgende Eigenschaft haben:
p(r)=0 fur r#0. (1.95)

Aber fiir r — 0 darf die Dichte p(r) nur so schnell wachsen, dass
/ pr)dV =e (1.96)
N

wird. Das heif3t, wenn man das Integral iiber ein beliebiges Volumen berechnet, in dem sich

das Teilchen befindet, miisste es einen endlichen Wert ergeben, der gleich der Ladung e ist.
Indem wir p(r) = ed(r) ansetzen, erhalten wir aus den Gleichungen (1.95) und (1.96) die

Beziehungen, {iber die wir die dreidimensionale Delta-Funktion definieren kdnnen:

é(r)=0 fir r#0;
4(r) - © fir r - 0; (1.97)
f 6(r)dV = 1.
AV
Analog wird die eindimensionale Delta-Funktion definiert:

8(x) = 6(—x);

d(x)=0 fiir x #0;

5(x) = o fir x — 0; (1.98)

/5(x)dx =1,
A

wobei A ein Intervall auf der x-Achse ist, das den Punkt x = 0 enthilt.

Die Delta-Funktion gehort zur Klasse der singuldren verallgemeinerten Funktionen. Sie
erlangt ihre exakte Bedeutung erst unter einem Integral. Wie aus der Beziehung (1.98) folgt,
berechnet sich das Integral iiber das Produkt aus der Delta-Funktion und einer beliebigen
kontinuierlichen, begrenzten Funktion f(x) folgendermaflen:

f 2 8(x — a)f(x)dx = f(a), (1.99)

1
wobei das Intervall (x;, x,) den Punkt x = a enthalten muss. Anderenfalls ist das Integral
gleich Null. Weiterhin gelten die Beziehungen

f  8(ax) f(0dx = 1O (1.100)
und
fx | (500 ()dx = S @ 101)

wobei q; die reellen Losungen der Gleichung g(x) = 0 sind. Die letztere Eigenschaft der
Delta-Funktion kann man in Form einer symbolischen Gleichung schreiben:

8(g(x) =,

i

1
—8(x — a)). (1.102)
g’ (a)l
Wenn g’(a;) = 0ist, also g; eine vielfache Nullstelle von g(x), dann verlieren die Gleichun-
gen (1.101) und (1.102) ihren Sinn. Ebenso hat das Produkt §(x)f(x) keinen Sinn, wenn
die Funktion f(x) bei x = 0 eine Singularitit hat.
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Man kann auch eine Ableitung der Delta-Funktion definieren. Durch partielle Integrati-
on erhalten wir

f 2 f(x)aa()acx_ D gy = —agia) (1.103)

und analog fiir die Ableitungen hoherer Ordnungen
f )M (x — a)dx = (=1)"f™(a). (1.104)

Die Funktion §(x) selbst kann als Ableitung der Heavisideschen Sprungfunktion ©(x)
angesehen werden. Das folgt aus der offensichtlichen Beziehung

x 1, x>0,
/ d(x)dx =0(x)=1 1/2, x=0 und (1.105)
X1 0, x <0,

wobei die untere Integrationsgrenze x; eine beliebige negative Zahl ist. Wenn wir diesen
Ausdruck nach x differenzieren, erhalten wir

0'(x) = 8(x). (1.106)

Fiir den Fall, dass in Gleichung (1.105) die obere Integrationsgrenze mit dem Punkt zusam-
menfillt, in dem das Argument der Delta-Funktion null wird, setzen wir als Funktionswert
die Hailfte des Funktionswertes der glatten Funktion f(x) = 1. Dabei nutzten wir die
Integrationsregel

a
1
f f()d(x —a)dx = Ef(a). (1.107)
X1
Diese Regel steht in Ubereinstimmung damit, dass es sich bei der Delta-Funktion um eine
gerade Funktion handelt.

Die dreidimensionale Delta-Funktion kann man als Produkt dreier eindimensionaler
Delta-Funktionen auffassen:

o(r—a)=05(x—a,)d(y —a,)d(z — a,). (1.108)

Deshalb kann man alle oben betrachteten Eigenschaften der eindimensionalen Delta-
Funktion leicht auf den dreidimensionalen Fall verallgemeinern.

Eine anschauliche Vorstellung von der Delta-Funktion und ihren Ableitungen erhilt
man, wenn man sich irgendeine stetige Funktion §.(x — a) mit der Eigenschaft f, 5.(x —
a)dx = 1 graphisch darstellt. Der Parameter ¢ charakterisiert die Breite des Intervalls, in
dem diese Funktion von Null verschieden ist (siehe Abb. 1.3) Die Delta-Funktion. und ihre
Ableitungen sind als Grenzwerte

8(x—a)= lin& 8.(x —a),
08(x —a) ~ lim 06.(x — a)
ox =0 ox
definiert. Viele nichtsinguldre Funktionen, die von einem Parameter abhingen, gehen bei

Anndherung dieses Parameters an einen bestimmten Grenzwert in die Delta-Funktion
iiber. Die gebrduchlichsten Darstellungen der Delta-Funktion sind:

1 € 1 1 1
0(x) = =lim —— = —1i - ; 1.109
) negr(% €2+ x2  2mi elf(}(x—ie x+ie> ( )

Uusw.
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Abb. 1.3 Visualisierung der Delta-Funktion und ihrer ersten

Ableitung.
1 .. sinKx,
d5(x) = E}}l_r}l; < (1.110)
.2
1 . sin"Kx
(x) = ;I}I_r)l;lo T (1.111)
8(x) = lim L e (1.112)
=0 \/7re
Aus der Gleichung (1.110) ergeben sich folgende Darstellungen:
K K
5(x) = L jim ek*dk = L lim cos kxdk. (1.113)
27T K—oo K T K—>oo o

Man kann das als Darstellung der Delta-Funktion in Form eines Fourier-Integrals betrach-
ten. Manchmal l4sst man in Gleichung (1.113) das lim-Zeichen weg und verwendet statt
dessen unendliche Integrationsgrenzen, d. h.

_i ® ikx _l ”
é(x) = o /_we dk = ”-l cos kxdk.

Wenn man bei der Berechnung von Integralen fiir die Delta-Funktion eine der Darstellungen
(1.109)—(1.113) verwendet, muss man zuerst die Integration ausfiihren und danach erst den
Grengziibergang. So ergibt sich z. B. bei Verwendung von Gleichung (1.110)

b bK . co .
[ swswax=2im [ 5(2) ey =210 [ Zray - s
—a ® J_agKk -0
(1.114)

obwohl der Grenzwert (1.110) an sich nicht existiert.
In der theoretischen Physik verwendet man oft die Darstellung der Delta-Funktion durch
Linienintegrale in der komplexen Ebene. Wir wenden die Cauchysche Integralformel
1 { f(z)

27l cZz—a

an, wobei f(z) eine Funktion ist, die innerhalb des von der geschlossenen Kurve C begrenz-
ten Gebietes und auf dieser Kurve selbst in der Ebene der komplexen Variablen z keine
Singularitdten hat, und die Integration entlang der Kurve C entgegen dem Uhrzeigersinn
ausgefiihrt wird. Vergleicht man die Gleichung (1.99) und (1.115), erkennt man, dass die

Grofle
1 1

2riz —a

dz = f(a) (1.115)
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Cre Abb. 1.4 Umgehung eines singularen Punktes auf der reellen Achse in
C, der komplexen Ebene.

als Darstellung der Delta-Funktion §(z—a) betrachtet werden kann, vorausgesetzt, die In-
tegration wird iiber eine geschlossene Kurve durchgefiihrt, die den Punkt z = @ umschlief3t
und innerhalb derer und auf der selbst keine anderen Singularititen des Integranden
auftreten. Zum Beispiel kann die Kurve C ein Kreis mit einem kleinen Radius sein.
In Anwendungen treten hiufig Integrale der Form
RG]

dx, X, <a<x,
xX—a

X1
entlang der reellen Achse auf, in denen f(x) im Intervall [x;, x,] keine Singularitit aufweist.
Dabei kénnen die Grenzen x; und x, unendlich sein. Solch ein Integral hat fiir ein reelles
a keinen bestimmten Wert, da der Integrand einen Pol innerhalb des Integrationsweges
hat. Die Berechnung des Integrals erfordert eine zusétzliche Information, die es ermog-
licht, die Singularitdt zu umgehen. Die Regel dafiir wird gewohnlich auf der Grundlage
physikalischer Argumente aufgestellt:

»/ck . LO® f Sy fc S0,

Das bedeutet, dass das Integral auf der linken Seite der obigen Gleichung, in dem iiber die
gesamte Kurve integriert wird, als Summe zweier Integrale dargestellt werden kann (siehe
Abb. 1.4). Im ersten wird die Integration entweder entlang des oberen oder unteren sehr
kleinen Halbkreises C, um den singuldren Punkt durchgefiihrt, im zweiten itiber den Rest
des Intervalls entlang der reellen Achse mit dem Symbol Cge.

Das Integral iiber den oberen Halbkreis mit dem Radius e — 0 ergibt die Hilfte (negatives
Vorzeichen wegen des Umlaufs um die Polstelle im mathematisch negativen Sinn, d. h. im
Uhrzeigersinn) des Integrals tiber den Vollkreis. Man erhilt mit Gleichung (1.115):

f IO 4y = —infa)
C,

xXxX—a

Das Integral iiber die reelle Achse unter Ausschluss des singuldren Punktes wird im Sinne
des Hauptwertes berechnet:

zf(x)dx:limgf_){(x)dx+ zf(_ledx}E? JEiSn

X—a €—0 —a e -

X1
Umgeht man die Polstelle entlang des unteren Halbkreises, kehrt sich das Vorzeichen
gegeniiber der Umgehung entlang des oberen Halbkreises um. Im Ergebnis erhalten wir

die folgende Regel zur Berechnung des Integrals (Sochotskij-Formel):

1

1 1
Y—a +17T5(x—a)+?m. (1116)

Das Symbol ? kennzeichnet den Hauptwert. Das obere Vorzeichen gilt fiir die obere
Umgehung der Polstelle, das untere fiir die untere (siche Abb. 1.4).

Anstatt den Integrationsweg zu deformieren, kann man die Lage der Polstelle um einen
kleinen Abstand von der reellen Achse verschieben. Das erreicht man durch Hinzufiigen
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eines kleinen Imaginirteils: a — a F i¢, € — 0. Durch diese Substitution nimmt Gleichung
(1.116) folgende Form an:

lim — L = izd(x—a) + (1.117)

—0 X — a =+ i€ x—a
Die beiden Identitdten (1.116) und (1.117) tragen symbolischen (Operator-) Charakter
und miissen in dem Sinne verstanden werden, dass die Integration iiber die mit einer
beliebigen stetigen Funktion multiplizierte linke und rechte Seite ein und dasselbe Resultat
ergibt. Wenn wir in der Gleichung (1.117) den Ausdruck auf der linken Seite in Real- und
Imaginérteil zerlegen, erhalten wir fiir §(x — a) die Darstellung (1.109), wobei x — x — a
zu substituieren ist. Fiir den Hauptwert ergibt sich

xX—a

=lim ————. 1.118
x—a el—I}(}(x—a)Z+€2 ( )
Eine andere Darstellung des Hauptwertes, die direkt zur Darstellung der Delta-Funktion

(1.109) gehort (ohne die eben angefiihrte Substitution), hat die Form

. 1—cosKx
— =lim ———.

1.119
X K—0 X ( )

Die streng mathematische Theorie verallgemeinerter Funktionen findet man in [Vladimi-
rov (1976)], wiahrend Anwendungsaspekte in [Seldovich und Myshkis (1972)] beschrieben
werden. Siehe auch [Kolokov et al. (2000)].

Aufgaben
1.82 Berechnen Sie die Integrale

3
f (x? = x — 5)8(=3x)dx,
-2

-3
(x + 3)6(x + 5)dx,
-10

5
f (x + 5)6(x + 5)dx und
0
f exp(ax)d(x? + x —2)dx, a = const.

1.83 Vereinfachen Sie die Ausdriicke
(x—a)d(x —a),
f(x)8(x —a) und

(3x3 — 7x)8 [% (x> -3x—4)].

1.84 Beweisen Sie, dass die Beziehungen (1.109), (1.111) und (1.113) die Delta-Funktion
darstellen. Berechnen Sie dafiir Integrale der Form f_‘fo f(x)8(x)dx mit einer stetigen
Funktion f(x), wobei sie unter dem Integral &(x) durch die jeweilige Darstellung erset-
zen. Uberzeugen Sie sich davon, dass sich nach der Integration und dem anschlieRend
durchzufithrenden Grenzprozess f(0) ergibt (siehe Gleichung (1.114)).
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1.85 Schreiben Sie die dreidimensionalen Delta-Funktionen d(r) und 6(r — a) in Zy-
linderkoordinaten, wobei a = (a,, a,, a,) ein konstanter Vektor in Zylinderkoordinaten
ist.

1.86 Wiederholen Sie die vorige Aufgabe fiir Kugelkoordinaten mit a = (a,8,%).

1.87 Schreiben Sie mit Hilfe der Delta-Funktion die erste Ableitung der unstetigen
Funktion

x3, wenn x <1,

2 wenn x =1,

x*>+4+2 wenn x> 1.

1.88 Die Funktion f(x) habe in den Punkten q;, i = 1,2, --- n Unstetigkeitsstellen erster
Art (endliche Spriinge). Schreiben Sie die erste Ableitung mit Hilfe der Delta-Funktion.

1.89 Finden Sie die Regel zur Berechnung des Integrals iiber das Produkt f(x)x"5"™(x),
wobei f(x) eine an der Stelle x = 0 im klassischen Sinne differenzierbare Funktion ist.
5™ (x) ist die m-te Ableitung der Delta-Funktion und n eine positive ganze Zahl.

1.90 Zeigen Sie, dass die Funktion G(|r — r'|) = 1/|r — r/| die Poisson-Gleichung mit
deltaformiger rechter Seite erfiillt:

AG(Jr —1'|) = —47S(x —1'). (1.120)

1.91 Zeigen Sie unter Verwendung der Gln. (1.84) und (1.85), dass die Kugelflichenfunk-
tionen ein vollstdndiges Funktionensystem bilden:

oo l
Z Z Y (9, )Y ), (8,0) = 6(cos § — cos §)(a — a').

1=0 m=—1
1.3.4 Fouriertransformation

Wir werden die Fouriertransformation und ihre Umkehrtransformation in der nichtsym-
metrischen Form schreiben:

fx) = f F(1)eldx %, F(l) = / F(x)e~ 14X dx. (1.121)
Da das Fourierintegral reellwertig ist, gilt:

F(=A) =F*(4) (1.122)
fiir reelle A und f(x).

Die Zerlegung in ein Fourierintegral kann man leicht auf den Fall mehrerer Dimensionen
verallgemeinern. Zum Beispiel kann man die Fouriertransformation im dreidimensionalen
Raum in der Form

d’k

— ik -
7= [ Faoe xS

schreiben. In beiden Integralen wird die Transformation {iber den gesamten Raum ausge-
fiihrt.

F(k) = f fr)e kK Tg3y (1.123)
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Viele Integraltransformationen sind in den Nachschlagewerken [Bateman und Erdelyi,
Prudnikow et al.] enthalten.

Aufgaben

1.92 Driicken Sie die Fouriertransformierte der Ableitung f’(x) durch die Fourier-
transformierte F(1) der Funktion f(x) aus. Es werde angenommen, dass das Integral
f_ozo | f(x)|dx konvergiert.

1.93 Wiederholen Sie die vorige Aufgabe fiir die Funktion f(ax) exp(ibx).

1.94 Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion f(x) = (1 + x2)~1.
Hinweis: Betrachten Sie x als komplexe Variable, wihlen Sie als geschlossenen Integrati-
onsweg einen Kreisbogen mit unendlichem Radius und wenden Sie den Residuensatz an.

1.95 Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktion exp(—a?x?).
1.96 Berechnen Sie die dreidimensionale Fouriertransformierte der Funktion f(r) =
exp(—a’r?).

1.97 Berechnen Sie die dreidimensionale Fouriertransformierte der Funktion <—.
r

1.98* Berechnen Sie die dreidimensionale Fouriertransformierte der Funktion G(r) = r~L.
1.99* Entwickeln Sie die ebene Welle exp(ikr cos ) in eine Reihe nach den Legendre-
schen Polynomen P;(cos 8). Berechnen Sie die Entwicklungskoeffizienten, indem Sie die
Orthogonalitit der Legendreschen Polynome nutzen.

1.100 Die Richtungen der Vektoren k und r seien in Kugelkoordinaten durch die Winkel
(6,9) bzw. (8,¢) gegeben. Entwickeln Sie die ebene Welle exp(ik - r) in eine Reihe nach den
Kugelflachenfunktionen.

Hinweis: Verwenden Sie das Resultat der vorigen Aufgabe und den Satz {iber die Entwick-
lung nach den Kugelflichenfunktionen.

1.101* Beweisen Sie die Identitit

1
2
\/T1 + 22

wobei 7| und z Zylinderkoordinaten sind.

= / e Xzl (kr | )dk,
0

1.4 Antworten und Losungen

1.1 Aus Gleichung (1.7), die aus der Definition (1.4) folgt, gilt |@|> = 1 fiir beliebige
Drehwinkel, d. h. |@| = +1. Bei Drehung um den Winkel Null (identische Transformation)
ist |a@] = 1. Da die Matrixelemente stetige Funktionen der Drehwinkel sind, bleibt dieser
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Wert der Determinante fiir alle Drehwinkel erhalten. Bei der Inversion der Achsen ergibt
sich |a@] = —1.

1.3 P;ﬁ...K = |@laguag, - AoPyy. .o

Hier ist |@| die Determinante der Transformationsmatrix. Bei der Inversion dreier Achsen
lautet die Transformationsmatrix a,g = —J.g. Deshalb ist [@] = -1 und P/ o =
(—1)S+1Pa,3_,,,( gemif} der Definition des Pseudotensors s-ter Stufe. Die Gleichung (1.6)
beschreibt die Transformation eines polaren Tensors bei Drehungen und Spiegelungen
korrekt, nicht aber die Spiegelungen eines Pseudotensors (obwohl seine Drehungen durch
diese Formel richtig beschrieben werden).

14 Tocﬁ = (1/2)(Ta5 + Tﬁa) + (1/2)(Ta[3’ - Tﬁa)'

1.5 Ty = TZﬁ + T;Z mit dem Hermiteschen Tensor Ti‘ﬁ = (1/2)(Top + T;a) und dem

antihermiteschen Tensor ng‘ =(1/2)(Typ — T;a).
1.9 T,g istein polarer Tensor zweiter Stufe.

1.10 COI = (1/2)60,/3},145},, d. h. Cl = A23 = —A32, C2 = A31 = —A13 und C3 = A12 = _AZI'

1.11 [AXxB]istein Pseudovektor oder ein zu ihm dualer polarer antisymmetrischer Tensor
zweiter Stufe, AzB, — A,Bg, [A X B] X C ist ein polarer Vektor und [A x B] - C ist ein
Pseudoskalar.

113 dS, = eug,dxgdx, = (1/2)ey4,dSg,, wobei dSg, = dxgdx, — dxydxg, die Projektion
der Parallelogrammfliche auf die xzx,-Koordinatenebene ist.

114 dV =[drxdr/]-dr” = eaﬂydxadx/’gdx;’ . Das Volumenelement ist ein Pseudoskalar.
Fiir dr = e,dx,, dr’ = e,dx, und dr” = e;dx; erhalten wir den gewohnten Ausdruck fiir
das Volumenelement in kartesischen Koordinaten dV = dx;dx,dx;.

1.16 cos6 = cosdcosd + sinIsind cos(a — a’).

1.17
+1

Skalarprodukt: A-B= Z (-1*A_,B,,
u=-1
Vektorprodukt: (A XB), =i(A_B;; —A;1B_1), (AXB),; = +(A¢B,; — A,1By) und

Radiusvektor:  r, = r(4m/3)V/2(=1)*Y,,(8,a).

cosa sina 0
118 g=| —sina cosa O
0 0 1

1.19 Der Ubergang von kartesischen zu Kugelkoordinaten (siehe Abb. 1.5a) wird durch
die Beziehung e;l = a,geg beschrieben, wobei eg (8 = 1,2,3) die Einheitsvektoren
im kartesischen Koordinatensystem sind, eL (u = r,8,a) sind die Einheitsvektoren in
Kugelkoordinaten und a,,4 sind die Projektionen der Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten



1.4 Antworten und Losungen

(a) (b)

Abb. 1.5 Ubergang von kartesischen zu Kugelkoordinaten (a) und zu Zylinderkoordinaten (b).

auf die Einheitsvektoren im kartesischen Koordinatensystem. Es ergeben sich folgende
Transformationsmatrizen:

sindcosa sindsina cosd
cosdsina cosdcosa —sind |,
—sina cosa 0

Q)
Il

sindcosa cosdcosa —sina
sindsina cosdsina cosa
cos 9 —sind 0

Q)

Analog ergibt sich fiir den Ubergang von kartesischen zu Zylinderkoordinaten mit den
Einheitsvektoren e,, e, e, (sieche Abb. 1.5b):

cosax sina O
d=| —sina cosa 0 |,
0 0 1

cosa —sina O
al'=| sina cosa O
0 0 1

1.20 Unter Verwendung der Resultate der vorigen Aufgabe erhalten wir

8o, 0a,) = 8()8(0)8(1) =

cos &, cos a, —cos O sina; sina, sina; cosa,+cosfcosa; sina,  sinfsina,
=| —cosa;sina,—cosOsina, cosa, —sina;sina,+cosfcosa;cosa, sinbcosa,

sina; sin 6 —sin 6 cos o cosf
1.21
1A +cos@)ei@r®)  _ Lgingeit  —L1(1 - cos@)eil @)
2 i . \/E 2 i .
D(a,0a,) = - % sin fel® cosf - % sin e

—i(l — cos f)eil@—) —% sin fe™1% %(1 + cos B)e i@ +a)
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1.22 Da die Matrix einer Drehung um den Winkel 0 gleich 1 ist (identische Transfor-
mation), gilt fiir eine Drehung um einen kleinen Winkel |e,5| < 1. Fiir den Beweis
der Beziehungen ¢,; = —é&g, benutzen wir die Invarianz von r* = §,5x,X; gegeniiber
Drehungen. Wegen X;, = X5 = X, + €45Xg erhalten wir unter Vernachlissigung von
Gréflen, die von zweiter Ordnung klein sind, die Relation > = r? + 2g,5x,x5. Aus der
Invarianz vonr? folgt ,5x,xs = O fiir beliebige x,, was nur bei g, = —¢z, moglich ist.

Wir fithren nun einen Vektor ¢ mit den Komponenten d¢, = ieaﬁysﬁy ein. Dann gilt
r’ = r+8pxr, woraus folgt, dass ¢ den Vektor eines kleinen Drehwinkels darstellt, dessen
Richtung die Drehachse und dessen Betrag den Drehwinkel angibt.

1.23  Ein beliebiger reeller Tensor zweiter Stufe kann in der Form Tz = S, + A, darge-
stellt werden, ein beliebiger Hermitescher Tensor in der Form T;‘ 5 = Sap + 1A, Wobei S5
und A,z symmetrische bzw. antisymmetrische reelle Tensoren sind. Der antisymmetrische
Tensor A, ist zu einem Vektor dquivalent (siche Aufgabe 1.10), der nicht durch irgendeine
Drehung zu Null gemacht werden kann. Deshalb kann nur der reelle symmetrische Teil
eines beliebigen Tensors zweiter Stufe in Diagonalform tiberfiihrt werden.

124 S, = S(Dng‘l)ng) + S(z)nfxz)ng) + S(3)n$)ng).

1.25 Wenn wir die Determinante (1.21) berechnen und beriicksichtigen, dass die Haupt-
werte T' nur dann Invariante sind, wenn sie Koeffizienten einer algebraischen Gleichung
dritten Grades sind, finden wir drei Invariante:

L =Ty +Ty+Tyy +TO+ TP 4 TO),

I, =Dy, + Dyy + D3y = TOTP 4 TOTG) 4 TATO),

I, =D = TOTOTO),
wobei D = |T| die Determinante des Tensors ist, wihrend die D, die Adjunkten’ dieser
Determinante sind. Die Ausdriicke auf den rechten Seiten der Gleichungen folgen aus dem

Satz von Vieta iiber den Zusammenhang der Koeffizienten einer kubischen Gleichung mit
ihren Losungen. Das Resultat ist fiir beliebige Tensoren zweiter Stufe giiltig.

1.26 Die Entwicklung einer Determinante D = |T| nach den Elementen der Reihen oder
Spalten lautet

TocﬁDyﬁ = Déa}, bzw. DyaT},ﬁ = Daocﬁ’

wobei D,, = (-=1)**7A,, die Adjunkte und A, die Unterdeterminante von D ist, d. h. die
Determinante, die durch Streichen der y-ten Zeile und der a-ten Spalte von D entsteht. Ge-
méf} den Ergebnissen der vorigen Aufgabe ist die Determinante D eines Tensors invariant.
Da &4 ein Tensor ist, bilden auch die Kofaktoren D,,, dieser Determinante einen Tensor.
Die Grofien

-1 _ Dﬁ“

af D
bilden den inversen Tensor zu T. Fiir die Existenz des inversen Tensors ist es notwendig
und hinreichend, dass D = |T| # 0 ist.

7 Andere Bezeichnungen sind ,,algebraisches Komplement* oder ,,Kofaktor“. (Anm. d. Ubers.)
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1.28 a) A’(B-C)+(A-B)A-0C)
b) [[AXB)XC]-[(A'xB)xC’]

130 (A-A)B-B)C-C)+(A-B)B-C')C-A)+B-A)C-B)A-C)-
—(A-C)Cc-AHB-B)-(A-BYB-A)C-C)-—B-C)C-B)A-A).

1.31 Wir fithren den Beweis fiir den Vektor und den Tensor zweiter Stufe.
a) Fiir die Komponenten des Vektors soll laut Aufgabenstellung bei beliebigen Drehun-
gen Al, = A, gelten, d. h.
A=A A=A A=A

x = x> y ys z z-
Drehen wir nun das Koordinatensystem um den Winkel 7 um die z-Achse, erhalten wir

Ap=-A, A,=-4A, A=A,

Wegen A, = A, = —A, muss A, = 0 sein. Analog ergibt sich A, = 0. Dreht man das
Koordinatensystem um den Winkel 7 um die x-Achse, erkennt man, dass auch A, =0
sein muss. Also ist der einzige Vektor, dessen Komponenten nicht von der Wahl des
Koordinatensystems abhingen, der Nullvektor.

b) Man kann jeden beliebigen Tensor zweiter Stufe als Summe eines symmetrischen und
eines antisymmetrischen Tensors schreiben: Tog = S,5+Aqg. Der antisymmetrische Tensor
ist dquivalent zu einem Pseudovektor, dessen Komponenten, wie oben fiir einen Vektor
bewiesen, nur dann nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhingen, wenn sie gleich
Null sind. Deshalb betrachten wir nur den symmetrischen Tensor S,g.

Wir wihlen ein Koordinatensystem, in dem der symmetrische Tensor die Diagonalform
S®§,s hat. Wenn die Grofien S voneinander verschieden sind, so hingen die Kompo-
nenten des Tensors von der Wahl der Achsen ab, d. h. davon, mit welcher Zahl (1, 2 oder
3) die betrachtete Achse bezeichnet wird. Nur fiir SO = S@ = §® = S hingen die
Komponenten des Tensors nicht von der Wahl der Achsen ab, der somit die Form S 50,,3 hat,
was zu beweisen war.

1.32 Offenbar sind die Mittelwerte n, NNg, NaNgh,, Rangh, n, Tensoren erster, zweiter,
dritter und vierter Stufe. Da laut Aufgabenstellung alle Richtungen des Einheitsvektors
gleichwahrscheinlich sein sollen, diirfen ihre Komponenten auch nicht von der Wahl des
Koordinatensystems abhédngen.

Wir berticksichtigen die Resultate der Aufgabe 1.31 und betrachten zunichst n,. Da es
aufler dem Nullvektor keinen Vektor gibt, dessen Komponenten vom Koordinatensystem
unabhingig sind, folgt n, = 0.

Der Tensor ng g muss durch einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe ausgedriickt
werden, dessen Komponenten in allen Koordinatensystemen gleich sind. Das ergibt

nanﬁ = S5aﬁ'

Zur Bestimmung von S kontrahieren wir den Tensor beziiglich der beiden Indizes und
erhalten

nana=§=1=35.
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Damit ergibt sich
1
nanﬁ = 550(5.

Analog finden wir
ngngn, =0

- 1
Nahghyny, = 72(8486,, + 84y 0py + 8a0y)-
15

1, 1 1
. = as, ~a-b, S a,
1.33 3'a 3a 3a

i@ b)e d)+(a-)b-d)+(a-db- o)l
134 n% n?, 2, n-n, nxn)-1, (-2 @ -1 @ D@ D).
135 - L n' -1, n, - (n, X ny).
1.37 1,1

3(p -
1.39 _3@-or + P
rs r3

dr _rda _ dz dr _rd8 _ rsindda

L0 == AT A

1.41 Wir orientieren die polare Achse entlang des Vektors p und projizieren den Vektor
E auf die Einheitsvektoren der Kugelkoordinaten:

2 9 in$d
_ 2pcos g, - bsin

E, = , Es , E,=0.

r3 r
Die Feldlinien in Kugelkoordinaten werden aus dem Gleichungssystem

dr _rd9 _ rsindde

E.~E, B,
bestimmt. Dass die Komponente E, zu Null wird, bedeutet, dass auch das Differential
de = 0wird, d. h. ¢ = const. Aus diesem Grunde liegen alle Feldlinien in Ebenen, die durch
den Vektor p hindurch gehen. Setzen wir die nichtverschwindenden Projektionen von E in
die einzige verbliebene Differentialgleichung ein und kiirzen die gemeinsamen Faktoren,
erhalten wir nach Trennung der Variablen die Differentialgleichung erster Ordnung

% = 2 cot8dJ.
Wenn wir beide Seiten integrieren, erhalten wir
Inr —Inry =2 Insind bzw. r(8) =r, sin” 9,

wobei r, die Integrationskonstante ist, die den Abstand der Feldlinie vom Koordinatenur-
sprung in der Ebene senkrecht zum Vektor p angibt.

1 .
142 V., =F——e*

(sin«9i+—cossi+—i i)
> or r 99 " rsindda)’
Vozcossi—smsi

or ro 8%’



1.44

1.45

1.48

1.49

1.50

1.51

1.53

1.54

1.4 Antworten und Losungen

divr = 3, rotr =0, div[wXxr] =0, rotw Xr] =2w.

H = 3(11;5- rr B rn_31

8.

grad o(r) = qo’;, dive(r)r =3¢ +r¢’,

rotp(r)r =0, ad-V)e(r)r =1p+r(- r)%/.

@(r) = const/r3.

div(a-r)b =a-b, rot(a-r)b =axb;

div(a-1r)r =4(a-r), rot(a - r)r =axr;

divep(r)(axr) =0, rotp(r)(axr)= QR +r¢’)a—r(a- r)q’%;
divrx(axr) =-2(a-r), rotrx(axr) =3(axr).

gradr - A(r) =A+(r-A’);, gradA(r)-B(r)=(A’-B+A-B’)§,

/

div o(NA(r) =%@nm+§@Am mw@Mﬂ:%&xM+$&xNL
19)p(NAC) = —E(g/A + oA,

/(gradgo -rotA)dV = 9S(A>< gradp) - dS = 95 protA -dS.
v s s

Es ist hier ebenso wie in einer Reihe weiterer Fille giinstig, das Skalarprodukt des

Integrals mit einem beliebigen konstanten Vektor ¢ zu betrachten:

c-¢r(a-dS)=c-¢r(a-n)dS=Sﬁ(c-r)andSz
s s s

:fdiv[((c-r)a]dV:(a-c)de:(a-c)V.
v v

Hierbei ist n der nach aufen gerichtete Normaleneinheitsvektor des Flichenelementes dS
und a,, die Projektion des Vektors a auf n. Da c ein beliebiger Vektor ist, folgt §, r (a - dS) =
aV. Analog findet man # (a-r)dS = aV.

1.55 Wenn wir die in der Aufgabe 1.54 erlduterte Methode der skalaren Multiplikation mit
einem konstanten Vektor auf jedes der zu untersuchenden Integrale anwenden, erhalten
wir folgende Beziehungen:

56n¢d5 = / grad odV,
s v

Sﬁ(n x A)dS = [rotAdV,
s v

¢mmmm=/@vmw,
S 1%4

8 In den Aufgaben 1.48 bis 1.51 bezeichnet der Strich die Ableitung nach r.
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9ST ds / Tes 4y
waNdS = .
s e v 0xg

Alle diese Beziehungen kann man als Verallgemeinerung des Satzes von Gaufi-
Ostrogradski betrachten:

Sén(... )dS:fV(...)dV,
s v

wobei das Symbol (...) einen Tensor beliebiger Stufe darstellt.

1.61 f(Vu X Vf)-dS.
s
1.64 x"Z,(x)+C, —x7"Z,(x)+C.

1.65 / Ji(x)dx =1,
0

/ J,(x)x7tdx = l,
o 2

/ J,(x)x"dx =
0

1.72 a) xu” +u' + x(a®> — n?/x*)u = 0.

b) Das Integral wird mit Hilfe der Gleichungen fiir die Funktionen u(x) = J,(ax) und
v(x) = J,(bx) berechnet.

c) Die Gleichung (1.77) folgt unmittelbar aus Gleichung (1.76), die zweite erhdlt man
durch den Grenziibergang.

1 1
1.75 P,=x, P,= z(3x2 -1), P;= 5(Sx3 —3x),

1 1
P, = §(35x4 —30x%+3), Ps= §(63x5 — 70x3 + 15x).

m

dp
178 1 d . 9
smsas s t

2
I1+1) -

P"=0.
sin” &

1.81 P)=P,
Pl = —2P7' = (1 - %) =sin¥,
P, =—6P;' =3x(1- xz)i =3cosdsin?g,
P2 =24P;? =3(1-x?) = 3sin’ 9,
Py=-12P;' = %(sz -1 - xz)i = %(S cos?9 —1)sin 9,
P;=120P;% =15x(1 — x?) =15 cos 9sin’ 8,
P} = —720P;3 = 15(1 — x) = 15sin’ 9.
Wir weisen darauf hiP, dass die zugeordneten Legendreschen Polynome im Allgemeinen

die Wurzeln (1 — x2)? enthalten und deshalb streng genommen keine Polynome sind.



1.4 Antworten und Losungen

3
1.82 f (x? — x = 5)8(=3x)dx = —g,
-2
-3
f (x +3)6(x + 5)dx = -2,
-10
5
/ (x +5)6(x + 5)dx =0,
0
f exp(ax)d(x? + x — 2)dx = % exp(a) + % exp (—2a).
1.83 (x—a)d(x—a) =0,
f(x)6(x —a) = f(a)d(x — a),
(3x% = 7x)8 [% (x> —3x—4)| =825(x —4) +26(x + 1).
185 5(r) = ——8(r)d(2),

27r

5(r—a) = a—1l5(rl —a)8(a — ap)3(z — ay).

Um den Grenziibergang a — 0 durchzufiihren, ist es nicht ausreichend, nur die Gréfien
a, und a, gegen Null gehen zu lassen, sondern man muss auf der rechten Seite iiber den
Azimutwinkel o, mitteln, so dass der Nullvektor keine Richtung hat.

1
1.86 o(r) = m&(r),

6(r—a)= %50 —a)d(cos ¥ —cosFy)d(a — ay).

3x%, wenn x <1,

1.87  f'(x) = g(x) +26(x — 1), mit g(x) = 2x, wenn x> 1

7

188 f'(x)= o

+ E Afka(x - ak)9
k=1

wobei Af), = f(a, +0)— f(a, —0)ist, und j—f die gewohnliche (,,klassische®) Ableitung in
X

den stetigen Bereichen der Funktion darstellt.

1.80 (D"m!

f=m(0), wenn m = n; 0, wenn m <n.
(n — m)!

1.90 Fiirr # r’ ist G eine beschrinkte differenzierbare Funktion und die Gleichung
ist erfiillt, weil AG = 0 ist. Fiir r — r’ hat die Funktion G eine Singularitit. Um den
Charakter der Singularitdt zu kldren, integrieren wir Gleichung (1.120) iiber das Volumen
einer kleinen Kugel mit dem Radius R — 0 und dem Mittelpunkt im Punkte r = r’. Wir
wenden den Satz von Gauf3-Ostrogradski an und erhalten

[AGdV:/divgrad(1>dv=§6<V1>~ds=—fiR2dQ=—47t.
" " r S\ T R2

Das ist genau der Wert, den auch die Integration der rechten Seite von Gleichung (1.120)
ergibt, die damit erfiillt ist.

35



36

1 Mathematische Methoden der Elektrodynamik

1.91 Wenn wir die Formel (1.85) fiir die f},, in die Reihenentwicklung (1.84) einsetzen,
erhalten wir fiir jede beliebige, quadratisch integrierbare Funktion die Gleichung

f8a) = / @)Y (8,a)Y n(8,0)]dQ.
Im
Das ist nur moglich, wenn die in der Aufgabenstellung vorausgesetzte Gleichung erfiillt ist.

1.92 iAF(A).

1_(A-Db
)
a a

1.94 7exp(—I|A]).

195 V7 Xp( /12>‘

a 42
3/2 k2
196 T oxp(— |,
a3 4a2
wobei k der Ortsvektor im dreidimensionalen Fourierraum ist.
1.97 4m/(k* +1x).

1.98 Fiir die Berechnung des Fourierintegrals verwenden wir Kugelkoordinaten und
legen die Oz-Achse in die Richtung des k-Vektors. Wenn wir zuerst {iber die Winkel und
danach tiber r integrieren, erhalten wir

F(k) = lim 21 — cos(kR)].
R—o0 k2

Formal hat die Funktion auf der rechten Seite keinen Grenzwert. Jedoch kann man
leicht verstehen, dass man den effektiven Grenzwert der cos-Funktion als Null annehmen
kann, da bei Anwendung der inversen Fouriertransformation der Term mit dem unendlich
oszillierenden Kosinus einen Beitrag von Null liefert. Somit erhalten wir

F(k) = 47 /K>

Dasselbe Resultat konnen wir auch erhalten, indem wir bei der Losung der vorigen Aufgabe
den Grenzprozess k¥ — 0 durchfiihren.

1.99 Wir schreiben die Reihenentwicklung in der Form

exp(ikr cos0) = Z u;(kr)P;(cos6)
1=0
und erhalten unter Beriicksichtigung der Orthogonalitit der Legendreschen Polynome die
Darstellung fiir die gesuchten Funktionen u; :

1
w(kr) = %f ek p,(x)dx.
-1

Unter Verwendung der Rodrigues-Formel (1.78) und durch I-fache partielle Integration
erhalten wir

(2L + 1)(—ikr)!

w(kr) = 20+

1
f efrx(x2 — 1)ldx.
-1



1.4 Antworten und Losungen

Weiterhin entwickeln wir die Exponentialfunktion in eine Potenzreihe und integrieren
diese absolut konvergente Reihe gliedweise. Es bleiben nur Summanden mit geraden
Potenzen von x:

QL+ V)(=ikr) & Gkrym (1,
wkn) = === 3 55 fo XM(x? = 1)dx,

m=0
Schliellich lédsst sich das Integral auf der rechten Seite der letzten Gleichung nach Substi-
tution der Integrationsvariablen t = x?, dx = dt /2\/? durch die Eulersche Betafunktion

ausdriicken:
1

f H12(1 = pldt = Bk +1/2 +1) = kT /DTA+1)
0

I'(+k+3/2)
Als Endresultat erhalten wir durch Ausklammern aller gemeinsamen Faktoren folgende
Reihe:

kn' (k2 (k22 /2)?
13.Q+D] 1@+3) T 2@+3a+s
=il(2l + 1), (kr),

w(kr) =il + 1)

wobei j;(kr) eine sphirische Besselfunktion ist (siehe Abramowitz und Stegun (1965),
Formel 10.1.2).

0 1
1100 exp(ik ‘1) =47y, > ijikr)Y (64)Y,n(99).

=0 m=—1
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