Kapitel 1

Symmetrietransformationen

A  Grundlegende Symmetrien

A.1 Definition

Betrachten wir ein physikalisches System, das sich zu dem Zeitpunkt ¢y, im Zustand QO(¢)
befindet. Fiir ein klassisches System aus N Teilchen in drei Dimensionen fasst Q(t,)) die
6 N Komponenten von Position und Geschwindigkeit der Teilchen zusammen. Das System
entwickelt sich in der Zeit und befinde sich zum Zeitpunkt # im Zustand Q(?).

Wir fithren nun eine Transformation 7 ein, die jeden Zustand Q auf einen Zustand Q'
abbildet (s. Abb. 1). Natiirlich sind eine Reihe von Transformationen moglich: die Absténde
zwischen Teilchen um einen Faktor zwei vergroBern, Positionen und Geschwindigkeiten
um einen Winkel drehen (der zeitabhingig sein kann), Umkehr der elektrischen Ladungen
usw. Wenn wir die Transformation auf den Zustand Q(f) anwenden, erhalten wir fiir jeden
Zeitpunkt ¢ einen neuen Zustand Q' (7).

T heiBt Symmetrietransformation, wenn die transformierten Zustinde Q’(¢) auch eine
Losung der Bewegungsgleichungen des Systems sind, und zwar fiir beliebige Anfangs-
zustinde Q'(ty) = T(QO(t,)). Hierbei nehmen wir an, dass sich Q(¢) und Q’(r) gemiB
denselben Naturgesetzen entwickeln. Anders ausgedriickt:

Eine Symmetrietransformation bildet jede physikalisch mogliche Zeitentwicklung
auf eine ebenfalls mogliche Zeitentwicklung ab.

In Abb. 1 wird dies durch ein Diagramm dargestellt, das man kommutativ nennt: Ob man,
von einem beliebigen Zustand Q(#() ausgehend, zuerst die Zeitentwicklung berechnet und
dann die Transformation 7 anwendet, oder zunichst 7 anwendet und dann in der Zeit ent-
wickelt, man erreicht denselben Zustand Q' ().

In der Definition einer Symmetrietransformation haben wir nicht nur einen bestimmten
Zustand Q(¢) des Systems betrachtet, sondern die gesamte Abfolge von Zustinden, die das
System in der Zeit durchlduft. Die Definition ist somit allgemeiner als die Forderung, der

Grundlagen kontinuierlicher Symmetrien, 1. Auflage. Franck Lalog. 1
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KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN
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Abb.1 Eine Symmetrietransformation ist eine Abbildung 7: Q + Q' zwischen Zustanden
Q, Q' eines physikalischen Systems. Ein Anfangszustand QO(t,) entwickelt sich in der Zeit in
den Zustand Q(t). Wenn beide Abfolgen von Zustidnden Q(ty), ..., O(t) und Q'(ty), ..., Q' (t)
Ldsungen derselben Bewegungsgleichungen sind, dann sagt man, dass 7 eine Symmetrie-
transformation ist.

Zustand des Systems selbst sei symmetrisch (wenn z. B. eine geometrische Figur unter einer

Spiegelung oder Drehung in sich iibergeht).

Nicht instantane Transformationen

Es gibt Transformationen, die selbst nicht instantan sind, etwa eine Verschiebung oder eine Ums-
kalierung der Zeitachse. In Abb. 1 sind dann links und rechts verschiedene Zeitkoordinaten, etwa ¢
und #', zu verwenden. Die in Abschnitt A.2 erwihnte Lorentz-Transformation kann fiir ein ausge-
dehntes Systems im Allgemeinen nicht aus Operationen zusammengesetzt werden, die zu einem
festen Zeitpunkt ¢t wirken: Es muss stets der gesamte zeitliche Ablauf der Bewegung einbezogen
werden. Man kann auch rdumlich inhomogene Transformationen betrachten, die die Teile eines
ausgedehnten Systems verschiedenen Zeittransformationen unterwerfen.

A.2 Beispiele

Gehen wir die bereits erwidhnten Transformationen durch. Die Streckung der rdumlichen

Koordinaten um einen Faktor zwei wird im Allgemeinen keine Symmetrietransformation
sein, weil Krifte zwischen Teilchen von ihren Abstinden abhidngen. Die Transformation in
ein rotierendes Bezugssystem (mit einem Drehwinkel proportional zur Zeit) ist auch keine,
weil dies kein Inertialsystem ist und sogenannte Scheinkrifte auftreten. Dagegen liefern fiir
ein isoliertes System eine Verschiebung und eine Drehung (um einen festen Winkel) Sym-
metrieoperationen, was mit der Homogenitét und der Isotropie des Raums zusammenhéngt.
Wir werden sie in diesem Buch ausfiihrlich behandeln.
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Die fundamentalen Symmetrien der Physik sind die folgenden

® Verschiebungen im Raum

® Drehungen

® Verschiebungen in der Zeit

® [orentz- oder Galilei-Transformationen (Schub) zwischen Inertialsystemen
B Paritit P (Raumspiegelung), Ladungskonjugation C und Zeitumkehr T

® Austausch identischer Teilchen

Alle diese Transformationen sind nach heutigem Stand Symmetrien fiir isolierte Systeme.
Natiirlich haben Galilei-Transformationen einen eingeschrinkten Status. Die fundamentale
Symmetrie unter Lorentz-Transformationen wird von ihnen nur ndherungsweise abgebildet,
ndmlich im ,,nicht-relativistischen* Grenzfall, in dem alle relevanten Geschwindigkeiten
klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Fiir Abstinde Ax und Zeitintervalle At
muss ebenfalls gelten Ax < cAt. Ahnlich steht es mit den Symmetrien P, C und T: Diese
drei sind exakt, wenn die Teilchen durch elektromagnetische Krifte oder die starke Wech-
selwirkung gekoppelt sind. In der schwachen Wechselwirkung (z. B. im f-Zerfall) sind die
Symmetrien P und CP allerdings verletzt, s. die Ergidnzungen Ay, und Cyy, §5.

Es ist anzumerken, dass es kaum vorstellbar ist, die Symmetrie unter riumlichen Ver-
schiebungen eines isolierten Systems fallen zu lassen: Sie fillt praktisch mit der Definition
eines ,.isolierten (kriftefreien) Systems* zusammen. Fiir Verschiebungen in der Zeit gilt
analog: Wiren sie nicht zumindest niherungsweise eine Symmetrie fiir isolierte Systeme,
stellte dies die naturwissenschaftliche Methode selbst in Frage: Ein Experiment lieferte
nicht dasselbe Ergebnis, fiihrte man es heute oder morgen durch. Es gibt seit Dirac theoreti-
sche Modelle in der Kosmologie, in denen physikalische Konstanten im Lauf der Expansion
der Universums ihren Wert dndern. Damit wird die Struktur der Symmetrietransformatio-
nen verédndert.

Nach heutigem Stand der Naturwissenschaft fordert man, dass die genannten Symme-
trien mit allen physikalischen Gesetzen vertriglich sein miissen, ob diese bereits bekannt
oder noch zu entdecken sind. Man kann somit sagen, dass wir hier grundlegende ,,Super-
Gesetze* vor uns haben (der Begriff geht auf Wigner zuriick). Dies ist eine der Motivationen
fiir die Uberlegungen in diesem Buch.

Bemerkungen

m Sind zwei Transformationen 7 und 7’ jeweils Symmetrien, ist auch ihre Hintereinander-
ausfithrung 7’7 eine Symmetrie. Wir werden sehen, dass dies der Menge der Transforma-
tionen die mathematische Struktur einer Gruppe gibt: Man spricht von einer ,,Symmetrie-
gruppe* (s. Kapitel I und III).

m Unter der Symmetrie der Zeitumkehr durchliuft ein System die Zustéinde Q’(f) in um-
gekehrter Reihenfolge, was man in Abb. 1 durch umgekehrte Pfeile darstellen kann. Siehe
dazu der Anhang A und die Abb. 3 dort.



KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

® Wir hatten die Menge der Verschiebungen und Drehungen als Symmetrietransformatio-
nen fiir ein isoliertes System eingefiihrt. Ist ein physikalisches System #ufleren Kriften
unterworfen (nicht isoliert), konnen gewisse Transformationen immer noch Symmetrien
sein (sie bilden eine kleinere Gruppe). Dies ist etwa der Fall fiir einen Korper in einem
Zentralfeld und Drehungen um Achsen durch das Kriftezentrum.

A.3 Aktive und passive Perspektive

Eine Transformation 7 kann auf zwei Weisen definiert werden. In der ersten nimmt man
den Standpunkt einer einzigen Beobachterin ein, mit einen gegebenen Koordinatensystem
K. Sie wendet 7 an und bildet jeden Bewegungsablauf des Systems auf einen anderen ab:
durch eine Verschiebung, eine Drehung, eine zeitliche Verschiebung usw. Wie in §A.1 de-
finiert, liegt eine Symmetrietransformation vor, wenn die beiden Bewegungsabliufe durch
dieselben Bewegungsgleichungen beschrieben werden konnen: Sie unterscheiden sich le-
diglich in ihren Anfangsbedingungen. Dies nennen wir die ,,aktive Perspektive®, weil man
sich vorstellen kann, dass die Beobachterin selbst die Transformation ausfiihrt, ein Teilchen
verschiebt, dreht usw.

In der anderen, der ,,passiven Perspektive® beschreiben zwei Beobachter dieselbe Bewe-
gung, jeder von seinem Bezugssystem aus. Jeder gibt dem physikalischen System eine Posi-
tion, Orientierung, Geschwindigkeit usw., die nicht dieselben sind, so dass sie zahlenméBig
verschiedene Modellierungen erhalten. In diesem Zusammenhang liegt eine Symmetrie vor,
wenn die Modelle in den beiden Bezugssystemen als Losungen derselben Bewegungsglei-
chungen entstehen.

Knapp ausgedriickt: In der aktiven Perspektive dndert sich das System, wihrend in der
passiven Perspektive das Bezugssystem ein anderes ist. Von Fall zu Fall ist der eine oder an-
dere Standpunkt natiirlicher. Bei einer Verschiebung in der Zeit kann man sich ganz einfach
zwei Bahnkurven vorstellen, die zeitlich verschoben sind (s. Abb. 2). In der Relativitétstheo-
rie, wenn bewegte Beobachter Koordinaten in ihren eigenen Inertialsystemen verwenden,
ist der passive Standpunkt hdufig bequemer.

Bemerkungen

® Die beiden Perspektiven sind insofern gleichwertig, dass eine Verschiebung oder Drehung
per Definition mit einer Anderung der riumlichen Koordinaten eines physikalischen Sys-
tems zusammen héngt und diese Koordinaten seine Position relativ zu einem Koordinaten-
system angeben. Die mathematischen Abbildungen, die die Transformation 7 beschreiben,
sind in der Tat dieselben. Hat man einen einzigen Bewegungsablauf von zwei Bezugssyste-
men aus beobachtet, so kann man genauso gut eine verschobene (transformierte) Bewegung
einfiihren, so dass diese fiir eine erste Beobachterin in derselben Weise erscheint wie die
urspriingliche Bewegung fiir einen zweiten Beobachter von seinem Bezugssystem aus.

® Die Unterscheidung zwischen dem aktiven und passiven Standpunkt ist vor allem dann
physikalisch relevant, wenn es ein ausgezeichnetes Bezugssystem gibt. Dies klingt in dem
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hiufig verwendeten Ausdruck ,,Laborsystem* an, das unabhéngig von dem physikalischen
System und z. B. den verwendeten Messgeriten ist. Ist ein Koordinatensystem K fest mit
einem Messgerit verbunden, so bedeuten aktive und passive Perspektive jeweils: man ,,be-
wegt das System* oder man ,,bewegt das Messgerit™.

Ein weiteres Beispiel, in dem sich aktiver und passiver Standpunkt unterscheiden, lie-
fern ein Inertialsystem K und eine Transformation 7, die derart zeitabhingig ist, dass das
neue Koordinatensystem K’ kein Inertialsystem ist. Dies liegt etwa beim Ubergang in ein
sich drehendes Bezugssystem vor. In so einem Fall ist gerade in der Quantenmechanik die
passive Perspektive besser geeignet, und deswegen werden wir sie ofter verwenden.

Ein einfaches Beispiel illustriert die unter der aktiven Perspektive entstehenden Schwierigkeiten:
Es ist bekannt, dass die Zirkulation (das Ringintegral {iber die Geschwindigkeit) eines Elektrons
in einem Zentralpotential quantisiert ist (Drehimpulsquantenzahl m). Es ist also in der Quanten-
mechanik nicht moglich, seine Winkelgeschwindigkeit um einen beliebigen (etwa sehr kleinen)
Wert zu vergroBern.

B Symmetrien in der klassischen Mechanik

Wir wollen zeigen, dass die physikalischen Gesetze aufgrund von Symmetrien eine gewisse
Form haben miissen. Aulerdem erzeugen Symmetrien Erhaltungsgroen (Konstanten der
Bewegung). Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, der Newtonschen Mechanik und ,,F =

73

ma .

B.1 Newtonsche Mechanik

Seien m;, m, zwei Massepunkte an den Orten r; und r,, die iiber ein Potential U(r, r,; )
miteinander wechselwirken. Die Bewegungsgleichungen lauten:

my iy = fi(ry,ry; ) ==V,U(r,ry; 1)
my ¥y = fo(r;,ry; ) = =VoU(r;,ry; 1) ()]

Hier bezeichnet #, die zweite Ableitung von r, nach der Zeit, und V,, ist der (vektorielle)
Gradient beziiglich der Koordinate r,, des Potentials (n = 1, 2).
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® Invarianz unter Verschiebungen
Betrachten wir die Verschiebung um einen Vektor b:

T:ri—r +b
T:rp—ry+b 1.2)
und sei dies eine Symmetrietransformation: Das Bild einer moglichen Bewegung ist selbst

eine mogliche Bewegung (in demselben Potential U). Weil die Beschleunigungen sich unter
Gl. (I.2) nicht dndern (b hdngt nicht von der Zeit ab), muss fiir die Krifte gelten:

fitri+b,ry+b; )= fi(r,ry; 1)
folry+b,ry+ b5 1) = folry,ry; 1) (1.3)

Unter einer gleichzeitigen Verschiebung ihrer beiden Argumente r;, r, kann sich die Po-
tentialfunktion U, die Gl. (I.3) durch ihre Gradienten erzeugt, hochstens additiv um eine
Konstante dndern. Diese Konstante kann von der Zeit abhéingen, bleibt aber ohne physika-
lische Auswirkungen. Fordert man auflerdem, dass U im Unendlichen verschwindet, muss
die Konstante gleich Null sein: Das Potential ist somit invariant unter der Verschiebung der
beiden Variablen,

U(r1+b,r2+b;t)=U(r1,r2;t) (14)

Daraus folgt, dass U nur von der Differenz r; — r, abhiingen kann. Wir haben somit eine
Einschriankung an die moglichen physikalischen Potentiale gefunden

U=U(ri—ry; 1) (L.5)
Damit ergibt sich sofort f; = —f,, also das Newtonsche Gesetz ,,actio = reactio®, und der
Erhaltungssatz

d ) .

&(m1r1+m2r2)=0 (16)

fiir den Gesamtimpuls. Er ist also eine Erhaltungsgrofie, wenn rdumliche Verschiebungen
eine Symmetrietransformation sind.

® Invarianz unter Drehungen

Liegt eine Symmetrie unter Drehungen vor, ergeben sich weitere Eigenschaften. Wir
wenden analoge Uberlegungen auf ein Potential U an, das nur von dem Betrag r = |r| =
|ry — ry| des Differenzvektors abhéngt

U=U(; 1) (1.7)

In diesem Fall sind die Krifte f; und f, (anti)parallel zu r, und ihre Betrdge hingen nur
vom Abstand r ab. Daraus folgt die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

d . .
5(mlrlxr1+m2r2><r2)=r1><f1+r2><f2
=(r1—r2)><f]=r><f1=0 (18)

Sie ergibt sich somit aus der Invarianz der moglichen Bewegungen unter Drehungen.

6
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! X0

Abb.2 Die Bahnkurven eines physikalischen Systems, mit einer Koordinate x als Funktion
der Zeit. Die zwei Kurven stellen die Funktionen x(¢) und x'(t) = x(¢ + 6t) dar. Fiir 6t > 0
lduft die Kurve x/(¢) gegeniiber x(¢) zeitlich voraus (dieselben Funktionswerte werden bei
kleineren = fritheren Zeitkoordinaten erreicht).

® Verschiebungen in der Zeit
Die Abbildung der Bahnkurven ist hier durch
T:ri®—rt+1)
T:ry®) - ryt+1) 1.9)

gegeben, mit einer Konstante 7. Wie in Abbildung 2 skizziert, lauft die verschobene Bewe-
gung um 7 in der Zeit voraus. Die Bedingung fiir eine Symmetrie ist nun, dass

firi,ryst+17)= fi(r;,ry50)
fory,ryst+ 1) = folry,ry;0) (1.10)

fiir alle 7 gilt: Die Kréfte hdngen von den Koordinaten, aber nicht (explizit) von der Zeit ab.
Fiir die potentielle Energie bedeutet dies

Ury,ry;t+17)=U(r;,ry; 1) + G, 1) (L11)

Hier ist die Funktion G wieder ohne physikalische Bedeutung, weil sie die Beschleunigun-
gen nicht veridndert. Wir eliminieren sie wie nach Gl. (I.3), und weil 7 in Gl. (I.11) beliebig
ist, konnen wir die potentielle Energie so wihlen, dass sie zeitunabhingig ist:

W(r17r2)=U(r19r2;0) (112)

Die mdéglichen Bewegungen werden also durch ein zeitunabhiingiges Potential W beschrie-
ben.
Berechnen wir nun die Anderung der gesamten kinetischen Energie:

1d
2dt<m1r +my 2)—"1 fiti- [
dw

:_(r'l’VIW"""z'VzW):—T (1.13)
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wobei die totale Zeitableitung dW /df von W (mit ,,gerade® gesetzten Differentialen d)
durch den vorstehenden Ausdruck definiert ist. Es folgt die Erhaltung der Gesamtenergie
d /mg , My , _
a<7r1+7r2+W>—0 (L.14)

die sich bekanntermaBen aus der kinetischen und der potentiellen Energie zusammensetzt.

Bemerkung Verschiebungen in Raum und Zeit gehdren zu demselben Typ von Transfor-
mationen, unterscheiden sich aber auch. In den vorstehenden Rechnungen spielt die Zeit ¢
nicht die Rolle einer ,,dynamischen Variablen®, wie es fiir die Position r(¢) der Fall ist. Sie ist
ein Parameter, um die Bewegung des Systems abzubilden. Bei einem Wechsel des Bezugs-
systems, vor allem in der Relativitidtstheorie, kann die Zeit aber auch als gleichberechtigte
Koordinate neben dem Ort aufgefasst werden und mit (r, ) ein Ereignis oder einen ,,Welt-
punkt“ bezeichnen. In diesem Zusammenhang sind gewisse Vorzeichen ein wenig subtil zu
verstehen.

Betrachten wir als einfaches Beispiel eine Bewegung in einer Raumdimension, wie in
Abb. 3 skizziert. Dasselbe Ereignis auf der Bahnkurve wird von zwei Beobachtern durch
Koordinaten (x, 1) bzw. (x’, ') beschrieben, wobei ihre Koordinatensysteme relativ zueinan-
der um b (im Raum) und 7 (in der Zeit) verschoben sind. Die Umrechnung der Koordinaten
sei fiir positives b und =

X' =x+b
Y =t—1 (I.15a)

Das unterschiedliche Vorzeichen fillt auf, ist aber nicht verwunderlich. Der Term +b be-
schreibt eine Verschiebung entlang der positiven x-Achse, und die Subtraktion —7 bedeutet,
dass das Ereignis friiher stattfindet. Kommt ein Zug zehn Minuten vor eins statt um ein Uhr
an, ist es klar . ..dass er zehn Minuten friiher ankommt.

Das unterschiedliche Vorzeichen der Zeit im Vergleich zu Gl. (1.9) entsteht dadurch,
dass man von der Zeit als Koordinate zu der Zeit als Parameter einer Bahnkurve wechselt.
Aus der Transformation (I.15a) kann man im Ubrigen das Verhalten der Bahnkurve wieder-
finden: Dazu beschreiben wir die Bewegung in den gestrichenen Koordinaten als Funktion
x’(t") und driicken sie durch die Funktion x(¢) aus. Weil beide Sitze von Koordinaten das-
selbe Ereignis beschreiben, haben wir

X' @) =x(t)+b=x({t +17)+b (1.15b)

und wir finden GI. (I1.9) wieder. In der Verschiebung einer Funktion der Zeit ist in ihrem
Argument die zu Gl. (I.15a) inverse Transformation anzuwenden.

Dasselbe gilt iibrigens auch, wenn man eine rdumliche Verschiebung fiir eine Funktion
f(x), etwa eine Dichteverteilung, definiert. Diese Transformation ist fiir eine Verschiebung
x' = x + b durch

& =fx)=f(x' - b) (1.15¢)
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gegeben. In der Tat bewegt dies z.B. das Maximum der Verteilung in die positive x-
Richtung. Fiir eine beliebige Bewegung 7 : r,f +— r', ¢’ der Koordinaten gilt analog f +—>

f! = foT ™!, wobei der Kreis die Hintereinanderausfilhrung angibt,
(foTH',t")y = f(T~1(r',1)). Diese Vereinbarung ist mit der Hintereinanderausfiih-
rung von Transformationen vertriglich, denn es gilt (T,07;)~! = ’]’1—1 oTz_l.

t/

Abb. 3 Bewegung eines Systems in einer Dimension, dargestellt in zwei Sdtzen von Ko-
ordinaten, x,f und x’,#'. Die beiden Koordinatensysteme sind raumlich um b und zeitlich
um 7 gegeneinander verschoben. In den gestrichenen Koordinaten ist die Bewegung, re-
lativ zu den ungestrichenen, in Richtung der positiven x-Achse und ,vorwérts in die Zeit"
verschoben (vgl. Abb. 2).

Weil die Newtonschen Gleichungen fiir die Quantisierung eines Systems nicht bequem
sind, verlassen wir sie hier und gehen zu den Formulierungen der klassischen Mechanik
nach Lagrange und Hamilton iiber. Unsere Darstellung wird sich auf das Wesentliche be-
schrinken, eine ausfiihrliche Diskussion finden die Leser in jedem Lehrbuch der klassischen
Mechanik, etwa Goldstein et al. (2006) oder Arnol’d (1988), sowie in Anhang III von
Cohen-Tannoud;ji et al. (2020).

B.2 Lagrange-Mechanik
B.2.1 Allgemeine Formulierung

Das System wird hier mit einem Satz von verallgemeinerten Koordinaten {g;,
i = 1,..., N} beschrieben. Seine Dynamik wird durch eine Funktion L bestimmt, ge-
nannt Lagrange-Funktion, die weitere Parameter (Massen, Ladungen, ...) enthilt. Sie
héngt von den Koordinaten und ihren Zeitableitungen {g;} ab:

L=L(g.d;: 1) (L.16)

Die Bewegungsgleichungen sind die Euler-Lagrange-Gleichungen (zweiter Art)

d oL oL
— i=1,2,...,N 1.17
dt 0¢; Og; G ) (L7
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Abb.4 GemaR dem Prinzip der kleinsten Wirkung bewegt sich ein System vom Zustand
Q, zum Zustand Q, entlang der Bahnkurve, die die Wirkung S aus Gl. (1.19) minimiert
(extremal macht). Diese Kurve ist fett gezeichnet (sie ist fiir ein zeitabhingiges Potential
berechnet), andere ,virtuelle Pfade” sind gestrichelt und um so heller eingetragen, je groBer
ihre Wirkung ist. Nur eine Koordinate ¢ ist dargestellt.

Die totale Zeitableitung d/df wird fiir eine Funktion F(g;, ¢; ; t) durch
()F 0F
F(q,,q,, )—Zq, +Zq, (L.18)
i i

definiert. Wie die Newtonschen Bewegungsgleichungen (I.1) liefert auch der Lagrange-
Formalismus mit Gl. (I.17) Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Zeitkoordinate.

Der Lagrange-Formalismus ist dquivalent zu einem Variationsprinzip, dem ,,Prinzip der
kleinsten Wirkung*. Sein Ausgangspunkt ist ein globaler, nicht lokal in der Zeit: Unter allen
Bewegungen, die das System von einem Zustand Q, (damit ist der Satz der Koordinaten
{g,} bei t, gemeint) in den Zustand Q, zum Zeitpunkt ¢, fiihren, ist diejenige physikalisch
realisiert, deren Wirkung .S extremal ist mit

Iy
S = / dt L(q;(1), 4;(1); 1) (1.19)
ta

In Abb. 4 sind mehrere Wege aufgetragen. Die durchgezogene Kurve gibt den Weg mit der
kleinsten Wirkung: er beschreibt die physikalische Bewegung des Systems von Q, nach Q.
Die anderen Kurven sind ,,virtuell“ und nur insofern von Bedeutung, als sie eine ,,Variati-
on* der physikalischen Bahnkurve liefern. Etwas genauer verschwindet die Variation des
Wirkungsintegrals in der ersten Ordnung um die physikalische Bahnkurve: an dieser Kurve
ist die Wirkung ,,stationér*.

Die Lagrange-Mechanik hat Vorteile, weil die verallgemeinerten Koordinaten sehr
flexibel gewihlt werden konnen, z. B. Kugelkoordinaten statt cartesischer. Mit einer ge-
eigneten Lagrange-Funktion kann man eine grofie Zahl von physikalischen Systemen
beschreiben, wihrend die Bewegungsgleichungen stets die Struktur der Euler-Lagrange-
Gleichungen (I.17) haben. Fiir ein System aus mehreren Teilchen mit Koordinaten r,, in drei

10
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Raumdimensionen, die iiber ein Potential V'(ry,...,r,, ..., t) in Wechselwirkung stehen,
kann man die Lagrange-Funktion

m
L=27"r'i—V(r1,...,rn,...,t):T—V (1.20)
n

verwenden. Der erste Term ist die kinetische Energie, proportional zu den Massen m,, der
Teilchen und dem Quadrat ihrer Geschwindigkeiten 7.

Der Lagrange-Formalismus kann auch gewisse Wechselwirkungen beschreiben, die von
den Geschwindigkeiten abhingen. Dies betrifft z. B. elektrisch geladene Teilchen, die einem
elektromagnetischen Feld ausgesetzt sind. Das Feld kann man durch das skalare Potential U
und das Vektorpotential A gemill den bekannten Beziehungen der Elektrodynamik darstel-
len. Eine mogliche Lagrange-Funktion wire (s. etwa Anhang II1, § 4.b aus Cohen-Tannoudji
et al. (2020)):

m
L=y {7"f3+e,, P Al —e, U(rn,t)} (L.21)
n

Hier ist e, die Ladung des n-ten Teilchens, und die Felder U, A sind von auflen vorge-
geben. Um die Wechselwirkung zwischen den Teilchen zu beschreiben, miissten sie selbst
,,dynamische Freiheitsgrade* werden, deren zeitliche Entwicklung durch die Maxwell’schen
Gleichungen bestimmt werden. Es gibt eine Reihe weiterer Systeme, deren Bewegungsglei-
chungen {iiber das Prinzip der kleinsten Wirkung aus einer Lagrange-Funktion abzuleiten
sind, etwa das erwihnte elektromagnetische Feld. Den Fall der Schrodinger-Gleichung fin-
den die Leser in Ergiinzung Cy.

Bemerkungen

® Finem gegebenen Satz von Bewegungsgleichungen kann man keine eindeutige Lagrange-
Funktion zuordnen. Es gibt in der Tat viele ,,dquivalente” Lagrange-Funktionen. Ist K =
K(g;; t) zum Beispiel eine Funktion der Koordinaten, so kann man aus einer Lagrange-
Funktion L eine weitere konstruieren:

. . d
L/(qis q;s 1= L(tI,-, q;s 1+ aK(qi; 1) 1.22)

Weil K nicht von den Geschwindigkeiten abhéngt, enthilt ihre totale Zeitableitung gemif
Gl. (I.18) keine zweiten Ableitungen, so dass GI. (I.22) eine Lagrange-Funktion definiert.
Die Anderung von L ist

JdK  JK

AL=L"-L= ji— + — 1.23
; o0 o (1.23)
Die beiden Terme in der Euler-Lagrange-Gleichung (I.17) dndern sich jeweils um
2 2
d(9 L =ia_K=Zq-ja_K+0_K
dr \ 9¢; dt ag; > dq;0q;  0q;0t
0 ’K | *K
—AL=) §——+— 1.24)
dq; ; 1 0q,0q; ~ dg;ot

11



KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

was sich gegenseitig weghebt. Die Bewegungsgleichungen sind exakt dieselben, deswegen
sprechen wir von L und L’ als #quivalenten Lagrange-Funktionen. Dies wird fiir unsere
Symmetrieiiberlegungen eine wichtige Rolle spielen.

Als einen alternativen Beweis fiir die Aquivalenz von L und L’ berechnen wir den Un-
terschied im Wirkungsintegral:

b dK
AS = / dr = = K(ai(ty); 1) = K(a:(0); 1a) (1.25)
t

a

Dieser Ausdruck héngt nicht von dem Weg von ¢, nach ¢, ab, sondern nur von den End-
punkten g;(t,) und g;(#,), die im Variationsprinzip festgehalten werden. Die Wirkungen S
und S + AS werden somit fiir dieselben Wege stationir.

m Es wird manchmal behauptet, dass zwei dquivalente Lagrange-Funktionen sich immer um eine
totale Zeitableitung unterscheiden. Das ist allerdings falsch: Eine Gegenbeispiel sind Lagrange-
Funktionen, die sich um einen globalen Skalenfaktor unterscheiden.

Aber die Menge von dquivalenten Lagrange-Funktionen ist noch groBer. Fiir ein freies Teil-
chen konnen etwa die folgenden zwei verwendet werden:

L=5x"+y"+2°
L' =ax* + py* + vz

mit beliebigen Konstanten a, f und y. Es wire eine interessante Aufgabe, eine allgemeine Vor-
schrift anzugeben, um alle Lagrange-Funktionen zu konstruieren, die zu einer gegebenen dqui-
valent sind. Daraus konnte man etwa notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir ablesen,
dass eine Transformation 7 eine Symmetrie darstellt. AuBerdem konnte man untersuchen, ob die
Quantisierung dieser Lagrange-Funktionen auf dieselben quantenmechanischen Systeme fiihrt.
Es scheint, dass es im Moment keine abschlieBende Antwort auf diese Fragen gibt.

B.2.2 Erhaltungsgrofien und Satz von Noether

Einfache Félle Wenn die Lagrange-Funktion L unter bestimmten Transformationen inva-
riant ist, folgen daraus Erhaltungsgrofien (Konstanten der Bewegung). Ist L etwa invariant,
wenn alle Positionen der Teilchen r, um denselben Vektor b verschoben werden, r, +—
r,+ b, so folgt daraus die Erhaltung des Gesamtimpulses ), p,. Dies kann man genau wie
fiir die Newtonschen Gleichungen [s. Gl. (I.2) und folgende] tiberpriifen. In der Lagrange-
Mechanik werden die Impulse durch

oL .
pn = aT = mnrn(t) (126)

n

definiert, wobei der Vektor d/0F, aus den Ableitungen nach den Komponenten von 7, be-
steht. Beachte dass der letzte Ausdruck fiir den Impuls nur fiir die kinetische Energie in
Gl. (1.20) gilt. — Wir erinnern, dass in der Symmetrietransformation die Positionen aller
Teilchen verschoben werden. Ist die Lagrange-Funktion selbst dann invariant, wenn nur ei-
ne Teilchenkoordinate verschoben wird, folgt daraus die Erhaltung des Impulses fiir dieses
Teilchen.

12



B. SYMMETRIEN IN DER KLASSISCHEN MECHANIK

Analog ergibt sich, wenn L nicht explizit von der Zeit abhéngt (% = 0) die Erhaltung
der Gesamtenergie, definiert in der Lagrange-Mechanik als

H=Y#-p,—L 1.27)
n

In der Tat folgt dies sofort aus Gl. (I.17) und (1.26):

d oL oL oL
—H = 4+F  ——F = —F =0 1.28
a T £ <'" Pntln op = In " Gp, T ar',,> @28)

Es ist allerdings nicht immer der Fall, dass die Lagrange-Funktion L unter einer Symme-
trietransformation 7 invariant ist. Fiir die Invarianz der Bewegungsgleichungen geniigt es,
dass 7 der Funktion L eine totale Zeitableitung hinzufiigt [s. die Bemerkung um Gl. (1.22)].
Die Mathematikerin Emmy Noether veroffentlichte 1918 ein Theorem, das besagt: Auch in
diesem Fall fiihrt die Symmetrie 7 auf eine Erhaltungsgrofe.

Formulierung des Satzes von Noether Wir betrachten eine Transformation der verall-
gemeinerten Koordinaten g; eines beliebigen Systems

T: q;— q;+0q; (1.29)

Der Buchstabe § deutet an, dass dies eine ,,infinitesimale‘ (unendliche kleine) Transforma-
tion ist. Wir schreiben

0q; = d¢ fi(qj’q.j; 1) (1.30a)

wobei d¢ ein infinitesimal kleiner Parameter ist. Die Variation 64; der Zeitableitungen
schreiben wir in der Form

64; = 6€ gi(q;,4;,4;3 1) (1.30b)

mit Funktionen g;, die auch von den verallgemeinerten Beschleunigungen §; abhéngen kon-
nen, im Gegensatz zu den f;. Wir berechnen sie aus der Definition von 64;

d

T (g + 8q;) = 4; + 84 (1.31)

und erhalten

df dfi < of ) af;
= j =)+ = (1.32)
; 9 dq ; 9 9q; ot
Unter der Transformation 7 erfihrt die Lagrange-Funktion die infinitesimale Anderung
oL oL oL oL
oL = —6éq; + —6¢ > = d¢ <f +g ) (1.33)
g <5ql~ ' og; Z o0 " %194,

13



KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

Die zentrale Forderung an 7 ist, dass diese Anderung als eine totale Zeitableitung geschrie-
ben werden kann

5L = 5e 32 (1.34)
dr

Wir konstruieren die Funktion

oL
F = E = — A 1.35
- f; aql ( )

Der Satz von Noether besagt nun, dass dies eine ErhaltungsgroBe ist: Ihre totale Zeitablei-
tung dF /dt verschwindet fiir alle physikalischen Bewegungen des Systems.

Beweis Die Ableitung von Y, f; dL/0g; ist
d oL oL d oL
- f'—.>= <g-—.+f‘——.>
dr < Z’ ' 9g; Z‘ fog; ' di ag
= Z ( gy ) (136)

Im Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Euler-Lagrange-Gleichungen (I.17) verwen-
det. Mit den Ausdriicken (I.33) und (I.34) konnen wir dies umschreiben in

oL d
m < Z fis> > = A (1.37)

Der Vergleich mit Gl. (1.35) liefert sofort dF /dt = 0. [

Falls es moglich ist, ohne Verwendung der Bewegungsgleichungen die Variation 6 L der
Lagrange-Funktion [GI. (I.33)] als totale Zeitableitung einer Funktion A(g;; t) zu schreiben,
die nicht von den Geschwindigkeiten abhéngt, sind L und L + 6 L dquivalent. Die Transfor-
mation 7 ist dann definitionsgemiB eine Symmetrie. Dieser Fall kann nicht eintreten, wenn
in die Transformation f; der Koordinaten (I.30a) die Geschwindigkeiten ¢; eingehen. In der
Tat stehen in 6 L dann Terme mit §;, die nicht auf die Form dA(g;; 1)/dr gebracht werden
konnen.

Bemerkungen

® Es mag notwendig sein, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen verwendet werden miissen, um
die Variation 6 L als totale Zeitableitung zu schreiben [Weg von Gl. (1.33) nach (1.34)]. Man kann
mit ihrer Hilfe z. B. die Beschleunigung §; zugunsten der g; und ¢; eliminieren und so eine Funk-
tion A(g;,t) der Koordinaten allein finden (in deren totaler Ableitung keine Beschleunigungen
vorkommen).

® Der Satz von Noether ist natiirlich nur von Interesse, wenn die Erhaltungsgrofie F eine nicht-
triviale Funktion der ¢; und ¢; ist. Unter den Bedingungen von Gl. (1.34) (die Variation 6 L ldsst
sich durch eine Funktion A(g;; t) der Koordinaten ausdriicken) liefert GI. (I.35) in der Regel eine

14
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interessante* Erhaltungsgrofie F, weil diese von den ¢; nur iiber die verallgemeinerten Impulse
0L /dq; und eventuell iiber die Funktionen f; abhingt.

Es spricht nichts dagegen, dass eine Funktion A(g,, g;,t) entsteht, die auch von den Ge-
schwindigkeiten abhiingt. Relative hiufig tritt dann allerdings der Fall ein, dass sich keine neue
Information ergibt. Ein triviales Beispiel wiren vollig beliebige Funktionen f; und die Wahl

A =Y, f;0L/dq;. Dies ist immer moglich, weil die Bewegungsgleichungen dafiir sorgen, dass
Gl. (1.37) proportional zur totalen Ableitung dieser Funktion ist. Die ErhaltungsgroBe ist dann
aber F = 0, was eine triviale Konstante ist.

Beispiele

® Betrachten wir erneut ein System, dessen Lagrange-Funktion L nicht explizit von der Zeit
abhingt. Als Symmetrietransformation nehmen wir eine Verschiebung der Zeitkoordinate

T: q(t) — q;(t) = g;(t + 61) (1.38)

Der infinitesimale Parameter ist hier der konstante Zeitschritt 6¢ selbst: Er verschiebt die
Bewegung um 6t (wie in Abb. 2). Die Entwicklung von q{ (¢) in der ersten Ordnung in 6¢
liefert

5q,(t) = ;51 (1.39)

so dass wir im Satz von Noether, Gl. (1.30), die Wahl f; = ¢;,g; = ¢; getroffen haben.
Auflerdem ist die Variation der Lagrange-Funktion bereits eine totale Zeitableitung

oL oL dL
oL = 6t ], — + 4, — | = 6t— 1.40
Z (q, og T 5%) < (L40)

denn wir sind von 0L /dt = 0 ausgegangen. Die Grofie A fillt also mit L zusammen, und
wir erhalten

oL
F:Z i — — L 141
4 4; o4, (L.41)

Dies ist die iibliche Definition der Energie (Hamilton-Funktion) in der Lagrange-Mechanik,
die wir in GL. (I.27) noch ohne verallgemeinerte Koordinaten formuliert haben.

® Welche Erhaltungsgrofe folgt aus der Invarianz unter Galilei-Transformationen (Wechsel
zwischen Inertialsystemen)? Betrachten wir dazu eine Lagrange-Funktion in der Form

m
L=Z T”i'i—V(rl,...,rn ) (L42)
n

wobei das Wechselwirkungspotential V' unter einer gemeinsamen Translation aller Koordi-
naten r,, invariant sei. Dann ist der Gesamtimpuls

p:Zn: g_fnzzn:pn (1.43)
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eine erste Erhaltungsgrofle. Der Wechsel in ein Bezugssystem, das sich mit der Geschwin-
digkeit 6v bewegt (s. Abb. 6), wird durch

T:r,—>r,+tév (1.44)

vermittelt, was man eine Galilei-Transformation nennt. Alle drei Komponenten von év spie-
len hier die Rolle des infinitesimal kleinen Parameters e aus dem Satz von Noether, und
wir haben offenbar

or,=tév und OF,=d6v 1.45)

Die Variation der Lagrange-Funktion ist
SL=ov- Z <mn P, —t 5—V> (1.46)

Ist V' global translationsinvariant, verschwindet der zweite Term nach Ausfiihren der Sum-
me, und wir lesen eine totale Zeitableitung ab

d
6L =év - T G (L47)
mit
Gt)= ). m,r,0) (1.48)

Offenbar ist G (bis auf einen Faktor M = ), m,, die Gesamtmasse der Teilchen) die Posi-
tion des Schwerpunkts aller Teilchen. Wenn wir statt A die vektorielle Groe G in Gl. (1.35)
einsetzen, finden wir als ErhaltungsgréBe die Schwerpunktskoordinate zum Zeitpunkt t = 0
(mal —M)

Gy=1) mb,— Y mr,=Pt—G() (1.49)
n n

Der Schwerpunkt bewegt sich somit geradlinig gleichformig
Git)=Pt—-G, (1.50)

mit einer Geschwindigkeit proportional zum Gesamtimpuls P.

ﬁbungen

m Betrachten Sie im voranstehenden zweiten Beispiel den Fall, dass das Potential V' nicht
translationsinvariant ist, sondern auf die Teilchen dufere Krifte derart wirken, dass die
Summe der Krifte konstant gleich F ist. Uberpriifen Sie, dass gilt

d
SL=6v-—A 151
veg (L51)
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Abb. 5 lllustration des Runge-Lenz-Vektors A, parallel zur groen Halbachse der Kepler-
Ellipse. In einem Brennpunkt hellgrau der Zentralkdrper, relativ dazu ist r der Ortsvektor
des Massepunkts. An Perizentrum und Apozentrum steht seine Geschwindigkeit (Pfeile)
senkrecht auf r.

mit
A() = G + %F 2 (1.52)

Folgern Sie, dass sich der Schwerpunkt G(¢) gleichformig beschleunigt bewegt und geben
Sie die ErhaltungsgroBe G, an.

m Gegeben sei eine Punktmasse, die sich in dem Zentralpotential V' = —a/r" (mit n =
1,2,...) bewegt. Wir notieren p = mF ihren Impuls und £ = r X p ihren Drehimpuls
beziiglich des Ursprungs. Betrachten Sie die Transformation

or=0eX€ =mdbe X (rxr) (1.53)

mit einem infinitesimal kleinem Vektor 6¢ und leiten Sie die Variation der Lagrange-
Funktion ab

no

oL = —mrnj

[rz (5€ - F) — (5 - 1) (r - r')] (1.54)
Im Keplerproblem und im Coulomb-Potential ist der Exponent n = 1. Zeigen Sie, dass gilt

sp=4 (—ma 5¢ - 5) (155)

r

Folgern Sie, dass der sogenannte Runge-Lenz-Vektor
A=px¢t—mal (1.56)
r

eine Konstante der Bewegung ist. Seine anschauliche Bedeutung ist in Abb.5 skizziert:
In der Bahnebene bleiben die Punkte fix, an denen die Geschwindigkeit senkrecht auf r
steht. Die Bahnkurve ist keine Rosette, sondern eine geschlossene Kurve. Diese so genannte
Kepler-Ellipse hat eine grofle Halbachse, die parallel zu A liegt; ihre Exzentrizitit betréigt
|A|/ma.
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® In GI. (I.30) hatten wir angenommen, dass die Transformation nur die Groéfen g; und g;
verdndert, aber nicht die Zeit. Wir konnen dies verallgemeinern, indem wir neben d¢; und
64; auch eine Variation der Zeitkoordinate zulassen:

5t = 6¢ h(q;. ;5 1) (1.57)

Die Beziehung (1.32) fiir die GroBe g; miissen wir nun anpassen. Zeigen Sie durch eine
Entwicklung in erster Ordnung in Se:

_dfi . dh

=5 22 1.58
&i dr q’dt (1.58)

Uberpriifen Sie, dass fiir die Variation der Lagrange-Funktion gilt
oL oL oL
6L=26 i —tg&— | +h— 1.59
5{,2<f’aqi g’aqi) ar} 22

Wir nehmen nun an, dass A so gewdhlt ist, dass dies in folgender Form geschrieben werden

kann:
d dh

SL=6 (—A+L—> 1.60
“\a dr (1.60)

Zeigen Sie, dass die Grofie

oL

F = — (f: —hg;) —A+hL 1.61
Z‘ 5 (f; = hd;) (L61)

eine Konstante der Bewegung ist. Konstruieren Sie ein Beispiel und iiberlegen Sie, ob die
variierte Gro3e L + 6L noch als Lagrange-Funktion aufgefasst werden kann. Wann wire
das nicht der Fall?

B.3 Hamilton-Mechanik

Zum Abschluss der klassischen Mechanik wiederholen wir kurz ihre Hamilton’sche Formu-
lierung, die hiufig verwendet wird, um ein physikalisches System zu ,,quantisieren®. Dies
ist bei weitem nicht die einzig mogliche Methode: Es gibt z. B. das Pfadintegral nach Feyn-
man (Feynman und Hibbs, 2005), das auf der Wirkung und der Lagrange-Funktion aufbaut
und in der Feldtheorie hdufig Verwendung findet.

B.3.1 Allgemeine Formulierung

Wir hatten bereits gesehen, dass zu einer verallgemeinerten Koordinate ein Impuls definiert
wird
_JL

- 2= 1.62
9q; (.62

Pi
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In der Hamilton’schen Formulierung nennt man p; den zu g; ,.kanonisch konjugierten* Im-
puls. Er ersetzt als Koordinate fiir den Zustand des Systems die Geschwindigkeit g;.

Wir nehmen an, dass man die Geschwindigkeiten ¢; zugunsten von p; und ¢; eliminie-
ren kann, so dass der dynamische Zustand des Systems auch durch die GroBen {g;, p;, i =
1,..., N} charakterisiert wird. Sie werden in der Hamilton-Mechanik als unabhingige Ko-
ordinaten aufgefasst. Den Raum, den die Ort- und Impulskoordinaten aufspannen, nennt
man den ,,Phasenraum®.

Die Hamilton-Funktion hatten wir in Gl. (I.41) definiert:

H(p;,q;) = Z bi qi(qj7pj)_L(qﬂq.i(Qj’pj)) (1.63)

Wir verwenden hier ausdriicklich die Schreibweise ¢;(q;, p;), um klar zu machen, dass die
Geschwindigkeiten ¢; durch Koordinaten und Impulse ausgedriickt werden. Im Folgenden
kommen wir auf das kiirzere ¢; zuriick. Das Differential von H ist

. .\ oL, oL .
dH(p;,q) = Y, (d;dp; + p;dg;) — oq. 4 = 55 dd

1 aq

; i i

; (1.64a)
Die Terme proportional zu dg; heben sich wegen der Definition (1.62) des Impulses p; auf.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen (I.17) zeigen, dass man d L /dg; durch p; ersetzen darf. So
ergibt sich

. . oH 0H
dH(p;, q;) = Z (‘]i dp; — Pid%) = Z (5 dp; + % dqi) (1.64b)
i 1 1

] ]
wobei der letzte Ausdruck das Differential von H in seinen natiirlichen Variablen angibt.
Der Vergleich der Terme proportional zu dp; et dg; liefert nun die Hamilton’schen oder
,.kanonischen“ Bewegungsgleichungen

. o0H . 0H .
i=5" p=-51 (=1..M (1.65)
Di

An Stelle von N Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Zeit fiir N Variablen
(Lagrange-Mechanik) haben wir es hier mit 2N Gleichungen erster Ordnung fiir 2N Va-
riablen zu tun.

B.3.2 Poisson-Klammern

Seien A(g;, p;) und B(g;, p;) zwei auf dem Phasenraum definierte physikalische GroBen.
Man nennt folgenden Ausdruck die ,,Poisson-Klammer* zwischen A und B:

0A 0B 0B 0A
A, B} := =Zz= =222 166
{ } 2 [dq,- dp;  9q; dp; (160

i
Fiir die Phasenraum-Koordinaten selbst iiberpriift man sofort

{a;. p j} =9 j

{a:. 9;} =1{p;» pj} =0 1.67)

19



KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

mit dem Kronecker-Symbol (6;; = 1 fiir i = j und sonst = 0). Allgemein hat die Poisson-
Klammer die Eigenschaften

{A, B} =—{B, A} (antisymmetrisch) (1.68a)
{A, A} =0 (1.68b)
{A, BC}={A, B}C+B{A, C} (Produktregel) (1.68c¢)

Dieselben Regeln gelten in der Quantenmechanik fiir Kommutatoren.
Die Zeitableitung einer beliebigen Phasenraum-Funktion F(g;, p;; ) kann man auch
durch die Poisson-Klammer ausdriicken

dF _ oF oF OF\ _OF
= -2 j—+4+p — | =—+({F, H 1.69
== Z (q, ag T api) —-{F, H) (L69)

unter Verwendung der kanonischen Gleichungen (I.65). In diesem Sinn kann man sagen,
dass die Hamilton-Funktion die zeitliche Entwicklung einer Funktion F von Orten und Im-
pulsen ,.erzeugt.

Aus diesem Grund liefern die Poisson-Klammern einen neuen Gesichtspunkt auf die
Konstanten der Bewegung: Ist F = F(q;, p;) nicht explizit von der Zeit abhéngig und ver-
schwindet seine Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion, { F, H} = 0, so ist F eine
Erhaltungsgrofle.

fJbung Beweisen Sie die Jacobi-Identitit
{A, {B, C}} +{B, {C, A}} +{C, {A, B}} =0 (1.70)

fiir beliebige Phasenraumfunktionen A, B, C. Folgern Sie daraus den

Satz von Poisson Die Poisson-Klammer { F, G} ist ebenfalls eine Erhaltungsgrof3e,
wenn dies fiir F und G gilt.

Auf der Suche nach neuen Konstanten der Bewegung mit Hilfe des Satzes von Poisson kann
es vorkommen, dass die Poisson-Klammer { F, G} einfach verschwindet, eine Konstante
liefert, die nicht von den ¢ und p abhiéngt, oder eine Linearkombination von F und G ist. In
diesen Fillen liefert der Satz von Poisson keine neue Information.

B.3.3 Erzeugende von Transformationen

Mit Hilfe der Poisson-Klammern kann man auch infinitesimale Transformationen 7~ der
Bewegung eines Systems darstellen. Wir hatten diesen Begriff bereits im Satz von Noether
aus §B.2.2 am Werk gesehen: Es sind Transformationen gemeint, die auf infinitesimal klei-
ne Anderungen (Variationen) der kanonischen Koordinaten oq; = q{ — g; und 6p; fiihren,
so dass man diese nur in den niedrigsten Termen einer Potenzreihenentwicklung mitneh-
men muss. Wir haben den kleinen Parameter im Satz von Noether [s. GI. (I.30a)] als ein
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allgemeines 6¢ notiert. Fiir jede kontinuierliche Symmetrietransformation kann man aller-
dings konkrete infinitesimale Parameter angeben, die die Transformation beschreiben und
eine physikalische Interpretation haben. In diesem Abschnitt sehen wir, wie dies in der
Hamilton’schen Mechanik durch den Begriff der ,.erzeugenden Funktion* formuliert wird.
Sie liefert einen engen Zusammenhang zwischen den Transformationen einerseits und den
entsprechenden ErhaltungsgroBen andererseits. Der Einfachheit halber betrachten wir ein
Teilchen in drei Dimensionen, dessen Phasenraumkoordinaten die Orts- und Impulsvekto-
ren r und p sind. Als Funktionen der Zeit geben sie die Bewegung des Teilchens an.

® Verschiebungen im Raum Analog zu GI. (1.2) sind sie definiert als die Abbildungen

/
- { re— r =r+6b 71

p—p =p

mit einem infinitesimalen Vektor §b. Wir hatten in Gl. (I1.67) die Poisson-Klammern zwi-
schen verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen angegeben. Fiir ein Teilchen nehmen
sie die Form

{p x}=—1 {py, x} ={p;, x} =0 1.72)
an und dies ermoglicht die Schreibweise
{6b- p, x} = =6b, 1.73)
fiir die Verschiebung. Die Transformationen (I.71) kdnnen wir somit in der Form
r=r—{éb-p,r)
p'=p—{5b-p, p} (1.74)

schreiben: Es ist die Poisson-Klammer mit der Linearkombination 6b - p der Impulsfunk-
tionen, die Verschiebungen im Raum erzeugt. Aus diesem Grund sagt man, dass der Impuls
p die ,,erzeugende Funktion* fiir Translationen ist.

® Drehungen Eine infinitesimale Drehung wird durch einen (unendlich kleinen) Drehwin-
kel 6¢ und eine Drehachse u parametrisiert, wobei u ein dreimensionaler Einheitsvektor ist.
Beide hingen nicht von der Zeit ab, und wir konnen sie in dreidimensionaler Form

sa=usp 1.75)

zusammen fassen. Es werden nun sowohl Orts- als auch Impulskoordinaten transformiert,
und zwar iiber Vektorprodukte (s. Erginzung Cy;, §1.2.3)

F=r+ér+..=r+6puxr+...
p=p+ép+..=p+Spuxp+... (1.76)

Anschauliche Bedeutung dieser Ausdriicke: Die Komponenten parallel zur Achse u sind
invariant unter dieser Drehung. In der Ebene senkrecht zu u sind die Anderungen 6r und
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6p durch die ,,rechte-Hand-Regel“ gegeben: Daumen entlang u und Finger anwinkeln, so
geben die Finger die Richtung der Anderung 6r an, die ein Vektor r parallel zum Handteller
erfahrt (s. Erginzung Cy;, Abb. 2).

Mit dem bereits eingefiihrten Drehimpulsvektor

Y=rXxp {1.77)
iiberpriift man schnell die Ausdriicke
{6pu-¢, x} =—-b6pu,z+pu,y=—-6puxr),
{6pu-€, p.} =—6puyp, +épu,p,=—6¢uXp), 1.78)
Die infinitesimale Transformation (I.76) hat erneut die kompakte Form
rr=r—{(6pu-¢,r}+... (1.79)
p=p-{6pu-€,p}+... (1.80)

Fiir Drehungen spielen somit die Komponenten des Drehimpulses die Rolle der erzeugen-
den Funktion, analog zum Impuls, der Verschiebungen erzeugt.

m Verschiebungen in der Zeit Zwei Bahnkurven r(¢) und r'(¢) sind in der Zeit relativ
zueinander verschoben, wenn ihr Zeitargument sich um eine Konstante 6¢ unterscheidet.
Wie in Gl. (I.38) (und in Abb. 2) haben wir in erster Ordnung in 6¢

@) =r@t+6t)=r@)+6ti@) + ...

p'(t) = p(t + 6t) = p(t) + 6t p(t) + ... (1.81)
Gemil der Formulierung (I1.69) der Bewegungsgleichungen iiber die Poisson-Klammern
haben wir nun

r=r—{6tH,r} +...

p=p-{6tH,p}+... (1.82)
Die Hamilton-Funktion H ist also die Erzeugende fiir Translationen in der Zeit, wie bereits
nach GI. (I.69) vorweggenommen.

m Galilei-Transformationen Betrachten wir zwei Bezugssysteme K und K’ (s. Abb. 6),
die sich relativ zueinander mit der Geschwindigkeit 6v bewegen. Genauer gesagt gibt — 6v
die Position des Ursprungs von K’ im Bezugssystem K an. Wir betrachten den Fall, dass
ov ein konstanter infinitesimaler Vektor ist.

Die Position des Teilchens wird im System K durch den Ortsvektor r(#) beschrieben. Im
System K’ hat dasselbe Teilchen die Koordinaten r’(¢) (passive Perspektive, s. §A.3) mit

r=r+tév (1.83)
Fiir die Impulskoordinaten gilt analog

p=p+mév (1.84)
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K/

—tov x’

Abb. 6 Zwei Inertialsysteme K und K’ mit parallelen Achsen bewegen sich relativ
zueinander mit der Geschwindigkeit v: Der Verbindungsvektor zwischen den Koordina-
tennullpunkten betrdgt —t 6v. Die Position eines Teilchens wird in K bzw. K’ durch die
Ortsvektoren r und r’ angegeben.

Wir betrachten hier Galilei-Transformationen (nichtrelativistischer Grenzfall), so dass beide
Bezugssysteme dieselbe Zeitkoordinate verwenden (¢’ = f). Mit dem in Gl. (1.49) eingefiihr-
ten Vektor

Gy(t)=—-mr+tp (1.85)
kann man die Galilei-Transformation kompakt darstellen

{x, Gy(t) - 6v} =160,
{py» Go(1) - v} = mév, (1.86)

Wir erkennen die Struktur einer infinitesimalen Transformationen wieder
r'=r—{6v-Gy®),r}
p =p-{6v-Gy®).p} (1.87)

Im Formalismus der Poisson-Klammern werden Galilei-Transformationen also von der Gro-
Be G erzeugt. Fiir ein System von Massepunkten wire sie proportional zur Position des
Schwerpunkts zum Zeitpunkt ¢+ = 0 [s. Gl. (I.50)]. Die Zeitabhédngigkeit in GI. (I.85) ent-
steht, weil man G, durch die Phasenraum-Koordinaten r, p zum Zeitpunkt ¢ ausdriickt.

B.3.4 Symmetrietransformationen und Erhaltungsgrofien

Wann liefern die in §B.3.3 eingefiihrten Transformationen eine Symmetrie? In der Hamil-
ton’schen Mechanik lautet die Antwort:

23



KAPITEL I. SYMMETRIETRANSFORMATIONEN

Eine infinitesimale Transformation des Phasenraums, die man iiber die Poisson-
Klammern mit einer Funktion G(g;, p s t) ausdriicken kann,

a;=q;— (G, g;}6e P} =p; —{G, p;} 8¢ (1.88a)

ist eine Symmetrietransformation (genannt ,.kanonische Transformation*), wenn gilt:

% +{G, H} =0 (.88b)

Insbesondere ist die erzeugende Funktion G eine Erhaltungsgrofie.

Beweis

Wir beobachten zunéchst, dass die Erzeugende G in Gl. (1.88a) nur bis auf eine additive Funktion
der Zeit definiert ist, wir es also mit einer Familie von dquivalenten Transformationen zu tun
haben. Wir zeigen, dass die Transformation eine Symmetrie ist, wenn es in dieser Familie eine
Erhaltungsgrofie gibt.

Fiir den Beweis kommen wir auf das Schema in Abb. 1 zuriick. Wir wenden die Zeitentwick-
lung und die Transformation G(¢) nacheinander an: Eine Symmetrie liegt vor, wenn es dabei nicht
auf die Reihenfolge ankommt. Die Anwendung von G(f) wird dabei zu infinitesimal benachbar-
ten Zeitpunkten ¢ bzw. ¢ + 6t vorgenommen. Dies kann etwa wie im voranstehenden Beispiel der
Wechsel des Bezugssystems sein. In dem Zeitintervall ¢ ... t + 6t erzeugt die Hamilton-Funktion
die Zeitentwicklung geméf Gl. (1.82). Wenden wir bei ¢ die Symmetrie an, erhalten wir

q,() = g,() = {G (), q;} 6¢

Pt = p;(t) = {G(®), p;} 6¢ (1.89a)
Die Zeitentwicklung fiihrt dann auf

q(t+ 61 =q(0)— {H, q,} 6t — (G(t), q;} 6e + {H,{G(), gq;}} b€ 6t (1.89b)

und auf einen analogen Ausdruck fiir p;(t + 61). (Es geniigt, Gl. (1.82) anzuwenden, keine weitere
Taylor-Entwicklung ist nétig.) Bei der Anwendung in umgekehrter Reihenfolge erhalten wir g’ (+
6t) und p}’ (t + 6t) aus einer dhnlichen Rechnung. Fiir die Ortskoordinate gilt etwa

g/ (t+50) = ()~ {G(1). q,) e — (H. q,} 61— [{0,G. ¢} = {G(®). {H. q,}}] 6 51 (1.89¢)

mit der Abkiirzung 0,G = 0G /ot fiir die partielle Zeitableitung. Sie ergibt sich aus der Taylor-
Entwicklung von G(t + 6t), wenn die Transformation explizit von der Zeit abhéngt.

Es liegt eine Symmetrie vor, wenn die Differenz der Ausdriicke (I.89b), (I.89¢) fiir beliebige
Phasenraumkoordinaten verschwindet. Dabei heben sich die Terme erster Ordnung weg, und wir
erhalten die Bedingung

0={H,{G®), q}}} +{9,G, q} —{G(1),{H, q}}
={0,G, q} + {{G, H}, q} firalleq=gq,p, (1.90a)

Im Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Jacobi-Identitit (I.70) fiir die Poisson-Klammer
verwendet. Wenn aber die Phasenraumfunktion 0,G + {G, H} eine verschwindende Poisson-
Klammer mit allen Phasenraumkoordinaten g;, p; hat, kann sie nicht von ihnen abhéngen (alle
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partiellen Ableitungen sind Null). Sie kann lediglich eine Funktion der Zeit sein:
0,G+{G, H} = F() (1.90b)

Auf der linken Seite steht gemif3 Gl. (1.69) die totale Zeitableitung dG/dt. Wenn wir von G das
Zeitintegral von F(¢) abziehen, bleiben wir innerhalb der Familie von dquivalenten Symmetrie-
transformation, gewinnen aber eine Erhaltungsgrofe:

d e
E(G(z)— / dr' F(t )) =0 (1.90c)

Fiir die GroBe in den Klammern gilt somit Gl. (1.88b), was zu beweisen war. []

C Symmetrien in der Quantenmechanik

Symmetrietransformationen spielen in der Quantenphysik eine mindestens genauso wich-
tige Rolle wie in der klassischen Mechanik. Wir beginnen mit einem kurzen Abriss des
iiblichen Formalismus der Quantenmechanik. Fiir mehr Details seien die Leser auf die ein-
schldgigen Lehrbiicher verwiesen, etwa Messiah (1990), Schiff (1968), Ballentine (2014)
oder Sakurai und Napolitano (2020). Unsere Notation folgt dem Buch von Cohen-Tannoudji
et al. (2020).

C.1 Kanonische Quantisierung

Die Quantenmechanik beschreibt ein physikalisches System nicht mehr durch Koordinaten
g;(t) und p;(t), sondern durch einen ,,Ket-Vektor* |[y) = |w(?)). Die Kets bilden einen Zu-
standsraum &, der ein Vektorraum mit komplexen Koeffizienten und einem Skalarprodukt
(w|¢) (ein Hilbert-Raum) ist.

Fiir ein spinloses Teilchen gibt es zwei typische Sétze von Basisvektoren in #: die
Eigenvektoren |r) des Ortsoperators R sowie diejenigen |p) des Impulsperators P. Die
Wirkung dieser Operatoren in # werden wir in Kapitel IV ausfiihrlich diskutieren. Die
Skalarprodukte mit diesen beiden (kontinuierlichen) Basisvektoren liefern zwei Wellen-

funktionen
w(r) =(rly) (I91a)
w(p) = {ply) (L.91b)

die man jeweils die ,,Ortsdarstellung* y(r) und die , Impulsdarstellung* @ (p) des abstrak-
ten Zustands |w) nennt. Fiir Teilchen mit Spin sind weitere Informationen nétig, etwa die
Quantenzahl einer Spinprojektion, was auf Wellenfunktionen mit mehreren Komponenten
fiihrt.

Die klassischen Groien A(g;, p;) (kinetische Energie, Drehimpuls usw.) werden quan-
tenmechanisch durch Hermite’sche lineare Abbildungen (Operatoren) A in % dargestellt.
Wir werden den Zirkumflex-Akzent hiufig weglassen und Operatoren durch grof3e Buchsta-
ben kennzeichnen. Ein Hermite’scher Operator* A (Einschub auf S. 27) heifit ,,Observable®,
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wenn man jeden Ket |y ) als Linearkombination von Eigenvektoren von A schreiben kann.
Die Ersetzung

Alg,p)= A (1.92a)

nennt man ,,Quantisierung®. Zusammen mit der Vorschrift (I.92a) hat bereits Dirac (1947)
die Regel vorgeschlagen, Poisson-Klammern durch Kommutatoren zu ersetzen

i

- (AB-BA) (1.92b)

(A, B} = —%[A, Bl=-
Der Faktor i macht aus dem Kommutator eine Hermite’sche Observable, der Faktor 1/A
sorgt fiir dieselbe physikalische Dimension wie die Poisson-Klammer. Zwischen den Car-
tesischen Komponenten der Orts- und Impulsoperatoren gelten etwa die fundamentalen
Vertauschungsrelationen:

[R.. P;| =ins; (1.93)

mit R, = X,Y, Z fiiri = x,y,z.

Man liest hiufig von Quantisierungsregeln, in denen klassische Grofen A so in Operatoren A
verwandelt werden, dass man ¢ = Q und p = P ersetzt und Produkte symmetrisiert, um ei-
ne Hermite’sche Observable zu erhalten. Eine Poisson-Klammer zwischen Groflen wiirde durch
den Kommutator der entsprechenden Observablen gebildet. Dieser Ansatz ist allerdings auf der
Menge aller klassischen Groflen keine wohldefinierte Abbildung und fiihrt zu Widerspriichen
(Satz von Groenewold (1946), s. auch Shewell (1959)). Wenn etwa in der Lagrange-Funktion ein
Wechsel der Variablen vorgenommen wird (auf Abstdnde und Winkel), erhilt man iiber diesen
Weg eine uneindeutige Quantisierung. In diesem Buch werden wir zeigen, wie man mit Hilfe von
allgemeinen Symmetrietiberlegungen anders verfahren kann.

Die zeitliche Entwicklung des Systems wird schlielich durch die Schrédinger-Gleichung
gegeben:

in < 1y @) = HOly) (1.94)

Hier ist der Hamilton-Operator H (t) die Observable, die man durch die Quantisierung der
Hamilton-Funktion erhélt. Die Losung der Differentialgleichung (I1.94) kann man in Opera-
torform aufschreiben

lw () = U, 1) lw(ty)) (L.95)

Hier ist |y/(?)) der Zustand des Systems zum Zeitpunkt 7, wihrend |y (#,)) seinen Anfangs-
zustand (bei f;) beschreibt. Man nennt U (¢, ¢,) den ,,Zeitentwicklungsoperator*: Er erfiillt
die Differentialgleichung

in % U, tg) = HO U1, 1,) (1.96a)
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mit der Anfangsbedingung
Uy, tg) =1 1.96b)

Ist H zeitunabhingig, gilt

U(t,10) = exp [—% (t—1o) H] (1.97)

was man leicht durch Differenzieren liberpriift. Weitere Eigenschaften von U werden in den
einschligigen Lehrbiichern diskutiert.

Unitére und Hermitesche Operatoren*

Die Zeitentwicklung U (z, t,) ist fiir alle  ein unitérer Operator. Ein Operator U ist unitdr, wenn
er auf dem Zustandsraum # eine lineare Abbildung ist, die fiir beliebige Kets |y), |@) das Ska-
larprodukt invariant lasst:

(ply) = (Uo|Uy) = (Uop|U|y) (1.97a)

Dies ist die Verallgemeinerung des Begriffs einer orthogonalen Transformation (Drehung) auf
einen komplexen Vektorraum. Die Wirkung von U auf den Bra (¢| in Gl. (1.97a) wird durch den
Hermite’sch konjungierten Operator U beschrieben:

(Uop| =(p|U" (1.97b)

Weil |w), |@) beliebig sind, folgt aus diesen beiden Beziehungen UTU = 1, somit gilt U~! = U
fiir einen unitédren Operator.
Aquivalent zu Gl. (197b) ist als Definition des zu A Hermite’sch konjugierten Operators A’

(p|ATly) = (w|Alp)* (1.97¢)

fiir beliebige Kets |y ), |@), weil das Skalarprodukt die Eigenschaft { y|w) = (y|y)* hat. Der
Operator A ist Hermite’sch oder selbstadjungiert, wenn {@|Alw) = (w|A|p)* fiir alle |y ), |@) €
 gilt und A und AT auf demselben Vektorraum definiert sind. (Die letzte Bedingung ist notig
fiir unbeschréinkte Operatoren auf unendlich-dimensionalen Vektorrdumen.) Hiufig werden wir
die Rechenregeln

(AB)' = BAT und A=A (1.97d)

verwenden. Erwartungswerte (y|A|w) von Hermite’schen Operatoren sind reell, deswegen spie-
len sie eine so wichtige Rolle in der Quantenmechanik.

Ein wichtiges Ergebnis der Operatortheorie ist, dass die Losung U (s) der Differentialglei-
chung

(il—U = —-iGU explizite, formale Form: U(s) = exp(—isG) 1.97¢)
s

genau dann unitir ist, wenn G Hermite’sch ist. In der Tat gilt [U(s)]" = exp(isG') = exp(isG) =
[U(s)]™!. Vom Zeitentwicklungsoperator U (t,1,) sind diese Beziehungen bereits geldufig, wir
werden sie fiir Symmetrietransformationen wiederfinden.
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C.2 Symmetrieoperationen

Sei T eine Transformation, die wir auf ein physikalisches System anwenden. Vor der Trans-
formation werde das System durch den Zustand |y ) beschrieben und nach ihrer Anwendung
durch |y’). Man definiert einen Operator, den wir zur Unterscheidung 7" oder kurz T schrei-
ben, der auf dem Zustandsraum & wirkt und |y ) auf |w') abbildet.

Das Schema aus Abb. 1 fiir Symmetrietransformationen nimmt in der Quantenmechanik
die in Abb. 7 skizzierte Form an: Wendet man die Transformation 7 zum Zeitpunkt ¢ an, so
haben wir

ly'(0) = T @) ly(1)) (1.98)

In vielen Anwendungen wird 7'(¢) eine lineare unitire Abbildung (Operator) sein. Es liegt
eine Symmetrie vor, wenn fiir alle Paare von Zeitpunkten 7, und 7 gilt

Ut.10) T(1g) lw(19)) =T (@) lw(®)) = T() U (1. 1) lw (10)) 1.99)

und zwar fiir alle |y (#)). Es folgt die Gleichheit der Abbildungen

U(t,10) T(ty) = T U1, 1,) (1.100)

Diese Bedingung kann man auch so formulieren:
(U, 1) T() Ut,ty) = T(ty) 1.101)

Auf der linken Seite steht die Transformation, mit der man im sogenannten Heisenberg-
Bild zeitabhingige Operatoren definiert. Diese Gleichung besagt, dass der Operator 7' im
Heisenberg-Bild konstant ist, also eine Konstante der Bewegung (Erhaltungsgrofie) ist.

Ist T zeitunabhingig, so wird aus GI. (1.100):

[T, U@t,19)] =0 fiirallet (1.102)

Eine Symmetrietransformation vertauscht also mit dem Zeitentwicklungsoperator zu jedem
Zeitpunkt. Ist aulerdem H zeitunabhiéngig, konnen wir Gl. (1.97) fiir U verwenden, so dass
T und H vertauschen,

[T, H| =0 (1.103)

Diese Bedingung ist analog zum Verschwinden der Poisson-Klammer fiir eine Erhaltungs-
groBe in der klassischen Hamilton-Mechanik (s. §B.3.2).

Bemerkung

Zwei quantenmechanische Zustinde sind physikalisch dquivalent, wenn sie sich nur um einen
globalen Phasenfaktor unterscheiden. Es wird deswegen vorkommen, dass man Gl. (I1.100) wie
folgt verallgemeinern muss:

U(t.19) T (1) ly (1)) = €O T U 1.1,) [y (1)) (1.104a)
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T(to)
[U(to)) T——>[¢'(to)) = T(to) [ (t0))

T} 2
[W(t)) = U(t, to) [ (to)) T UGt 1) (T(o) lw(%)))

Abb.7 Schema fiir Symmetrietransformationen eines quantenmechanischen Systems. Die
Transformation 7 wird als Operator T dargestellt, der Zusténde |y) aufeinander abbildet
(horizontale Pfeile). Die senkrechten Pfeile deuten die Zeitentwicklung von #, bis ¢ an,
die der Zeitentwicklungsoperator U(t,1,) vermittelt. Um zu iiberpriifen, ob eine Symmetrie
vorliegt (durch das Fragezeichen angedeutet), muss der Operator T(#) zu jeden Zeitpunkt
einen zeit-entwickelten Zustand |y(¢)) auf einen abbilden, der ebenfalls durch die Zeitent-
wicklung entsteht. Man gelangt in diesem Fall auf zwei Wegen von oben links nach unten
rechts (kommutatives Diagramm).

fiir alle |y (#,)). Dass die Phase a(#) nicht auch noch von dem Anfangszustand |y (#,)) abhingt,

kann man wie folgt sehen. Wir definieren

) =TOU 1) ly(ty)) (1.104b)

und schreiben Gl. (I.104a) mit dem inversen Operator um:

U(t,t) T(t) [T Uy, D] | 1) = e““ | ) (1.104c)

Der Operator auf der linken Seite bildet den Ket | y) bis auf einen Phasenfaktor auf sich selbst
ab. Dies gilt fiir beliebige Zustinde, weil Gl. (I.104a) fiir alle |y (¢,)) gefordert wird. Daraus folgt,

dass der Operator proportional zur Identitdt sein muss.

Beweis

Sei D der Operator in Gl. (I.104c) links. Wir wenden ihn auf orthogonale Kets |1}, |2) und

eine Linearkombination an und erhalten:

DI1) =m|1), DI|2) =my|2), D(|l)+|2))=m’(|l)+|2))=m]|l>+m2|2)

unter Ausnutzung der Linearitdt von D. Auf der rechten Seite diirfen wir die Koeffizienten

vergleichen und finden: m" = m, und m’ = m,. Dieses Argument auf eine Basis des Hilbert-

raums ausgedehnt, erhalten wir D = m’'1. [

Damit wird aus Gl. (I.104c) die Operator-Beziehung

U(t,ty) T(ty) = €O T@) U(t,1,) (1.104d)

an der man abliest, dass a(t,) = 0 ist [s. Gl. (1.96b)]. Wir definieren nun

T'(1) = O T(1) (I1.105)
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und erhalten einen Operator, fiir den GI. (I.100) gilt. Auf diese Weise sind die Phasenfaktoren in
Gl. (I.104a) eliminiert.

Wir haben in diesem Beispiel nur eine Symmetrietransformation betrachtet. Die Elimination
von derartigen Phasenfaktoren fiir eine ganze Gruppe von Transformationen ist aufwendiger. Wir
werden uns in diesem Buch wiederholt damit befassen, vor allem am Ende von Kapitel IV.

C.3 Allgemeine Folgerungen

Aus den Beziehungen (1.100), (I.102) oder (I1.103), die fiir Symmetrietransformationen gel-
ten, folgen Einschrinkungen an die Operatoren H und U. Es stellt sich z. B. heraus, dass
ein Term vom Typ L - R [mit dem Drehimpulsoperator L analog zu Gl. (I.77) definiert]
im Hamilton-Operator ,,verboten* ist, wenn die Raumspiegelung eine Symmetrietransfor-
mation ist (ErhaltungsgroBe: Paritit, Erginzung Dy,). Ahnlich verbietet die Symmetrie der
Zeitumkehr eine Wechselwirkung R - P (Anhang A).

Wir haben bereits beobachtet, dass man aus GI. (I1.101) oder (I.103) auf die Existenz
von Erhaltungsgrofien schlieBen kann. Wenn T mit H vertauscht, folgt z. B., dass die Er-
wartungswerte von T, T2 T3 usw. zeitlich konstant sind. Alle Symmetrieoperatoren T, die
man finden kann, liefern Erhaltungsgrofen. Fiir konservative Systeme (d. h. H hingt nicht
von der Zeit ab) vereinfacht dies die Suche nach stationdren Zustdinden (Eigenzustinden
von H): Man konstruiert eine Basis von Kets, die sowohl Eigenvektoren von H als auch
der T"s sind.

Wenn H und T vertauschen, verschwinden gewisse Matrixelemente von H, etwa

(9,|H|9,) =0 falls 9, # 9, (1.106)

Hier sind |9,), |9,) Eigenvektoren von T' mit Eigenwerten 9, 9,. Zum Beweis bilde man
das Matrixelement des Kommutators HT —T H = 0 zwischen |9, ) und |9,) und teile durch
9, — 9,. Man nennt eine Beziehung wie in GI. (I.106) eine ,,Auswahlregel*: Aus ihr folgt
nimlich, dass der Hamilton-Operator H keinen Ubergang von [9,) nach [8,) vermitteln
kann. Derartige Beziehungen gelten nicht nur fiir H, sondern fiir alle invarianten Observa-
blen, d.h. die mit der durch T dargestellten Symmetrietransformation vertauschen.

Symmetrien erlauben es auch, Information iiber entartete Energieniveaus zu erhalten.
Damit sind Eigenwerte gemeint, fiir die es mehr als einen Eigenzustand gibt. Betrachten wir
etwa einen Ket | @), Eigenzustand von H mitdem Eigenwert E. Wenn H und T vertauschen,
so ist der Zustand

") =T |p) (1.107)

ebenfalls ein Eigenzustand zu demselben Eigenwert. In der Tat finden wir (weil die reelle
Zahl E mit dem Operator T vertauscht)

H|¢')=HT|p)=TH|p)=ET |p)=E|¢') (1.108)

Wenn die Zustinde | @) und |¢’) linear unabhiingig sind, ist das Energieniveau E mindestens
zweifach entartet.
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Gibt es zwei Symmetrieoperatoren 7' und T,, die mit H vertauschen, gilt dies auch fiir
ihr Produkt. Sie bilden somit eine Gruppe (eine Symmetriegruppe). Im Allgemeinen werden
diese Operatoren nicht untereinander vertauschen (nicht-Abelsche Gruppe, Kapitel II). Thre
Erzeugenden und deren Kommutatoren (Vertauschungsrelationen, Kapitel III) werden in
der Folge eine zentrale Rolle spielen, weil die letzteren durch die mathematische Struktur
der Gruppe von Symmetrietransformationen 7 festgelegt sind.
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Erginzung A,

Statistische Mechanik
im Phasenraum

Die klassische statistische Mechanik beschreibt ein physikalisches System als ein Ensem-
ble im Phasenraum. Dafiir gibt es zwei Darstellungen, die in dieser Ergédnzung vorgestellt
werden. Sie treten schon in der Stromungslehre (Hydrodynamik) auf, die in der Darstellung
nach Euler oder nach Lagrange formuliert werden kann. Die erste beschreibt die Entwick-
lung der stromenden Fliissigkeit an einem festen Punkt im Raum (Euler): Es wird zum
Beispiel die lokale Geschwindigkeit als Funktion der Zeit gesucht. Man erhilt so aufein-
ander folgende ,,Schnappschiisse der rdumlichen Verteilung der Fliissigkeit. Im Ansatz
nach Lagrange folgt man im Lauf der Zeit einem Volumenelement der Fliissigkeit durch
die Stromung. Man berechnet also die Bahnen (Trajektorien) dieser Elemente. Entlang die-
ser Bahnkurven werden Ableitungen definiert, die man als totale Ableitungen nach der Zeit
im ,,mitbewegten System* auffasst.

Diese Uberlegungen werden wir auf einen groBeren Raum erweitern, den wir bereits
als ,,Phasenraum® in Kapitel I, §B.3 eingefiihrt haben. Auf ihm beschreiben die Darstellun-
gen von Euler und Lagrange die klassische Statistik eines Ensembles von physikalischen
Systemen. Es wird klar werden, dass die beiden Beschreibungen analog zum Schrodinger-
und Heisenberg-Bild der Quantenmechanik sind. Der Lagrange-Ansatz ist besser geeig-
net, um Mittelwerte zu zwei Zeiten (Korrelationsfunktionen) zu berechnen, wie es auch im
Heisenberg-Bild der Fall ist.

In der Hamilton’schen Mechanik auf dem Phasenraum wird ein physikalisches System
durch N verallgemeinerte Koordinaten g; und N konjugierte Impulse p; charakterisiert:
Das Tupel (g;, p;) = (g ... 9N P --- p) mit insgesamt 2N Komponenten beschreibt sei-
nen kinematischen Zustand als einen Punkt im Phasenraum. Fiir ein einzelnes Teilchen (in
drei Raumdimensionen) ,,lebt* dieser Zustand in einem 6-dimensionalen Raum. Die kano-
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ERGANZUNG A,. STATISTISCHE MECHANIK IM PHASENRAUM

nischen Gleichungen bestimmen die Bewegung dieses Punkts

o

0H
q; =-7

= p;=- i=1,...,N (D
op; ! dg;

wobei H = H (g, p; ; t) die Hamilton-Funktion ist.

1 Euler-Darstellung

Betrachten wir ein Ensemble von Punkten im Phasenraum, die sich alle geméaf derselben
Hamilton-Funktion bewegen. Man definiert fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung p(g;, p;, t) auf dem Phasenraum und gibt sich ihren Anfangswert zu einem Zeit-
punkt #(. Sie wird die Wahrscheinlichkeit

dP@) = p(g;, p;; DAV gd" p )
bestimmen, das System zur Zeit ¢ in einem Volumenelement der Grofie
d¥gdVp=dg,...dgy dp,...dpy =dI 3)

in der Nihe des Punkts (g;, p;) zu finden. Die Verteilung ist normiert:

/de(qi,p,-; n=1 “4)

Wir erinnern, dass die Zeitentwicklung deterministisch ist (die Hamilton-Funktion ist nicht
zufillig). Die Statistik kommt mit der Verteilung der Koordinaten (g;, p;) zur Anfangszeit
ty ins Spiel.

Im 2 N-dimensionalen Phasenraum konnen wir p als die ,,.Dichte® einer Fliissigkeit auf-
fassen. Dazu gehort eine Stromdichte, die ein 2N -dimensionaler Vektor J(g;, p; ; t) mit den
Komponenten

. ,0H
P q; a_pl

I=1 |= oH )
P b o e
0g;

ist. Alle Funktionen sind bei (g;, p; ; t) auszuwerten. Die obere und untere Hilfte von J
enthalten je N Koordinaten. Wir haben die Bewegungsgleichungen (1) verwendet.

Die Verteilung p entwickelt sich so, dass ihre zeitliche Anderung die Zahl der Punkte im
Phasenraum angibt, die pro Zeiteinheit in ein Phasenraumvolumen eintreten oder es verlas-
sen. Der Satz von Gauf} driickt diesen Erhaltungssatz als eine 2N -dimensionale Divergenz
aus (Kontinuititsgleichung):

dp

—at—VoJ 6)
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1. EULER-DARSTELLUNG

Diese Divergenz wird mit Gl. (5) wie folgt ausgewertet

v-J= Z[aq,< ap,>_dip,-< ?’Zﬂ

OH dp 0H dp

—2( ——) =-{H, p} ()
op; 0q;  9q; op;

Die gemischten Ableitungen 9% H /dq;0p; heben sich weg. Wir haben die in GI. (1.66) ein-

gefiihrte Poisson-Klammer und ihre Antisymmetrie verwendet. Aus der Kontinuitétsglei-

chung (6) wird somit

dp _
=L = {H.p} ()

Betrachten wir schlieflich eine physikalische Grofe A, die von den Koordinaten (g;, p;)
und eventuell von der Zeit abhingt: A = A(g;, p; ; t). Hier kann es sich um die kinetische
Energie aller Teilchen handeln, um ihre Wechselwirkungsenergie usw. Zur Zeit ¢ ist der
Mittelwert von A

A(n) = / dU p(g;, p; s 1) A(gs, ;5 1) )

Mit Gleichung (8) dndert sich dieser Mittelwert wie folgt

dA 0A
o /dF({H p}A+pa ) (10)

Wir nehmen die Lagrange-Darstellung ein wenig vorweg, um die totale Zeitableitung
von p zu berechnen. Damit ist gemeint, dass man die Teilchen der Fliissigkeit entlang ihrer
Trajektorien verfolgt (,,mitbewegtes System*) und zu jedem Zeitpunkt ihre ,,Dichte* im
Phasenraum misst. Diese Ableitung dp/d¢ wird mit aufrechten Differentialen notiert und
ist eine Kombination aus Ableitungen nach der Zeit und den Phasenraumkoordinaten [s.
Gl. 1.69)]

dp . dp . 0dp ] dp
—_— = —tp—| + —
dr 2 [q' ag, 7 ot

i ’api

dH OJp ()Hdp] dp dp
Y [eLoe _oH N % g oy 2P 1
Z[@paqi g, op;1 " or {H. 0} + 2, (n

Es folgt mit GlI. (8):

dp

e
Dies ist der Satz von Liouville: Die Elemente der ,,Phasenraum-Fliissigkeit* stromen derart,
dass sich ihre Dichte entlang der Bahnen durch den Phasenraum nicht dndert. (Dabei ist es
durchaus moglich, dass sich die Dichte, an einer festen Koordinate betrachtet, als Funktion
der Zeit dndert.) Verfolgen wir eine feste Zahl von Teilchen, nehmen sie ein Volumen im
Phasenraum ein, das konstant bleibt.

12)
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ERGANZUNG A,. STATISTISCHE MECHANIK IM PHASENRAUM

2 Lagrange-Darstellung

In der Euler-Darstellung werden Mittelwerte beziiglich einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
berechnet, die sich im Lauf der Zeit ¢ dndert. Es gibt allerdings Fragestellungen, zum Bei-
spiel zeitliche Korrelationen, fiir die es bequemer ist, Mittelwerte beziiglich einer einzigen
Verteilung zu berechnen. Man kann dafiir die Verteilung der Zusténde des Systems zu einem
festen Zeitpunkt nehmen, etwa zum Anfang bei ¢t = ¢. Die Lagrange-Darstellung stellt sich
auf diesen Standpunkt und fiihrt eine zeitunabhingige Verteilung p* auf dem Phasenraum
ein. Sie ist durch

PR ) = p(g; = q.p; = 005 t = 1) (13)

gegeben, wobei p die Verteilungsfunktion aus §1 ist.

Ahnlich geht man in der Quantenmechanik im Heisenberg-Bild vor, in dem der Zu-
standsvektor |y ) konstant ist und der Hamilton-Operator die Zeitabhingigkeit der Observa-
blen A(f) erzeugt. Hier in der klassischen Statistik fiihren wir auch Funktionen ALt q?, p?)
ein, die iiber die Hamilton-Funktion zeitabhiingig werden. Zum Anfangszeitpunkt t = t,
haben diese Funktionen dieselben Werte A(t; q?, p?) wie in der Euler-Darstellung. Fiir
t > t, sind sie so definiert, dass der Mittelwert A(t) aus den Beitridgen derjenigen Punkte im
Phasenraum zusammengesetzt wird, die sich zum Zeitpunkt 7, an den Koordinaten (q?, p?)
befunden haben. In Formeln ausgedriickt: seien

q;(t: 40, p?)
.0 0 (14)
p/ (t9 ‘Ii s Pi )
die Losungen der Bewegungsgleichungen (1) im Phasenraum mit den Anfangswerten
q;(ty) = q;), pj(ty) = p?. Dann wird die Funktion AL (t; q?,p?) durch
ALt g0, p0) = A(q;(t; a0, 00,0t 0. P0) 5 1) (15)

definiert. Wir fithren das Volumenelement dI'0 = dV¢® dV p° der Anfangskoordinaten ein.
Das Mittel dieser Observablen betrédgt dann

A) = / dr’ pH(q), ) Mt ¢]. b)) (16)

wobei pl zeitunabhingig ist.
Es sind die Phasenraumfunktionen AL (z; ql(.), p?), die in der Lagrange-Formulierung die

Zeitabhingigkeit von A1) tragen. Gemif Gl. (15), der Kettenregel und den Hamilton’schen
Gleichungen (1) gilt die Bewegungsgleichung

O 1. o 0 OAOH JAOH]| 04
— A"t q;,p;) = —_
or A (4P Z[aqj p, op, aq,| " or

={A, H}+— A7)
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2. LAGRANGE-DARSTELLUNG

Wir erinnern, dass auf der rechten Seite eine Funktion von (q?, p?) entsteht, weil die Pha-
senraumkoordinaten (g;, p;) gemdB Gl. (14) von den Anfangswerten abhidngen.

Eine zeitliche Korrelationsfunktion, auch ,,zwei-Zeit-Mittelwert* genannt, kann in dhn-
licher Weise berechnet werden, indem das Produkt AL(z; q?, p?) BL(; q?, p?) iiber die
Verteilung der Anfangsbedingungen gemittelt wird:

ADB{) = / dro pt (g, %) AL (t; ¢0, %) BL('; 40, p?) (18)

Bemerkung Die Gleichung (17) ist eine ,,gemischte Darstellung®, weil sie die Ableitung
der Funktion AL durch eine Poisson-Klammer mit der GroBe A aus der Euler-Darstellung
angibt. Man kann die Lagrange-Darstellung auch vollstindig in den Variablen (g, p?) for-
mulieren und eine entsprechende Poisson-Klammer definieren:

0AL 0B 0AL 0Bl
(a0 5r0), = | L5 20 - 2490 19)
dq; Op; dp; 0q;

Die Beziehung (17) nimmt folgende Form an

9
ot

J0A

AL ¢ P = {At0, HE O} + -

(20a)
Ist insbesondere A (in der Euler-Darstellung) nicht explizit von der Zeit abhéngig, so haben
wir

0AL

- = {At@0), H (0}, (20b)

Beweis

Wir miissen nachweisen, dass die Poisson-Klammern in GI. (17) und (20a) gleich sind. Wir be-
ginnen mit den Phasenraumkoordinaten und zeigen zunéchst, dass ihre Poisson-Klammern im
Lagrange-Bild konstant sind

(a0, ¢}, =0 {p®. 5,0}, =0 {q0.p,0}, =35, @1

Fiir ¢ = 1, ist dies klar, weil die Poisson-Klammern im Euler- und Lagrange-Bild zusammen
fallen. Zu einem anderen Zeitpunkt 7 ist zu beriicksichtigen, dass etwa ¢,(r) von den Anfangswerten
(g). pY) aller anderen Koordinaten (oder Teilchen) abhiingt. Gehen wir von  einen infinitesimalen
Zeitschritt d weiter, dann @ndern sich die Koordinaten gemifl den Hamilton’schen Gleichungen

—a_Hdt

= __()_H dr
op;

dp, = (22)

d
a aq;

In den Poisson-Klammern der Lagrange-Darstellung bendtigen wir die Ableitung nach den An-
fangswerten. Die Kettenregel liefert z. B.

°H 0 °H 0
idq,:z,(aH 9 , O°H p1>dt 23)

oq, ~ \ 0p,94, 0 9p,0p, 0]
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ERGANZUNG A,. STATISTISCHE MECHANIK IM PHASENRAUM

Damit kann die Anderung der Poisson-Klammer {q,.(t), p; (t)} L in erster Ordnung in d wie folgt
sortiert werden:

{dap. oy, + {4 dpyy, =
3 [( OH 94  OH @)%_< OH %4  OH %)%
apiaqz qu apiapl 6(12 apiaq, 0p2 apiapl 0p2 aq,?

0p2
%( #*H 94,  o*H 0p,)_%< #*H 99,  0°H @)]

og) \ 04,04, 0p) ~ 9q,0p, ap}/ 0p} \ 04;0q,9q) 04;0p, dq)
(24
Hier erkennt man die Lagrange-Poisson-Klammern zwischen den Koordinaten wieder
{dg. pj}L + {q,-, dp;},
-2 I tap)},+ {p,,p} ~ {4 a/} ~avp}, 2 )4
apldq JIL /L ! L dq 04 R 04 op,
0*H | &’H )
= - + dt=0 (25)
< op,0q;  9q;0p;

Die Umformung zur letzten Zeile nimmt an, dass die Koordinaten zum Zeitpunkt ¢ die Poisson-
Klammern (21) erfiillen. Es ergibt sich Null, weil die zweiten Ableitungen von H symmetrisch
sind. Setzen wir dieses Argument iiber viele Zeitschritte fort, diirfen wir schlieflen, dass die
Poisson-Klammern zwischen den Phasenraumkoordinaten zu jedem Zeitpunkt durch Gl. (21) ge-
geben sind, also konstant sind. In der Tat liefert eine analoge Rechnung, dass die Anderungen der
anderen Poisson-Klammern in Gl. (21) auch verschwinden.
Mit dieser Information iiber die Koordinaten berechnen wir die Poisson-Klammer {AL(t), BL(t)} L

aus Gl. (19) in ganz dhnlicher Weise. Verwende die Definition der Lagrange-Variable A% (f) sowie

die Kettenregel und erhalte

0A dq; O0A Op, 0B 9dq; 0B Jp;

L —~ dq; 0¢°  dp; 0q° dq; op® ~ dp; ap°
0A 0,  0A 0p\ (9B 04 0B 0p;
dg; 0p> " 9p, 0p° ) \ 0q; 9¢°  dp; 9q°

-y [aA 22 (a0 g0}, + 2228 50 (000,
ij

JA dB
6 6

a0, B0}, + ‘)—@ " {p0. 50} ] 26)

wobei wir wieder die Terme so gruppiert haben, dass die Poisson-Klammern der Phasenraumko-
ordinaten dastehen. Gemif3 Gl. (21) ist dies nichts anderes als

Ly BEo) = ' |QA9B _0A0B| _
(470 85 w), = ,z,: [0% on opog) AP @D

was zu zeigen war. []
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2. LAGRANGE-DARSTELLUNG

Beispiel Betrachten wir kurz ein Teilchen der Masse m, das in einer Dimension einer
Beschleunigung g(#) unterworfen wird.

® Im Euler-Bild sind Hamilton-Funktion und Bewegungsgleichungen:

2

H() = r_ mg(t)x
2m
dx p dp
_— = = —_ = t
am a MW

Die Bahnkurve im Phasenraum ist

t t 1
p(t) = po +m / d'gt)  x()=xp+ Litm / ar / " g(¢")
0 m 0 0

® Fiir das Lagrange-Bild setzen wir die Euler-Losung in die Hamilton-Funktion ein:
L 1 t ?
H ,Pos 1) = — + dt'g(¢
(xg, P93 1) m (Po m'/() 8( ))

t t
— mg(t)<x0 + Py +m/ dt’/ dr” g(t”)>
m 0 0

_ p(2) ! !l
=om mg(t)xg + poy di'g(t) —tg® ) + F@)
m 0

t 2 t t
mit  F(f) = %( /0 dt'g(t')) -m /0 dar’ /0 dr’"’ g(t) g(?'")

Impuls und Ort des Teilchens werden diesmal als Funktionen der Anfangswerte aufgefasst:
t
pH(t; po) = po + m/ dr’g(t")
0
D t t
xE(t; xg, po) = xo + Dy m/ dt'/ dt” g('")
m 0 0

Man iiberpriift schnell, dass {xL(t), pL(t)} L= 1 gilt. Die anderen Poisson-Klammern sind

t
{xta, HE)}, =2+ / dt'g(t") — 1 g(0) — - (-mg(ry) = 22 = 2O
m 0 m m dp
o0H
{h 0, HY0), = ma) = -2

in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Identitit (27).
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Erginzung B,

Satz von Noether in der
Feldtheorie

Dem Satz von Noether sind wir in Kapitel I, §B.2.2 begegnet, und zwar fiir physikalische
Systeme mit diskreten Freiheitsgraden, beschrieben durch die verallgemeinerten Koordina-
teng; (i = 1,..., N). Der Satz erweist seine volle Tragweite allerdings erst fiir Felder, also
Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden, und zwar gleichermaflen vom klassischen
und quantisierten Standpunkt aus. Ein Feld breitet sich kontinuierlich im Raum aus, so dass
die Koordinaten g;(#) durch Felder ¢;(r, 7) zu ersetzen sind. An jeder Position befindet sich
eine dynamische Variable und man kann r als einen ,,kontinuierlichen Index* auffassen. Der
Index j in ¢; unterscheidet Komponenten des Felds und bleibt diskret: Fiir ein Vektorfeld
wire etwa j = X, y, Z.

1 Euler-Lagrange-Formalismus fiir Felder

Die Lagrange-Funktion L eines Felds setzt sich aus allen seinen Freiheitsgraden an den
Ortskoordinaten r zusammen und wird als ein Volumen-Integral geschrieben

L=/d3r$ )

Hier nennt man & die ,,Lagrange-Dichte*: Sie ist eine Funktion der Feldkomponenten ¢, (r)
und ihrer Ableitungen nach Zeit und Ort

L =L (¢p;(r.0,0,¢;(r.1),0,¢,(r.0); r,1) )

Wir verwenden eine kompakte Notation fiir die Ableitungen der Feldkomponenten ¢; ge-
maf

09; 09;
5] Ar,t=—j a~~r,t=—] 3
i p;(r,1) 5 ib;(r,1) or, 3)
Grundlagen kontinuierlicher Symmetrien, 1. Auflage. Franck Lalog. 41
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ERGANZUNG B,. SATZ VON NOETHER IN DER FELDTHEORIE

mit i = x,y, z. Die Lagrange-Dichte Z in Gl. (2) hingt von allen diesen Feldvariablen ab
und moglicherweise noch explizit von den Orts- und Zeitkoordinaten r, ¢. Dies beschreibt
etwa ein dufleres Potential oder eine von auflen einwirkende Storung.

Betrachten wir nun eine ,,Geschichte I' des Felds: Damit ist eine Funktion ¢ J (r, 1) ge-
meint, die fiir # = 7, und 7, vorgegebenen Feldverteilungen entspricht. Zu dieser Geschichte
oder kurz ,,Weg* gehort eine Wirkung S[I']:

t
S[F] :/bdl/d3rg(d)j(rvt)»a[¢j(rst)’0[¢/(r9t)7 r,t) (4)
Iq

Die ist offenbar die Verallgemeinerung der Wirkung (I.19) aus der Lagrange-Mechanik. Fiir
die Konvergenz der rdumlichen Integration nehmen wir an, dass die Felder im Unendlichen
geniigend schnell verschwinden.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt nun, dass unter den unendlich vielen Wegen,
die die Feldverteilungen am Anfangs- und Endzeitpunkt (¢, und ¢,) verbinden, derjenige
physikalisch realisiert wird, der die Wirkung S[I'] extremal macht. Um diesen Weg zu
finden, berechnen wir die Variation 6.5 der Wirkung, wenn man die Feldverteilung in-
finitesimal um 6¢;(r, 1) verriickt. Dazu gehdren auch Anderungen der Ableitungen, also
8(0,¢;(r.1)) und 5(9,¢;(r. 1)), und wir finden

g 0L 0L
3 .
E _/tu dt/d r Z, [5¢j(r, t)aqy +6(0,¢;(r, t))a(a,qﬁj)

+25 9,,(r, t))a(a 5 (5)
Nun gilt
5(0,;(r.0) = 2(5¢,(r, n)
5(3,,(r,1)) = (6¢,<r ) ©)

und iiber eine partielle Integration konnen wir die Ableitungen auf die anderen Terme ,,ab-
wiilzen®. Die Randterme verschwinden, weil die Variation 6¢; die festen Randbedingungen
bei ¢,, t, beachten muss und weil die Felder fiir r — oo nach Null gehen. Wir erhalten auf
diese Weise einen Integranden, in dem nur die Variation 6¢;(r, 1) selbst iibrig bleibt. Die
Wirkungsvariation hat die Form

rb 0F 0 0F 0 o0& ]
/t,, Ji 20 ’)[aqs, 01 00, 8) 4 ori 00;9)) "

Die Wirkung ist extremal, wenn ihre Variation (in erster Ordnung) Null ist: 6.5 = 0. Wenn
dies fiir beliebige rdumliche und zeitliche Verriickungen 6¢;(r, 1) erfiillt sein soll, muss der

Integrand in GI. (7) an jedem Punkt und fiir jeden Index j verschwinden. Wir erhalten die
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1. EULER-LAGRANGE-FORMALISMUS FUR FELDER

Euler-Lagrange-Gleichungen fiir alle Feldkomponenten:

0L 0 0 A

op;  0100,h)) 4 9r; 00,9;)

=0 ®)

Der letzte Term tritt bei diskreten Freiheitsgraden nicht auf [s. Gl. (I.17)]; er ist typisch
fiir Felder im kontinuierlichen Raum, deren raumliche Ableitungen 0,¢ : ebenfalls in die
Lagrange-Funktion eingehen.

Um die Ableitungen nach ¢ oder r; in GI. (8) zu berechnen, driickt man etwa 0.% /9(0,¢ ;) durch das
Feld und seine Ableitungen auf einem gegebenen Weg aus und beriicksichtigt in diesem Ausdruck
alle Ableitungen nach der Zeit.

In der relativistischen Physik wird man die Zeit- und Raumkoordinaten in einen Vierer-
vektor (ct, r) mit den Komponenten x* (4 = 0, 1, 2, 3) zusammenfassen (c ist die Lichtge-
schwindigkeit). Die Gleichung (8) nimmt die kompaktere Form an:

Z ()M —62 = g )
o 7000,9;)  0¢;
mit Ableitungen dﬂ = d/ox*, explizit: dy = 9/(cot), 0, = 9/or; (k = 1,2,3, die Vor-
zeichen beachten). Hiufig verwenden wir im Folgenden die Summationskonvention: iiber
doppelt auftretende Indizes (hier y) wird summiert und das Summenzeichen weggelassen.
Bemerkung

Die Wirkung (4) dndert sich nicht, wenn man zur Lagrange-Dichte eine totale Zeitableitung einer
beliebigen Funktion der Felder hinzufiigt, weil nach Ausfithrung des Zeitintegrals nur Beitrige
von den Anfangs- und Endkonfigurationen der Felder iibrig bleiben. Ahnliches gilt fiir das Ad-
dieren von rdaumlichen Gradienten in Form einer Divergenz, solange es keine Beitridge vom Rand
des Integrationsvolumens gibt.

Betrachten wir als Beispiel ein Feld mit einer Komponente ¢ und der Lagrange-Dichte
1r; 1
L =5[d - (V) - 0¢?] = 320" $)0,9) - 7] (10)

mit Konstanten ¢ und w. Die bendtigten Ableitungen betragen

0L

2 0L 0L 2
0Z _ 2y 92 _ =~ (11)
o o 9(0yh) ¢
Die Bewegungsgleichung gemif Gl. (8) lautet
0=(w*+0; —c*V?) = (0 +c%0"0,) ¢ (12)

wobei wir ¢ mit der Lichtgeschwindigkeit identifizieren und (o) = (c—la,, —V). Dieses
Beispiel diskutieren wir genauer in Ergénzung Cy;, §3: Es handelt sich bei Gl. (12) um die
sogenannte ,,Klein-Gordon-Gleichung*.
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ERGANZUNG B,. SATZ VON NOETHER IN DER FELDTHEORIE

2 Symmetrietransformation und erhaltener Strom
Betrachten wir nun folgende Variation der Feldkomponenten ¢;:

8¢p;(r, 1) = Se f;(y(r, 1), §y(r,1), 0,y (r, 1); 1) (13a)

wobei die Funktion f; von allen aufgeschriebenen Variablen und Indizes /, m abhédngen
kann und ée wie in Gl. (I.30a) ein infinitesimaler Parameter ist. Fiir die Ableitungen des
Felds ergeben sich als Variationen

5p;(r. 1) = 8e f(y(r, 1), by (r, 1), 0, (r,1); 1)
810k ep;(r.1)] = 6 O f 1 (y(r. 1), by (. 1), 0, by (. 1): 1) (13b)

mit Ableitungen von f, die wie in GI. (I.32) zu berechnen sind. Die Variation der Lagrange-
Dichte betrédgt somit

_ 0L . 0L 0%
552_54;; [ij+fj@+zk:(akfj)m (13¢)

Wir nehmen nun wie in Gl. (I.34) an, dass diese Variation als die totale Zeitableitung
einer Funktion A geschrieben werden kann:

69=&%M@ma@maa@mmn (14

was fiir das Prinzip der kleinsten Wirkung keine Anderung bedeutet. (Damit liegt eine in-
finitesimale Symmetrietransformation vor.) Berechnen wir die Zeitableitung der Funktion

X £;0Z /0
dt[z ’aqb] Z[f Jat(gfﬂ
_Z[f ( Z ka(akqb))]
=%‘§ﬂ(ﬁ%>=%“§a"<“%> "

unter Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichung (8) in der zweiten Zeile. Die Zeit-
ableitungen zusammengefasst, erhalten wir schlielich

%[;fj%_A]+§ak<fj%>=o (16)

Dies ist eine Kontinuitétsgleichung, lokal formuliert fiir eine gewisse Dichte p(r, f) und eine
dazugehorige vektorielle Stromdichte J (r, ¢), ndmlich:

p(r,1) = ij7 —A und J (r,f)= ij#i) a7
j J

J
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3. VERALLGEMEINERTE FORMULIERUNG IN DER RAUMZEIT

Hat man einmal p(r, ¢) als Funktion von Raum- und Zeitkoordinaten ausgedriickt, schreibt
man den Erhaltungssatz (16) in der Form

%p +V-J=0 (18)
die man von der lokalen Erhaltung der elektrischen Ladung kennt. Er gibt an, wie die Dich-
te p in einem Volumen in dem Mafie zunimmt, wie der Strom J durch die Oberfliche in
das Volumen hineinflieBt. Fiir Systeme mit diskreten Koordinaten aus Kapitel I lieferte das
Noether-Theorem fiir eine gegebene Transformation nur eine Erhaltungsgrofe. Hier in der

Feldtheorie ergeben sich unendlich viele Relationen, so viele wie es Punkte r im Raum gibt.

3 Verallgemeinerte Formulierung in der Raumzeit

Wihrend die Hypothese (14) die Zeitkoordinate bevorzugt hat, konnen wir sie auf eine Form
verallgemeinern, die Zeit und Raum symmetrischer behandelt: Wir machen fiir die Variation
der Lagrange-Dichte folgenden Ansatz:

5 =5£(%A+V -A> = 6¢ 9, A* (19)
Hier steht ein Vektorfeld A, das wie A in Gl. (14) von den Feldkomponenten und ihren
Ableitungen abhingt. Wir fassen es in einen Vierervektor (cA,A) mit den Komponen-
ten A# (4 = 0,...,3) zusammen. Wenn A am Rand des Integrationsvolumens in GI. (1)
verschwindet, sind die Lagrange-Dichten <& und & + 6 wieder gleichwertig (Symme-
trietransformation). Die Uberlegungen aus §2 konnen wir fast unverindert iibernehmen,
das Vektorfeld korrigiert lediglich den Ausdruck fiir die Stromdichte

0L
J(r,t)= Y fi———A,, k=1,2,3 (20)
¢ ;’d%%) ¢

Dies ist die allgemeine Form des Satzes von Noether fiir Lagrange-Dichten, die auch von
rdaumlichen Ableitungen abhéngen. Eine in Raum- und Zeitkoordinaten symmetrische For-
mulierung des Erhaltungssatzes (18) erhalten wir mit dem ,,Viererstrom* (J#) = (¢p, J):

0, " =0 @1

Der Satz von Noether hat zahlreiche Anwendungen fiir Felder, insbesondere in der Quanten-
feldtheorie, wo den von Symmetrien erzeugten Erhaltungsgroflen und ihren Stromen eine
zentrale Rolle zukommt. Die Leserin verweisen wir dazu auf Peskin und Schroeder (2018)
und Zinn-Justin (2021). Hier wollen wir als einfaches Beispiel die Energieerhaltung disku-
tieren.

4 Lokale Energieerhaltung

Wenn die Lagrange-Dichte nicht explizit von der Zeit t abhéngt, erzeugen wir eine Sym-
metrietransformation, indem wir das Feld ¢(r, f) um einen infinitesimalen Schritt ¢ in der
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ERGANZUNG B,. SATZ VON NOETHER IN DER FELDTHEORIE

Zeit verschieben. Der Einfachheit halber betrachten wir ein skalares Feld und lassen den
Index j weg. Wir haben dann 8¢ = & ¢ und somit f = ¢ in Gl. (13a). Unter dieser Varia-
tion dndert sich £ iiber seine Abhéingigkeit vom Feld und dessen Ableitungen. Und weil &
nicht explizit von der Zeit abhéngt, haben wir einfach 6& = ¢ dZ /dt. Wirlesen A = &
und A = 0 ab, so dass erhaltene Dichte und Stromdichte durch

0L

0L .
pp=¢p——-Z und Jp,=¢
E EET0(0,0)

o
gegeben werden. Sie werden als Energiedichte und Energiestromdichte des Felds interpre-
tiert. Das Raumintegral iiber p (die Gesamtenergie der Feldverteilung) spielt die Rolle der
Hamilton-Funktion in der Feldtheorie, pg selbst ist also eine ,,Hamilton-Dichte®.

Fiir das skalare Feld ¢(r, ) mit der Lagrange-Dichte (10) finden wir aus Gl. (22) als eine
lokal erhaltene GrofB3e die Energiedichte

(22)

PE = %[dﬂ + @’ + (VP mit Jp=-c?$Ve 23)

Sie erhilt im ersten Term ¢»* die kinetische Energie des Felds, dann folgen als potentielle
Energien die Terme mit ¢? und (V¢)?. Die Energiestromdichte kombiniert die zeitliche mit
einer raumlichen Ableitung von ¢.

In der Elektrodynamik im leeren Raum bestehen die Felder E und B aus insgesamt sechs
Komponenten, die man relativistisch geschrieben in einen antisymmetrischen Tensor F),,
zusammenfasst und durch ein Vierervektor-Potential ausdriickt: F,, = d,A, — d,A,,. Die
Lagrange-Dichte #(A,,,d,A,,) ist proportional zu der relativistischen Invariante F,, F*",
explizit zu ey E* — B / ,, wihrend Energiedichte und Energiestrom proportional zu £ E? +
B?/u,, und zum Poynting-Vektor E x B sind.

f]bung Betrachten Sie eine Lagrange-Dichte, die nicht explizit von der Ortskoordinate r
abhingt, sondern nur indirekt {iber ein skalares Feld ¢ und seine Ableitungen. Zeigen Sie,
dass es drei lokal erhaltene Grofien gibt, deren Dichten und Stromdichten durch
0L 0L
=—0 nd Jy=—-0,0—-06,Z 24

Px ad) xd) u xk a(ak¢) xd) kx ( )
gegeben sind. (Fiir die anderen zwei Grofen ersetze x durch y, z.) Physikalisch beschreiben
sie die drei Komponenten des Feldimpulses. Die Komponenten J;;, der Stromdichten bilden
einen 3 X 3-Tensor, den man den ,,Spannungstensor* nennt.
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