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Grundlegende Eigenschaften von Supraleitern

Abstract

Das Verschwinden des elektrischen Widerstands, die Beobachtung des ideal diamagnetischen
Verhaltens, das Auftreten quantisierter magnetischer Flussschlduche oder die Flussquantisie-
rung in supraleitenden Ringen sind sehr charakteristische Eigenschaften von Supraleitern,
die wir in Kap. 1 detailliert betrachten werden. In den Abschn. 1.1-1.3 werden wir die grund-
legenden Effekte vorstellen, aber noch nicht erkldren. In Abschn. 1.4 werden wir sehen, dass
all diese Eigenschaften verstdndlich werden, wenn wir den supraleitenden Zustand als eine
kohérente Materiewelle erkennen. Wir werden in Abschn. 1.5 aufierdem Experimente kennen-
lernen, die diese Welleneigenschaft eindrucksvoll demonstrieren.

1.1 Das Verschwinden des elektrischen Widerstands

Abstract

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunédchst mit der Frage befassen, wie der Widerstand von
Metallen zustande kommt. Wir werden sehen, dass eine rein klassische Herangehensweise
nur begrenzt zielfithrend ist. Erst die Einbeziehung einiger Aspekte der Quantenmechanik —
insbesondere des Welle-Teilchen-Dualismus sowie des Pauli-Prinzips - erlaubt ein weiterge-
hendes Verstidndnis. Diese Thematik wird in Lehrbiichern zur Festkorperphysik ausfiihrlich
betrachtet. Wir werden an dieser Stelle nur einige zentrale Grundbegriffe kennenlernen.

Nach diesem Exkurs in die Metallphysik werden wir uns zunédchst unterschiedlichen Mess-
methoden zuwenden, um »Widerstand null« experimentell zu untersuchen. Man muss sich
natiirlich dariiber klar sein, dass es grundsitzlich unmdglich ist, mit einem Experiment die
Aussage, der Widerstand sei exakt null, zu beweisen. Ein Experiment kann immer nur eine
obere Grenze fiir den Widerstand eines Supraleiters liefern.

1.1.1 Grundlegendes zum Widerstand von Metallen

Wir wissen, dass der Ladungstransport in Metallen iiber Elektronen erfolgt. Schon sehr
frith wurde die Vorstellung entwickelt (Paul Drude 1900, Hendrik Anton Lorentz 1905),
wonach in einem Metall eine bestimmte Anzahl von Elektronen pro Atom - in den Alka-
limetallen z. B. ein Elektron, das Valenzelektron - frei, gleichsam als Gas vorhanden sei.
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12 | 1 Grundlegende Eigenschaften von Supraleitern

Unter dem Einfluss eines elektrischen Felds werden die freien Elektronen beschleunigt.
Nach einer gewissen Zeit, der mittleren Stof3zeit 7, stofien sie mit Atomen zusammen,
geben ihre aus dem elektrischen Feld aufgenommene Energie ab und werden von neuem
beschleunigt. Die Existenz freier Ladungstréger, die mit dem Metallgitter nur {iber Stofie
wechselwirken, macht die gute Leitfahigkeit der Metalle verstdndlich. Nicht zuletzt ergibt
sich in diesem klassischen Bild das ohmsche Gesetz, das wir unter Verwendung spezifi-
scher Grofien als f = oF schreiben kdnnen. Hierbei ist f die elektrische Stromdichte, E
das elektrische Feld und o die elektrische Leitfdhigkeit. Fiir die elektrische Leitfihig-
keit ergibt sich der Ausdruck ¢ = ne?r/m (n: Dichte der Elektronen, m: Elektronenmasse).

Auch der Anstieg des Widerstands (Abnahme der Leitfahigkeit) mit steigender Tempera-
tur wird zwanglos erkldrt. Mit wachsender Temperatur wird die ungeordnete thermische
Bewegung der Atome eines Metalls — die Atome schwingen mit statistischer Amplitude um
ihre Ruhelage - grof3er. Damit wird die Wahrscheinlichkeit fiir Stof3e zwischen den Elek-
tronen und den Atomen gréfier, d. h., die Zeit zwischen zwei St6f3en wird kleiner. Da die
Leitfahigkeit direkt proportional ist zu der Zeit, die die Elektronen im Feld frei beschleunigt
werden, nimmt sie mit wachsender Temperatur ab — der Widerstand nimmt zu.

Die klassische Vorstellung stof3t aber rasch an ihre Grenzen, etwa wenn man den Beitrag
der Elektronen zur inneren Energie des Festkorpers betrachtet. Nach sehr allgemeinen
Gesetzmifligkeiten der klassischen statistischen Thermodynamik sollten alle Freiheits-
grade' eines Systems im Mittel k T/2, mit der Boltzmann-Konstanten k, = 1,38-10~** Ws/K,
zur inneren Energie des Systems beitragen. Das heifit auch, die freien Elektronen sollten
den fiir ein einatomiges Gas charakteristischen Beitrag von 3k,T/2 pro freies Elektron lie-
fern. Messungen der spezifischen Warme von Metallen zeigten jedoch, dass der Beitrag
der Elektronen zur Gesamtenergie der Metalle etwa 1000-mal kleiner ist, als nach den
klassischen Gesetzen erwartet werden muss.

Zum genaueren Verstindnis werden einige elementare Aspekte der Quantenmechanik
benotigt. Eine Eigenschaft der Quantentheorie besteht darin, dass jedem physikalischen
System diskrete Zustdnde zugeordnet werden. Ein Austausch physikalischer Grofien, etwa
der Energie, kann nur dadurch erfolgen, dass das System von einem Zustand in einen
anderen iibergeht. Wird der fiir irgendeinen solchen Ubergang erforderliche Betrag der
Energie oder einer anderen Austauschgrdfie nicht angeboten, so bleibt der Zustand stabil.

Ebenso hat uns die Quantentheorie gelehrt, dass Teilchenbild und Wellenbild kom-
plementire Beschreibungen ein und desselben physikalischen Gegenstandes sind. Dabei
kann als einfache Regel gelten, dass es zweckmifig ist, Ausbreitungsvorginge im Wellen-
bild und Austauschprozesse bei der Wechselwirkung mit anderen Systemen im Teilchen-
bild zu beschreiben.

Nach Louis de Broglie kann jedem bewegten Teilchen auch eine Welle zugeordnet wer-
den, wobei die Wellenlidnge gleich der planckschen Konstanten h dividiert durch den Betrag
des Impulses p des Teilchens ist, also A= h/p. Das Betragsquadrat der Wellenamplitude

1 Als thermodynamischen Freiheitsgrad bezeichnen wir jede Koordinate des Systems, die quadratisch
in die Gesamtenergie eingeht. Beispiele sind die Geschwindigkeit, E,, = (1/2) mv?, oder die Verschiebung
x aus der Ruhelage bei linearem Kraftgesetz, E, = (1/2) Dx? (D = Kraftkonstante).
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am Ort (x, y, z) ist dabei ein Maf3 fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an diesem Ort
anzutreffen.

Das Teilchen wird also iiber den Raum »verschmiert«. Will man im Wellenbild ausdrii-
cken, dass ein Ort fiir den Aufenthalt des Teilchens besonders bevorzugt ist, so muss man
eine Welle zusammensetzen, die an diesem Ort eine besonders hohe Amplitude gegeniiber
allen anderen Orten hat — man nennt eine solche Welle ein Wellenpaket. Die Geschwin-
digkeit, mit der das Wellenpaket im Raum lduft, ist dann gleich der Geschwindigkeit des
Teilchens.

Fiir die mit einem bewegten Teilchen verbundene Welle — man spricht von der »Mate-
riewelle« oder von der »Wellenfunktion« - existiert, wie fiir jeden Wellenvorgang, eine
charakteristische Differentialgleichung, die fundamentale Schrodinger-Gleichung.

Auch die Elektronen im Inneren eines Metalls haben Wellencharakter. Die Schrédin-
ger-Gleichung gibt uns unter einigen vereinfachenden Annahmen die diskreten Quanten-
zustidnde fiir diese Elektronenwellen in der Form eines Zusammenhangs zwischen den
erlaubten Energien E und dem sog. Wellenzahlvektor oder kurz Wellenvektor k. Der Betrag

von k ist gegeben durch 277/4 und die Richtung von k ist die Ausbreitungsrichtung der
Welle. Fiir ein vollig freies Elektron ist dieser Zusammenhang sehr einfach. Es gilt:

k2
T om 1-1)

(m ist die Masse des Elektrons; # = h/27).

Nun sind die Elektronen im Inneren eines Metalls nicht vollig frei. Sie sind erstens auf
das Volumen des Metallstiickes beschrinkt; sie sind in dem Metall wie in einem Kasten
eingesperrt. Diese Beschriankung fiihrt dazu, dass die erlaubten k -Werte diskret werden,
einfach deshalb, weil die zugelassenen Elektronenwellen an den Winden des Kastens
gewisse Bedingungen (Randbedingungen) erfiillen miissen. Man kann z. B. fordern, dass
die Amplitude der Elektronenwelle am Rand verschwindet.

Zum Zweiten spiiren die Elektronen im Inneren eines Metalls {iber die elektrostatischen
Krifte die positiv geladenen Rumpfatome, die im Allgemeinen periodisch angeordnet sind.
Man sagt, die Elektronen befinden sich in einem periodischen Potenzial. Damit meint man,
dass die potenzielle Energie der Elektronen in der Ndhe der positiv geladenen Atomriimpfe
niedriger ist als zwischen den Atomen. Dieses periodische Potenzial fiihrt dazu, dass im
E-k -Zusammenhang nicht mehr alle Energien erlaubt sind. Es ergeben sich vielmehr Berei-
che erlaubter Energien, die getrennt sind von Bereichen verbotener Energien. Ein Beispiel
eines solchen durch ein periodisches Potenzial modifizierten E-k -Zusammenhangs ist in
Abb. 1.1 schematisch dargestellt. Man spricht von Energiebindern.

In diese Zustdnde miissen die Elektronen eingefiillt werden. Hierbei ist ein weiteres
wichtiges Prinzip zu beachten, das von Wolfgang Pauli 1924 formuliert worden ist. Dieses
Pauli-Prinzip besagt, dass Elektronen (allgemeiner alle Teilchen mit halbzahligem Spin,
sog. Fermionen) jeden diskreten Zustand der Quantenphysik nur einfach besetzen kénnen.
Da der Eigendrehimpuls (Spin) der Elektronen eine hier bisher nicht betrachtete Quanten-
zahl mit zwei Werten darstellt, konnen wir aufgrund des Pauli-Prinzips nur je zwei Elek-

tronen in jeden unserer diskreten E -Werte einfiillen. Wir miissen also, um alle Elektronen
eines Metalls unterzubringen, die Zustdnde bis zu relativ hohen Energien auffiillen. Die

13



14 | 1 Grundlegende Eigenschaften von Supraleitern

T Abb.1.1 Energie-Impuls-Zusammen-
: hang fur ein Elektron im periodischen

Potenzial. Der Zusammenhang, GL. (1-1),
flr freie Elektronen ist als gestrichelte
Parabel eingezeichnet.

Energie, bis zu der wir dabei auffiillen, nennt man die Fermi-Energie E,. Die Dichte der
Zustidnde pro Energieintervall und Volumeneinheit bezeichnet man als Zustandsdichte
N(E). Im einfachsten Fall bilden die gefiillten Zustdnde im Impulsraum dabei eine Kugel,
die sog. Fermi-Kugel, bei der die Zustdnde mit mdoglichst kleinem B bzw. Ik | besetzt
sind. Im Allgemeinen erhélt man aber sehr komplex geformte Korper.

Ein Metall kann dadurch charakterisiert werden, dass die Fermi-Energie in ein erlaubtes
Energieband fillt, d. h., dass wir ein Band nur teilweise auffiillen®. In Abb. 1.1 ist fiir diesen
Fall die Fermi-Energie eingezeichnet.

Die Besetzung der Zustdnde wird durch die Verteilungsfunktion fiir ein System von
Fermionen, die Fermi-Funktion, bestimmt. Diese Fermi-Funktion, die dem Pauli-Prinzip
Rechnung trigt, lautet:

= 1
T e(E-Ep)/kpT 4y 1-2)

Diese Fermi-Funktion ist in Abb. 1.2 fiir den Fall T = 0 (gestrichelte Kurve) und fiir
den Fall T # 0 (ausgezogene Kurve) dargestellt. Fiir endliche Temperaturen wird die
Fermi-Verteilung etwas verschmiert. Die Verschmierung ist etwa gleich der mittleren
thermischen Energie, also bei Zimmertemperatur etwa gleich 1/40 eV?. Die Fermi-Ener-
gie ist bei endlichen Temperaturen diejenige Energie, bei der die Verteilungsfunktion
den Wert 1/2 annimmt. Sie liegt in der Gréf3enordnung von einigen Elektronenvolt. Das
heif3t aber - und das ist sehr wichtig -, dass die Verschmierung an der Fermi-Kante bei
normalen Temperaturen sehr gering ist. Man nennt ein solches Elektronensystem ein
»entartetes Elektronengas«.

Mit diesen Uberlegungen verstehen wir nun auch den sehr kleinen Beitrag der Elektro-
nen zur inneren Energie. Es konnen nach dem eben gesagten nur sehr wenige Elektronen,

2 EinIsolator oder auch ein Halbleiter ergibt sich, wenn wir beim Einfiillen der Elektronen nur volle Bidn-
der erhalten. Das ist leicht einzusehen. Die Elektronen eines vollen Bandes konnen aus dem elektrischen
Feld keine Energie aufnehmen, da sie keine freien Zustdnde finden.

3 eVisteine bei elementaren Prozessen gebrauchliche Energieeinheit. 1 eV =1,6 - 107 J.
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Abb. 1.2 Fermi-Funktion. £, betragt
1 - — — 1 einige Elektronenvolt, die Temperatur-
I g verschmierung dagegen nur einige
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nidmlich nur die innerhalb der Verschmierung der Fermi-Kante liegenden, an den thermi-
schen Austauschprozessen teilnehmen. Alle anderen konnen mit thermischen Energien
gar nicht angeregt werden, weil sie keine freien Plétze finden, in die sie nach der Anregung
gehen konnten.

Wir wollen jetzt betrachten, wie man sich im Rahmen der Quantentheorie das Zustan-
dekommen des elektrischen Widerstands vorstellen muss. Die Elektronen werden jetzt
als Wellenpakete beschrieben, die den Kristall in allen Richtungen durchlaufen. Ein Strom
kommt dadurch zustande, dass etwas mehr Wellen in der Richtung des Stroms laufen als
entgegengesetzt. Die Wechselwirkung mit den Rumpfatomen fiihrt zu einer Streuung der
Elektronenwellen. Diese Streuung entspricht den Stéfien im Teilchenbild. Sie kann - und
das ist im Wellenbild neu - nicht am streng periodischen Gitter erfolgen. Die mit Hilfe
der Schrodinger-Gleichung bestimmten Zustdnde der Elektronen sind stabile Quanten-
zustdnde. Erst eine Storung des periodischen Potenzials, sei sie nun durch die thermi-
schen Schwingungen der Atome, durch Fehler im Gitteraufbau oder durch Fremdatome
hervorgerufen, kann eine Streuung der Elektronenwellen, d. h. eine Umbesetzung der
Quantenzustidnde, bedingen. Die Streuung an den thermischen Schwingungen ergibt den
temperaturabhidngigen Anteil des Widerstands und die an den Baufehlern und Fremd-
atomen den Restwiderstand.

Was natiirlich auch bei quantenmechanischer Betrachtung bleibt, ist die Tatsache, dass
Metalle einen endlichen Widerstand haben. Das ohmsche Gesetz, wie auch der Ausdruck
fiir die Leitfahigkeit, o = ne?t/m, den wir bereits im klassischen Bild kennengelernt haben,
bleibt bestehen.

Dies macht das Verschwinden des elektrischen Widerstands im supraleitenden Zustand
umso ungewdhnlicher.

Wir haben gesehen, dass wir irgendwelche Mechanismen brauchen, die eine Wechsel-
wirkung zwischen den einen Strom tragenden Elektronen eines Supraleiters und dem Git-
ter verbieten. Nimmt man an, dass die »supraleitenden« Elektronen in einem gemeinsamen
Quantenzustand sind, so wire eine gewisse Stabilitit dieses Zustands verstindlich. In den
vorangegangenen Uberlegungen haben wir Quantenzustinde fiir einzelne Elektronen
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16 | 1 Grundlegende Eigenschaften von Supraleitern

betrachtet und so getan, als wiirden sich diese Zustdnde nicht &ndern, wenn wir sie mit
Elektronen besetzen. Existiert aber eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen, so
ist diese Behandlung nicht mehr in Strenge richtig. Wir miissen vielmehr fragen, welche
Zustédnde das System der Elektronen mit Wechselwirkung hat, anders gesagt, welche Kol-
lektivzustidnde existieren. Hierin liegt das Verstidndnis, aber auch die Schwierigkeit der
Supraleitung. Sie ist ein typisches Quanten- und Kollektivphdnomen, charakterisiert durch
die Ausbildung einer makroskopischen, kohdrenten Materiewelle, die sich reibungs-
frei durch den Supraleiter bewegen kann.

1.1.2 Dauerstrome im Supraleiter

Schon aus den ersten Beobachtungen der Supraleitung an Quecksilber ergab sich die grund-
legende Frage, wie grof3 die Widerstandsabnahme bei Eintritt der Supraleitung ist. Oder
anders ausgedriickt: Wie gerechtfertigt ist es, von einem Verschwinden des elektrischen
Widerstands zu sprechen? Wir wollen dies nachfolgend beantworten, indem wir im Rah-
men einer Textbox unterschiedliche Methoden (und deren Ergebnisse) zum Nachweis ex-
trem kleiner Widerstdnde diskutieren.

Wir wissen heute, dass der Widerstandssprung bei Eintritt der Supraleitung mindes-
tens 14 Zehnerpotenzen betrégt [1]. Ein Metall im supraleitenden Zustand konnte damit
hochstens einen spezifischen Widerstand haben, der etwa 17 Zehnerpotenzen kleiner ist
als der spezifische Widerstand von Kupfer, einem unserer besten metallischen Leiter. Da
wohl niemand eine Vorstellung mit der Angabe »17 Zehnerpotenzen« verbinden kann, soll
noch ein anderer Vergleich gegeben werden: Der Widerstandsunterschied zwischen einem
Metall im supraleitenden und im normalleitenden Zustand ist mindestens ebenso grofy wie
zwischen Kupfer und gebriduchlichen Isolatoren.

Nach diesen Erfahrungen erscheint es gerechtfertigt, zumindest vorldufig anzunehmen, dass
der elektrische Widerstand im supraleitenden Zustand wirklich verschwindet. Es sei hier aller-
dings darauf hingewiesen, dass diese Aussage nur unter speziellen Bedingungen gilt, ndmlich
fiir nicht zu grof3e Gleichstrome. Der Widerstand kann endlich werden, wenn sich magnetische
Flussschlduche im Supraleiter befinden. Auch hat man bei Wechselstrémen einen von null ver-
schiedenen Widerstand. Wir werden darauf in spéteren Kapiteln genauer eingehen.

Methoden 1.1 Messung extrem kleiner elektrischer Widerstiande

Bei den ersten Untersuchungen zur Supraleitung wurde eine konventionelle Methode
der Widerstandsmessung verwendet. Es wurde die elektrische Spannung an der von
einem Strom durchflossenen Probe gemessen. Dabei konnte nur festgestellt werden, dass
der Widerstand bei Eintritt der Supraleitung auf weniger als ein Tausendstel abnimmt. Von
einem Verschwinden des Widerstands zu sprechen, war also nur insoweit gerechtfertigt,
als dass der Widerstand unter die Empfindlichkeitsgrenze der Messanordnung absank und
damit nicht mehr nachgewiesen werden konnte.

Es ist natiirlich fiir das Verstdndnis einer solch neuen Erscheinung sehr wichtig, mit
moglichst empfindlichen Methoden zu testen, ob auch im supraleitenden Zustand noch




1.1 Das Verschwinden des elektrischen Widerstands

ein Restwiderstand gefunden werden kann. Es geht also darum, extrem kleine Wider-
stande zu messen. Dafiir wurde schon 1914 von Kamerlingh-Onnes die schlechthin beste
Methode verwendet. Kamerlingh-Onnes beobachtete nimlich das Abklingen eines
Stroms in einem geschlossenen supraleitenden Kreis. Die in einem solchen Strom
gespeicherte Energie wird, falls ein Widerstand vorhanden ist, allméhlich in joulesche
Wirme verwandelt. Man braucht also nur einen solchen Strom zeitlich verfolgen. Klingt er
im Laufe der Zeit ab, so ist mit Sicherheit noch ein Widerstand vorhanden. Kann man kein
solches Abklingen feststellen, so ldsst sich aus der Beobachtungszeit und der Geometrie des
supraleitenden Stromkreises eine obere Grenze fiir den Widerstand angeben.

Diese Methode kann um viele Zehnerpotenzen empfindlicher gemacht werden als
die iibliche Strom-Spannungs-Messung. In Abb. 1.3 ist sie im Prinzip veranschaulicht.
Wir haben einen Ring aus supraleitendem Material, z. B. Blei, oberhalb der Ubergangs-
temperatur T, also im normalleitenden Zustand. Ein Magnetstab sorgt dafiir, dass die
Ringdffnung von einem Magnetfeld durchsetzt wird. Nun kiithlen wir den Ring auf
eine Temperatur ab, bei der er supraleitend ist (T < T,). An dem Magnetfeld* durch
die Offnung dndert sich dabei praktisch nichts. Dann nehmen wir den Magneten weg.
Dabei wird in dem supraleitenden Ring ein Strom angeworfen, weil jede Anderung des
magnetischen Flusses @ durch den Ring eine elektrische Spannung lings des Ringes
erzeugt. Diese Induktionsspannung wirft den Strom an.

Wire der Widerstand exakt null, so sollte dieser Strom als sog. »Dauerstrom« unver-
dndert flieflen, solange der Bleiring supraleitend bleibt. Ist irgendein Widerstand R vor-
handen, so nimmt der Strom nach einem Exponentialgesetz ab. Es gilt:

I(t) = Ioe_gt (1-3)

zuerst abkdhlen — dann Magnet wegnehmen

T>T, T<T,
Ring normalleitend Ring supraleitend mit Dauerstrom /g

Abb. 1.3  Zur Erzeugung eines Dauerstroms in einem supraleitenden Ring.

4 Wir werden fast durchgehend die Grofie B als magnetische Feldgroie verwenden und sie der Einfach-
heit halber »magnetisches Feld« anstelle von »magnetischer Flussdichte« nennen. Da die uns interessie-
renden Magnetfelder, auch diejenigen im Supraleiter, durch makroskopische Strome erzeugt werden, ist

eine Unterscheidung von magnetischer Feldstirke A und magnetischer Flussdichte B unndtig.
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Dabei ist I, der Strom zu einem Zeitpunkt, von dem aus wir die Zeit zéhlen. I(¢) ist
der Strom zur Zeit t. R ist der Widerstand und L ist der Selbstinduktionskoeffizient, der
nur von der Geometrie des Ringes abhingt®.

Fiir eine Abschitzung wollen wir annehmen, dass wir einen Drahtring von 5 cm
Durchmesser mit einer Drahtdicke von 1 mm verwenden. Der Selbstinduktionskoef-
fizient L eines solchen Ringes ist etwa 1,3-1077 H. Klingt in einem solchen Ring ein
Dauerstrom innerhalb 1 h um weniger als 1 % ab, so kann man daraus schliefien®, dass
der Widerstand kleiner sein muss als 4-107!* Q. Das aber bedeutet eine Widerstands-
dnderung bei Eintritt der Supraleitung um mehr als acht Zehnerpotenzen.

Bei all diesen Versuchen muss die Stirke des Dauerstroms beobachtet werden. In den
ersten Experimenten [2] geschah dies einfach mit einer Magnetnadel, deren Auslen-
kung im magnetischen Feld des Dauerstroms beobachtet wurde. Eine empfindlichere
Anordnung wurde von Kamerlingh-Onnes und etwas spéter von Tuyn [3] verwendet.
Sie istin Abb. 1.4 schematisch dargestellt. In den beiden supraleitenden Ringen 1 und 2
wird iiber einen Induktionsvorgang ein Dauerstrom angeworfen. Dieser Strom versucht,
die beiden Ringe in paralleler Lage zu halten. Nun kann man einen der beiden Ringe
(hier den inneren) an einem Torsionsfaden aufhdngen und etwas aus der Parallellage
herausdrehen. Dabei wird der Torsionsfaden durch die Riickstellkraft des Dauerstroms
verdrillt. Es ergibt sich eine Gleichgewichtslage, bei der die Drehmomente von Dauer-
strom und Torsionsfaden gleich grof sind. Diese Gleichgewichtslage wird tiber einen
Lichtzeiger sehr empfindlich beobachtet. Klingt der Dauerstrom in den Ringen ab, so
wiirde der Lichtzeiger eine Verdnderung der Gleichgewichtslage anzeigen. Bei allen
derartigen Experimenten ist nie eine Anderung des Dauerstroms beobachtet worden.

Eine hiibsche Demonstration fiir supraleitende Dauerstrome ist in Abb. 1.5
dargestellt. Ein kleiner Permanentmagnet, der auf eine supraleitende Bleischale her-
abgesenkt wird, wirft nach der lenzschen Regel Induktionsstrome so an, dass eine
Abstofiung des Magneten zustande kommt. Die Induktionsstrome tragen den Magne-
ten in einer Gleichgewichtshohe. Man nennt diese Anordnung einen »schwebenden
Magneten«. Der Magnet wird so lange getragen, wie die Dauerstrome im Blei flieflen,
d. h. solange das Blei supraleitend gehalten wird. Mit Hochtemperatursupraleitern wie
YBa,Cu,O, kann die Levitation leicht an Raumluft vorgefiihrt werden. Man kann
wahre Schwergewichte wie den in Abb. 1.6 gezeigten Sumoringer schweben lassen.

Die empfindlichsten Anordnungen zur Festlegung einer oberen Grenze fiir den
Widerstand im supraleitenden Zustand verwenden Leitergeometrien mit besonders
kleinem Selbstinduktionskoeffizienten L und steigern die Beobachtungszeit. Mit

5 Der Selbstinduktionskoeffizient L kann definiert werden als der Proportionalitdtsfaktor zwischen der
Induktionsspannung an einem Leiter und der zeitlichen Anderung des Stroms durch den Leiter, also via
Uipg = —Lj—f, Die in einem Ring mit Dauerstrom gespeicherte Energie ist gegeben durch 1/2 L-I. Die zeit-
liche Anderung dieser Energie ist gerade gleich der im Widerstand auftretenden jouleschen Wirmeleistung
R-I?. Es gilt also —%(%LIZ) =R - I?. Damit erhilt man die Differentialgleichung —j—f = g -1, deren Losung
Gleichung (1-3) ist.

6 FiireinenKreisringmitdem Radiusrauseinem Drahtder Dicke 2d mitebenfallskreisformigem Querschnitt

—1n 0,99-1,3-10~7 Vs

(r» d) gilt: L = por - [In(8r/d) — 2], mit u,= 47107 Vs/Am. Damit folgt R < —=——5——-= =36 1072Q.



1.1 Das Verschwinden des elektrischen Widerstands

Abb. 1.4 Anordnung zur Beobachtung
eines Dauerstroms (nach [3]). Ring 1 ist am
Kryostaten verankert.

Torsionsfaden

Spiegel

Lichtanzeiger

(a) | O]

Abb. 1.5 Der »schwebende Magnet« zur Demonstration der Dauerstrome in supraleitendem
Blei, die beim Absenken durch Induktion angeworfen werden. (a) Ausgangslage, (b) Gleichge-
wichtslage.
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solchen hochgeziichteten Apparaturen konnte die Grenze weiter erniedrigt werden.
Die modernen supraleitenden Magnetfeldmesser (sieche Abschn. 7.6.4) erlauben eine
weitere Steigerung der Empfindlichkeit bis hin zu dem eingangs erwédhnten Ergebnis,
dass der spezifische Widerstand im Supraleiter mindestens 17 Zehnerpotenzen kleiner
ist als der spezifische Widerstand von Kupfer.

Abb. 1.6 Anwendung der berlihrungs-
freien Levitation durch die Dauer-
strome in Supraleitern. Der Sumoringer
inklusive Bodenplatte wiegt

202 kg. Der verwendete Supraleiter

ist YBa,Cu,0, (Wiedergabe mit freund-
licher Genehmigung durch das Inter-
national Superconductivity Research
Center (ISTEC) und Nihon-SUMO Kyokai
(Japan, 1997)).

e
- TOSANOUM:I |
o (Sumo Wrestler)
 Height of Tosanoumi  186cm
Weightof Tosanoumi 142y
Weight of disk 80Ky
Total weight

1.2 Idealer Diamagnetismus, Flussschlauche und
Flussquantisierung

Abstract

In diesem Abschnitt werden wir uns zunichst fragen, welche Eigenschaften ein
gedachtes Material, der »ideale Leiter« hat, dessen einzige Eigenschaft es ist,
unterhalb einer kritischen Temperatur seinen Widerstand zu verlieren. Wir wer-
den sehen, wenn wir die Temperatur des idealen Leiters dndern sowie ein Mag-
netfeld anlegen, dass das Magnetfeld im Inneren des Leiters davon abhéngt, in
welcher Reihenfolge wir Magnetfeld und Temperatur dndern. Nachfolgend wer-
den wir in Abschn. 1.2.2 sehen, dass ein echter Supraleiter dariiber hinausgeht
und bei geniigend kleinen Feldern ideal diamagnetisch ist, d. h. in seinem Inneren
feldfrei bleibt. Wir werden danach in Abschn. 1.2.3 lernen, dass es zwei unter-
schiedliche Arten von Supraleitern gibt, die sog. Typ-I- bzw. Typ-II-Supralei-
ter. Bei Typ-II-Supraleitern kann ein Magnetfeld in einem gewissen Feldbereich,
der Shubnikov-Phase, den Supraleiter durchdringen, und zwar in Form quan-
tisierter Flussschlduche. Wir werden ebenfalls mehrere Methoden besprechen,
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mit denen sich diese Flussschlduche abbilden lassen. Abschlieflend werden wir
in Abschn. 1.2.4 sehen, dass auch in der Shubnikov-Phase Levitation mdoglich ist
und sehr spezielle Eigenschaften hat.

1.2.1 Der ideale Leiter

Lange Zeit glaubte man, dass es die einzige charakteristische Eigenschaft des supraleiten-
den Zustands sei, keinen messbaren Widerstand fiir Gleichstrom zu besitzen. Wird an einen
solch idealen Leiter ein Magnetfeld angelegt, so werden durch die Induktion Dauerstrome
angeworfen, die das Magnetfeld vom Inneren einer Probe abschirmen. Dieses Prinzip ist
uns ja bereits in Abschn. 1.1 beim schwebenden Magneten begegnet.

Was passiert, wenn wir zunéchst ein Magnetfeld f?a an einen Normalleiter anlegen und
dann durch Abkiihlung unter die Sprungtemperatur T, die ideale Leitféhigkeit erhalten?
Zundchst werden im normalleitenden Zustand bei Anlegen des Felds durch Induktion Wir-
belstréme flieflen. Sobald das Magnetfeld aber seinen Endwert erreicht hat und sich zeitlich
nicht mehr dndert, werden diese Strome aber ganz in Analogie zu Gl. (1-3) abklingen, so
dass schliefilich das Magnetfeld im Supraleiter gleich dem von aufien angelegten Feld ist.

Kiihlt man jetzt den idealen Leiter unter T, dann wird dieser Zustand einfach beibehal-
ten, da weitere Induktionsstrome ja nur bei Felddnderungen angeworfen werden. Genau
dies passiert, wenn das Feld jetzt unterhalb T, abgeschaltet wird. Der ideale Leiter behilt
das Feld in seinem Inneren.

Wir haben damit, je nach Art und Weise, wie der Endzustand — eine Temperatur unter-
halb T,und ein angelegtes Magnetfeld ]§a —erreicht wurde, ganz verschiedene Magnetfelder
im Inneren des idealen Leiters.

Ein Experiment von Kamerlingh-Onnes aus dem Jahr 1924 schien dieses komplizierte
Verhalten eines Supraleiters eindeutig zu bestdtigen. Kamerlingh-Onnes [4] kiihlte eine
Hohlkugel aus Blei bei angelegtem Magnetfeld unter die Sprungtemperatur und schaltete
dann das dufiere Magnetfeld ab. Dabei erhielt er, wie man aus R = 0 erwarten musste,
Dauerstrome, die ein magnetisches Moment der Kugel ergaben.

Man kénnte demnach einen Stoff, der nur die Eigenschaft R = 0 hitte, bei gleichen
dufleren Variablen T und E’a je nach der Vorgeschichte in ganz verschiedene Zustédnde
bringen. Damit hitte man nicht eine durch Vorgabe der Variablen wohldefinierte supra-
leitende Phase, sondern eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit von supraleitenden Phasen
mit beliebigen Abschirmstrémen, die von der Vorgeschichte abhidngen. Die Existenz einer
Mannigfaltigkeit supraleitender Phasen war so unvorstellbar, dass man - ohne experimen-
telle Verifikation — auch vor 1933 von einer supraleitenden Phase sprach.

1.2.2 Der ideale Diamagnetismus

Tatsdchlich verhilt sich ein Supraleiter aber anders als ein idealer Leiter. Kiihlen wir wie-
derum in Gedanken eine Probe bei angelegtem Magnetfeld durch T . Wenn das Magnetfeld
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sehr klein war, findet man, dass das Feld bis auf eine sehr diinne Schicht an der Proben-
oberfldche aus dem Inneren des Supraleiters vollstindig verdringt wird, und damit hat man
einen idealen diamagnetischen Zustand, der nicht davon abhéngt, in welcher Reihenfolge
das Magnetfeld angelegt und die Probe gekiihlt wurde.

Dieser ideale Diamagnetismus wurde 1933 durch Meifiner und Ochsenfeld an Blei- und
Zinnstdbchen entdeckt [5].

Wir kdnnen den Verdringungseffekt ebenso wie die Eigenschaft R = 0 mit dem »schwe-
benden Magneten« eindrucksvoll demonstrieren’. Um die Eigenschaft R = 0 zu zeigen,
haben wir in Abb. 1.5 den Permanentmagneten auf die supraleitende Bleischale abgesenkt
und dabei die Dauerstrome iiber den damit verbundenen Induktionsvorgang angeworfen.
Zur Demonstration des Meif3ner-Ochsenfeld-Effekts legen wir den Permanentmagne-
ten bei T > T auf die Bleischale (Abb. 1.7a) und kiihlen dann ab. Mit dem Ubergang in die
Supraleitung tritt die Feldverdrdngung auf, der Magnet wird von dem diamagnetischen
Supraleiter abgestof3en und steigt bis zur Gleichgewichtshohe auf (Abb. 1.7b). Dabei wird
im Grenzfall idealer Verdringung des Magnetfelds die gleiche Schwebehdhe erreicht wie
in Abb. 1.5.

Was ging schief beim urspriinglichen Experiment von Kamerlingh-Onnes? Fiir den Ver-
such wurde eine Hohlkugel verwendet, um weniger fliissiges Helium fiir die Abkiihlung
zu bendtigen. Die Beobachtungen an dieser Probe waren korrekt, man hatte aber {iber-
sehen, dass bei einer Hohlkugel wahrend der Abkiihlung ein ringférmig geschlossener
supraleitender Bereich entstehen kann, der den Fluss durch seine Fliche konstant hilt.
Damit kann sich die Hohlkugel wie ein supraleitender Ring (Abb. 1.3) verhalten und zu
dem beobachteten Ergebnis fiihren.

1.2.3 Typ-I- und Typ-IlI-Supraleiter; Flussschldauche

Wir hatten oben angenommen, dass das an den Supraleiter angelegte Magnetfeld »klein«
sei. Tatsdchlich zeigt sich, dass der ideale Diamagnetismus nur in einem endlichen Bereich
von Magnetfeldern und Temperaturen existiert, der iiberdies von der Geometrie der Probe
abhingen kann.

Betrachten wir im Folgenden eine lange, stabférmige Probe, fiir die Magnetfelder parallel
zur Achse angelegt werden. Fiir andere Formen kann das Magnetfeld hiufig verzerrt wer-
den. So ist fiir eine ideal diamagnetische Kugel das Magnetfeld am »Aquator« anderthalb-
mal so grofy wie das von aufien angelegte Feld. Auf geometriebedingte Effekte werden wir
in Abschn. 4.6.4 ndher eingehen.

Man findet, dass zwei unterschiedliche Arten von Supraleitern existieren:

- Dererste Typ - Typ-I-Supraleiter oder Supraleiter erster Art genannt - verdringt
das Magnetfeld bis zu einem Maximalwert B, dem »kritischen Magnetfeld« (oder
kurz: dem »kritischen Feld«). Fiir grofiere Felder bricht die Supraleitung zusammen
und die Probe geht in den normalleitenden Zustand iiber. Das kritische Feld hidngt

7 Auch nichtsupraleitende, aber diamagnetische Objekte — z. B. Niisse oder Frosche — konnen auf Mag-
neten schweben [6]. Man benétigt aber sehr starke Feldgradienten.
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Abb. 1.7 »Schwebender Magnet« zur Demonstration des Meifiner-Ochsenfeld-Effekts bei ange-
legtem Magnetfeld. (a) Ausgangslage fur T > T, (b) Gleichgewichtslage fur T< T.

dabei von der Temperatur ab und geht an der Ubergangstemperatur T, gegen null.
Beispiele fiir Typ-I-Supraleiter sind Quecksilber oder sehr reines Blei.

- Der zweite Typ - der Typ-II-Supraleiter oder Supraleiter zweiter Art - zeigt
den idealen Diamagnetismus fiir Magnetfelder kleiner als das »untere kritische
Magnetfeld« B . Die Supraleitung verschwindet vollstindig fiir Felder oberhalb des
»oberen kritischen Magnetfelds« B, das oft erheblich grofier ist als B ,. Beide
kritischen Felder gehen bei T, gegen null. Viele Legierungen, aber auch die Hoch-
temperatursupraleiter zeigen dieses Verhalten. Fiir letztere kann B_, sogar Werte von
iiber 100 T erreichen.

Was passiert bei Typ-1I-Supraleitern in der »Shubnikov-Phase« zwischen B, und B ,? In
diesem Bereich dringt das Magnetfeld teilweise in die Probe ein. Es flielen dann Abschirm-
strome im Inneren des Supraleiters und biindeln die magnetischen Feldlinien, so dass ein
System von Flussschliduchen, auch »Abrikosov-Flusswirbel«® genannt, entsteht. Diese
Wirbel ordnen sich in einem ideal homogenen Supraleiter im Allgemeinen in der Form
eines Dreiecksgitters an. Die Abb. 1.8 zeigt diese Struktur der Shubnikov-Phase schema-
tisch. Der Supraleiter wird von magnetischen Flussschlduchen durchsetzt, die jeweils ein
elementares Flussquant enthalten und an den Ecken gleichseitiger Dreiecke sitzen. Jeder
Flussschlauch besteht aus einem System von Ringstromen, die in Abb. 1.8 fiir zwei Fluss-
schlduche angedeutet sind. Diese Strome erzeugen zusammen mit dem dufieren Feld den
magnetischen Fluss durch den Schlauch und verdringen das Magnetfeld etwas aus dem
Raum zwischen den Flussschlduchen. Man spricht deshalb auch von Flusswirbeln. Mit
wachsendem Auf3enfeld 1§a wird der Abstand der Flussschlduche kleiner.

In der nachfolgenden Textbox sind eine Reihe von Methoden zum Nachweis bzw. zur
Abbildung von Flussschlduchen dargestellt.

8 Fiir die Vorhersage solcher Flusswirbel erhielt A. A. Abrikosov 2003 den Nobelpreis.
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Abb. 1.8 Schematische Darstellung der Shubnikov-Phase. Magnetfeld und Suprastrome sind
nur fur zwei Flussschlauche gezeichnet.

Methoden 1.2 Abbildung von Flussschlauchen

Der erste Nachweis einer periodischen Struktur des Magnetfelds in der Shubnikov-Phase
wurde 1964 mit Hilfe der Neutronenbeugung von einer Gruppe am Kernforschungs-
zentrum Saclay erbracht [7]. Dabei konnte allerdings nur eine Grundperiode der Struktur
beobachtet werden. Wirkliche »Bilder« der Shubnikov-Phase wurden 1966 von Efimann
und Trauble [8] mit einer trickreichen Dekorationsmethode, der Bitterdekoration, her-
gestellt. Die Abb. 1.9 gibt ein Beispiel fiir eine Blei-Indium-Legierung. Diese Aufnahmen
der magnetischen Struktur sind auf folgende Weise erhalten worden: Uber der supralei-
tenden Probe wird von einem gliihenden Draht Eisen verdampft. Die Eisenatome finden
sich bei der Diffusion durch das Heliumgas des Kryostaten zu Eisenkolloiden. Diese Kol-
loide mit einem Durchmesser von weniger als 50 nm sedimentieren im Helium langsam
auf die Oberflidche des Supraleiters. Aus dieser Oberfldche stofien die Flussschlduche
der Shubnikov-Phase (in Abb. 1.8 fiir zwei Flussschlduche angedeutet), die je ein Fluss-
quant @ enthalten sollen. Das ferromagnetische Eisenkolloid lagert sich an den Stellen
ab, an denen die Flussschlduche aus der Oberfldche austreten, da hier die stdrksten Mag-
netfelder vorliegen. Damit gelingt es, die Flussschlduche zu dekorieren. Diese Struktur
kann anschlieBend im Elektronenmikroskop sichtbar gemacht werden. So wurde die
Aufnahme der Abb. 1.9 gewonnen. Mit diesen Experimenten wurde die Flusswirbel-
struktur, die von der Theorie vorausgesagt worden war, in iiberzeugender Weise bestitigt.

Offen bleibt zunéchst die Frage, ob die dekorierten Stellen der Oberfldche wirklich
den Enden von Flussschlauchen mit nur einem Flussquant entsprechen. Um diese
Frage zu entscheiden, muss man die Flussschlduche abzdhlen und gleichzeitig den
Gesamtfluss, etwa iiber ein Induktionsexperiment, bestimmen. Dann erhédlt man die
Grofie des magnetischen Flusses durch einen Flussschlauch, indem man den Gesamt-
fluss @, durch die Probe durch die Zahl der Schléduche dividiert. Solche Auswertungen
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Abb. 1.9 Elektronenmikroskopische Aufnahme eines Flussquantengitters nach der Dekoration
mit Eisenkolloid. »Eingefrorener« Fluss beim Feld null. Material: Pb + 6,3 Atom-% In, Tempera-
tur: 1,2 K, Probenform: Zylinder 60 mm lang, 4 mm @&, Magnetfeld f?a parallel zur Achse. Ver-
groRerung 8300fach (Wiedergabe mit freundlicher Genehmigung von Herrn Dr. E3mann.)

haben eindeutig ergeben, dass tatsdchlich fiir sehr homogene Supraleiter zweiter Art
jeder Flussschlauch nur ein elementares Flussquant ¢ = 2.07-107"° T-m* enthilt.

Heute kennt man eine Reihe von Verfahren, um magnetische Flusswirbel abzubil-
den. Die Verfahren erginzen sich oft gegenseitig und liefern wertvolle Informationen
iiber die Supraleitung. Wir wollen deshalb einige davon etwas nidher besprechen.

Nach wie vor stellen die Neutronenbeugung und die Dekoration wichtige Techniken
dar. Die Abb. 1.10a zeigt eine Beugungsstruktur, die am Institut Max von Laue - Paul
Langevin in Grenoble durch Neutronenstreuung am Flussliniengitter in Niob gewonnen
wurde. Das Beugungsbild gibt klar die Dreiecksstruktur des Flussliniengitters wieder.

Ein Verfahren, das Abbildungen magnetischer Strukturen im Ortsraum ermdoglicht, ist
die Magnetooptik. Hier niitzt man den Faraday-Effekt aus. Wenn linear polarisiertes
Licht durch eine diinne Schicht eines »Faraday-aktiven« Materials, z. B. Ferrit-Granat, tritt,
wird die Polarisationsebene des Lichts durch ein in der Filmebene liegendes Magnetfeld
gedreht. Man legt ein durchsichtiges Substrat, auf dem sich ein diinner Ferrit-Granat-Film
befindet, auf eine supraleitende Probe und durchstrahlt die Anordnung mit polarisiertem
und gut fokussiertem Licht. Das Licht wird am Supraleiter reflektiert, durchlduft nochmals
den Ferrit-Granat-Film und wird dann in eine CCD-Kamera fokussiert. Das Magnetfeld
von Flusswirbeln im Supraleiter dringt teilweise in den Ferrit-Granat-Film ein und dreht
dort die Polarisationsebene des Lichts. Man bringt einen Analysator vor die CCD-Kamera,
der nur Licht durchlésst, dessen Polarisation aus der urspriinglichen Richtung gedreht
wurde und kann damit die Flusswirbel als helle Punkte erkennen, wie in Abb. 1.10b fiir die
Verbindung NbSe, dargestellt [10]°. Das Verfahren erlaubt eine Ortsauflésung von unter
1 wm. Man kann zurzeit etwa zehn Bilder pro Sekunde erstellen, so dass man sehr schon
dynamische Prozesse beobachten kann. Leider ist das Verfahren zumindest derzeit auf
Supraleiter beschriankt, deren Oberfldche sehr glatt ist und gut reflektiert.

9 Man beachte, dass in diesem Fall das Vortexgitter stark gestort ist. Auf solche gestorten Gitter werden
wir in Abschnitt 5.3.2 genauer eingehen.
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Bei der Lorentz-Mikroskopie transmittiert man einen Elektronenstrahl durch eine
diinne supraleitende Probe. Man bendtigt hierbei sehr diinne Proben und eine hohe
Energie der Elektronen, damit die Probe vom Strahl durchdrungen werden kann. In
der Nihe eines Flussschlauchs erfahren die transmittierten Elektronen eine zusitz-
liche Lorentz-Kraft und der Elektronenstrahl wird durch den Magnetfeldgradienten
eines Flussschlauchs leicht defokussiert. Man kann den durch die Flussschlduche her-
vorgerufenen Phasenkontrast aufierhalb des eigentlichen Fokus des Transmissions-
elektronenmikroskops abbilden. Durch die Ablenkung erscheint jeder Wirbel als ein
kreisformiges Signal, das zur Hilfte hell und zur Hilfte dunkel ist. Aus diesem Wech-
sel von hell nach dunkel 1dsst sich ebenfalls die Polaritit des Wirbels ermitteln. Die
Lorentz-Mikroskopie erlaubt eine sehr schnelle Vortexabbildung, so dass man wie bei

(e)

Abb. 1.10 Methoden zur Abbildung von Flussschlauchen: (a) Neutronen-Beugungsbild

des Vortexgitters in Niob; (b) Magnetooptische Abbildung von Flusswirbeln in NbSe, [10];

(c) Lorentz-Mikroskopie an Niob; (d) Elektronenholographie an Pb [12], (e) Tieftemperatur-
Rasterelektronenmikroskopie an YBa,Cu,0, [15] (f) Rastertunnelmikroskopie an NbSe,.

Abb. (a) mit freundlicher Genehmigung durch das Institut Max von Laue-Paul Langevin, Gre-
noble [9]. Abb. (b) mit Erlaubnis von [10]; ® IOP Publishing 2001. All rights reserved. Abb.

(c) mit freundlicher Genehmigung durch A. Tonomura, Fa. Hitachi Ltd., 2003. Abb. (d) mit
Erlaubnis von [12], © 1989 American Physical Society. Abb. (e) mit Erlaubnis von [14], © 2004
AIP Publishing; Abb. (f) mit freundlicher Genehmigung durch Fa. Lucent Technologies Inc./
Bell Labs (2003).
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der Magnetooptik regelrecht Filme aufnehmen kann, die die Bewegung der Flusswirbel
zeigen [11]. Die Abb. 1.10c zeigt ein Bild aus einem derartigen Film, der an Niob gewon-
nen wurde. Bei dieser Probe waren kleine Mikroldcher in den Supraleiter eingebracht,
die ihrerseits ein quadratisches Gitter bilden. In der Abbildung sind die meisten der
Mikroldcher (»Antidots«) durch Flusswirbel »besetzt«, wiahrend einige weitere Wirbel
zwischen den Antidots sitzen. Die Wirbel treten dabei im oberen Bildteil in die Probe
ein und werden dann von den Antidots und den sich bereits im Supraleiter befindenden
Wirbeln am weiteren Vordringen in die Probe gehindert.

Bei der Elektronenholographie steht die Wellennatur des Elektrons im Vordergrund.
Ahnlich wie bei der optischen Holographie wird ein kohirenter Elektronenstrahl in eine
Referenz- und eine Objektwelle aufgespalten, die spéter miteinander interferieren. Die
relative Phasenlage der beiden Teilwellen kann durch ein Magnetfeld - genauer, durch
den zwischen den beiden Teilwellen eingeschlossenen magnetischen Fluss - beeinflusst
werden. Der fiir die Abbildung genutzte Effekt besitzt selbst eine starke Verwandtschaft
mit der Flussquantisierung im Supraleiter. Wir werden ihn in Abschn. 1.5.4 genauer
betrachten. In Abb. 1.10d ist das durch Flusswirbel verursachte Streufeld an der Ober-
flache eines Bleifilms abgebildet [12]. Der Wechsel von hell auf dunkel in den Interferenz-
streifen entspricht einem magnetischen Fluss von einem Flussquant. Im linken Bildteil
schliefit sich das Streufeld zwischen zwei Wirbeln entgegengesetzter Polaritit, wahrend
sich das Streufeld im rechten Bildteil vom Supraleiter entfernt.

Bei der Abbildung mit dem Tieftemperatur-Rasterelektronenmikroskop
(TTREM) rastert ein Elektronenstrahl tiber die zu untersuchende Probe und erwarmt
diese lokal innerhalb eines etwa 1 um durchmessenden Flecks um wenige Kelvin. Man
misst dann eine elektrische Grofie des Supraleiters, die sich durch diese Erwdarmung
dndert. Mit diesem Verfahren kann eine Vielzahl supraleitender Eigenschaften, wie
etwa die Ubergangstemperatur T, ortsaufgeldst dargestellt werden [13]. Im speziellen
Fall der Flusswirbelabbildung wird das Magnetfeld des Wirbels durch ein supralei-
tendes Quanteninterferometer (engl. »dc SQUID« fiir direct current Superconducting
Quantum Interference Device, vgl. Abschn. 1.5.4.1) detektiert [14]. Wenn der Elektro-
nenstrahl nahe am Flusswirbel vorbeilduft, werden die um die Wirbelachse fliefienden
Suprastrome etwas verzerrt, was zu einer leichten Verschiebung der Achse der Wirbel-
strome zum Elektronenstrahl hin fithrt. Mit dieser Verschiebung @ndert sich ebenfalls
das vom Quanteninterferometer detektierte Magnetfeld des Wirbels, und diese Felddn-
derung bildet das kontrastgebende Signal. Eine typische Abbildung von Flusswirbeln
im Hochtemperatursupraleiter YBa,Cu,O, ist Abb. 1.10e dargestellt [15]. Die Fluss-
wirbel befinden sich bei diesem Bild im Quanteninterferometer selbst. Jeder Wirbel
wird dhnlich wie bei der Lorentz-Mikroskopie als ein kreisformiges Hell-Dunkel-Signal
angezeigt, das durch die Verschiebung des Flusswirbels zu verschiedenen Richtungen
hin entsteht. Die dunkle Linie in der Bildmitte ist ein Schlitz im Quanteninterferometer,
der den eigentlichen, magnetfeldempfindlichen Teil des Sensors bildet. Man beachte,
dass die Anordnung der Flusswirbel sehr unregelméfig ist. Der besondere Vorteil des
Verfahrens ist, dass sich auch sehr kleine Bewegungen der Flusswirbel um ihre Gleich-
gewichtslage herum noch gut nachweisen lassen, da das SQUID bereits eine Anderung
des magnetischen Flusses von einigen millionstel eines Flussquants detektiert. Solche
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Anderungen treten beispielsweise dadurch auf, dass die Wirbel durch thermische
Bewegung statistisch zwischen zwei Positionen hin- und herspringen. Diese Prozesse
konnen das Auflosungsvermogen von SQUIDs stark herabsetzen, weshalb man sie mit
Anordnungen wie der eben besprochenen detailliert untersucht.

Die letzte Gruppe von Abbildungsmethoden, die wir hier ansprechen wollen, sind
die Rastersondenverfahren, bei denen ein geeigneter Detektor relativ zum Supra-
leiter bewegt wird. Der Detektor kann eine magnetische Spitze [16], eine Hall-Sonde
[17] oder auch ein SQUID [18] sein. Insbesondere mit der letzten Methode wurde eine
Reihe von Schliisselexperimenten zum Verstdndnis der Hochtemperatursupraleitung
durchgefiihrt, die wir in Abschn. 3.2.2 besprechen werden. Ahnlich wichtige Beitriige
hat schlie3lich das Rastertunnelmikroskop geliefert. Hierbei wird eine unmagnetische
metallische Spitze iiber die Probenoberfldche gefiihrt. Der Abstand zwischen der Spitze
und der Probenoberfliche ist so gering, dass Elektronen aufgrund des quantenmecha-
nischen Tunneleffekts von der Probenoberfldche zur Spitze flieBen kénnen.

Im Gegensatz zu den obigen Methoden, die alle das magnetische Feld von Fluss-
wirbeln detektierten, bildet man mit dem Rastertunnelmikroskop die Elektronenver-
teilung, genauer gesagt die Dichte der fiir die Elektronen quantenmechanisch erlaubten
Zustdnde, ab [19]. Das Verfahren kann atomare Auflosung erreichen. Ein Beispiel ist in
Abb. 1.10f gezeigt. Die Abbildung wurde von H. F. Hess und Mitarbeitern (Bell Labora-
torien, Fa. Lucent Technologies Inc.) an einem NbSe -Einkristall gewonnen. Das ange-
legte Magnetfeld betrug 0.1 T. Wir werden spiter sehen, dass der Supraleiter nahe der
Wirbelachse sozusagen normalleitend ist. In diesen Regionen flie3en die grofiten Tun-
nelstrome zwischen der Spitze und der Probe und die Achse der Wirbel erscheint hell.

Neben den bildgebenden Verfahren existiert eine Reihe weiterer Techniken, um den
Vortexzustand zu charakterisieren. So wird bei der Myonenspinresonanz (uSR) der Su-
praleiter mit spinpolarisierten, iiblicherweise positiv geladenen Myonen bestrahlt, die von
einem Teilchenbeschleuniger erzeugt werden. Die Myonen werden im Supraleiter schnell
gestoppt. Der Spin des Myons prézediert in den lokalen Magnetfeldern. Das Myon zer-
fillt nach ca. 2 ps in zwei Neutrinos und ein Positron. Das Positron wird in Richtung des
Myonenspins beim Zerfall emittiert. Dessen Detektion erlaubt damit Aussagen iiber die
lokalen Magnetfelder im Inneren des Supraleiters und damit auch der Struktur des Fluss-
liniengitters. Weitere indirekte Verfahren bestehen beispielsweise in der Analyse der spe-
zifischen Wérme oder von Transportgrofien wie der thermischen Leitfdhigkeit oder auch
der elektrischen Leitfdhigkeit, die bei gentigend grofien Stromen endlich wird (vgl. Kap. 5).

1.2.4 Levitation in der Shubnikov-Phase

Ein Supraleiter kann auch in der Shubnikov-Phase levitieren. So wurde der in Abb. 1.6 ver-
wendete Supraleiter YBa,Cu,O, im Feld der Permanentmagneten eingekiihlt und war von
Flusswirbeln durchsetzt. Zum weiteren Verstiandnis ist wesentlich, dass die Flussschlduche
im Supraleiter an Defekten verankert werden konnen. Die entsprechende Physik wird in
Abschn. 5.3.2 genauer aufgegriffen.

Bei »harten« Supraleitern ist diese Verankerung besonders effektiv. Einmal veran-
kert, werden sich die Flussschlduche nicht bewegen, solange die maximale Haftkraft der
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Abb. 1.11 Hangender Spielzeugschwebe-
zug am Leibniz Institut fur Festkorper- und
Werkstoffforschung, Dresden [20] (Abbil-
dung mit Erlaubnis von deGruyter).

Haftzentren nicht iiberschritten wird. Als Resultat versucht der harte Supraleiter, das Feld
in seinem Inneren auf dem Wert zu halten, in dem er abgekiihlt wurde.

Kiihlt man ihn in einem gewissen Abstand {iber einem Permanentmagneten ab, so wirkt
eine anziehende Kraft, wenn man den Supraleiter vom Magneten entfernen will. Genauso
wirkt eine abstofiende Kraft, wenn man den Supraleiter ndher an den Permanentmagneten
driickt. Der harte Supraleiter versucht letztlich, den Abstand zum Magneten beizubehalten,
in dem er eingekiihlt wurde. Das Gleiche gilt fiir beliebige Bewegungsrichtungen. Sobald
sich das dufere Feld dndert, wird der harte Supraleiter Abschirmstrome so anwerfen, dass
sich das Feld (bzw. Flussliniengitter) in seinem Inneren nicht 4ndert. Damit kann ein har-
ter Supraleiter — und mit ihm eine Traglast — nicht nur wie in Abb. 1.6 auf einem Magne-
ten schweben, sondern auch unter einem Magneten frei hingen oder auch beliebig schief
gelagert sein. Der Effekt ist in Abb. 1.11 demonstriert. Hier wurden geeignet hergestellte
Klotzchen aus YBa, Cu,O, in einen Spielzeugzug montiert und diese Kl6tzchen in einem
gewissen Arbeitsabstand von den Magneten, die die »Bahntrasse« bilden, abgekiihlt. Ent-
lang der Trasse kann sich der Zug praktisch reibungsfrei bewegen, da in dieser Richtung
das Magnetfeld seinen Wert beibehilt.

Mit diesem Spielzeugzug wurde auch ein besonderer Trick demonstriert, der den hén-
genden Zug davor bewahrt, nach Erwdrmung iiber T nach unten zu fallen: Im Zug wurden
Permanentmagnete so installiert, dass der Zug ohne Anwesenheit des Supraleiters an die
Schiene gezogen wiirde. Genau dies passiert auch, wenn sich der Supraleiter erwdrmt. Im
supraleitenden Zustand wird aber der Zug - entgegen der Anziehung durch die Permanent-
magneten - von der Schiene weggehalten und kann frei an ihr entlanggleiten.

1.3 Die Flussquantisierung in supraleitenden Ringen und
Hohlzylindern

Abstract

In diesem Abschnitt werden wir anhand zweier Schliisselexperimente sehen, dass
auch der magnetische Fluss durch einen supraleitenden Ring oder Hohlzylinder
quantisiert ist. Er nimmt nur ganzzahlige Vielfache des Flussquants @ an.

Betrachten wir nochmals das in Abb. 1.3 dargestellte Experiment. Durch einen Induktions-
vorgang haben wir in einem supraleitenden Ring einen Dauerstrom angeworfen.
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Wie grof3 ist der magnetische Fluss durch den Ring? Er ist gegeben durch das Produkt aus
der Eigeninduktivitit L des Rings und dem im Ring zirkulierenden Strom I, ¢ = LI. Aus unse-
ren Erfahrungen mit makroskopischen Systemen wiirden wir erwarten, dass wir bei Induk-
tionsvorgidngen durch eine geeignete Wahl des Magnetfelds jeden beliebigen Dauerstrom
anwerfen kénnen. Der magnetische Fluss durch den Ring konnte damit jeden beliebigen
Wert annehmen. Auf der anderen Seite haben wir gesehen, dass im Inneren von Typ-II-Su-
praleitern Magnetfelder zu Schlduchen gebiindelt werden, die jeweils einen Fluss von einem
Flussquant @ tragen. Die Frage ist jetzt, ob das Flussquant auch beim supraleitenden Ring
eine Rolle spielt. Diese Vermutung wurde bereits 1950 von Fritz London [21] ausgesprochen.

1961 wurden von zwei Gruppen — Doll und Nébauer [22] in Miinchen und Deaver und Fair-
bank [23] in Stanford - Messungen zur Flussquantisierung in supraleitenden Hohlzylindern
publiziert, die klar zeigten, dass der magnetische Fluss durch den Zylinder in ganzzahligen
Vielfachen des Flussquants @ auftritt. Diese Experimente hatten grofien Einfluss auf die Ent-
wicklung der Supraleitung. Wegen ihrer besonderen Bedeutung und nicht zuletzt als Musterbei-
spiele hervorragender Experimentierkunst sollen diese Versuche genauer beschrieben werden.

Um zu testen, ob die Flussquantisierung im supraleitenden Ring bzw. Hohlzylinder eine Rolle
spielt, mussten mit verschiedenen Magnetfeldern Dauerstrome angeworfen und der von ihnen
erzeugte magnetische Fluss so genau bestimmt werden, dass eine Detektion des magnetischen
Flusses durch den Ring mit einer Auflosung besser als @ moglich war. Wegen der Kleinheit
des Flussquants sind diese Experimente dufierst schwierig. Um eine grof3e relative Anderung
des Flusses in verschiedenen Zustinden zu erhalten, muss man versuchen, den Fluss durch den
Ring von der Groflenordnung eines oder weniger @, zu haben. Dazu ist es erforderlich, recht
kleine supraleitende Ringe zu verwenden, da sonst die erforderlichen Felder zur Erzeugung
des Dauerstroms zu klein werden. Wir nennen diese Felder »Einfrierfelder«, da der Fluss, den
sie durch die Offnung des Ringes erzeugen, bei Eintritt der Supraleitung »eingefroren« wird.
Fiir eine Offnung von nur 1 mm? wird ein Flussquant schon durch ein Feld von 10~° T erzeugt.

Von beiden Gruppen wurden deshalb sehr kleine Proben in der Form diinner R6hrchen
mit einem Durchmesser von nur ca. 10 um verwendet. Bei diesem Durchmesser ist zur
Erzeugung eines Flussquants ¢ = h/2e¢ = 2.07-107"> Tm? ein Feld von @ /7r* = 2,6-107> T
erforderlich. Solche Felder kann man bei sorgfiltiger Abschirmung der Storfelder, z. B. des
Erdfeldes, experimentell beherrschen.

Doll und Nébauer verwendeten Bleizylinder, die auf Quarzstibchen aufgedampft waren
(Abb. 1.12). In diesen Bleizylindern wird ein Dauerstrom in der bekannten Weise durch
Abkiihlen in dem zur Zylinderachse parallelen Einfrierfeld B, und Abschalten dieses Felds
nach Eintritt der Supraleitung bei T < T, erzeugt. Der Dauerstrom macht den Bleizylinder
zu einem Magneten. Die Grofie des eingefrorenen Flusses kann im Prinzip aus dem Dreh-
moment bestimmt werden, das ein Messfeld B, , senkrecht zur Zylinderachse gerichtet, auf
die Probe ausiibt. Dazu hingt die Probe an einem Quarzfaden. Der Ausschlag kann {iber
einen Spiegel mit einem Lichtzeiger abgelesen werden. Die erreichbaren Drehmomente
waren jedoch so klein, dass eine statische Bestimmung selbst bei sehr diinnen Quarzfiden
aussichtslos erschien. Doll und Nédbauer iiberwanden diese Schwierigkeit mit einer Mess-
methode, die man als Autoresonanzmethode bezeichnen kann.

Sie verwendeten das kleine Drehmoment, das von dem Messfeld auf den Bleizylinder aus-
gelibt wird, zur Anregung einer Torsionsschwingung des Systems. Im Resonanzfall werden
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Abb. 1.12 Schematische Darstellung des Messaufbaus
von Doll und Nabauer (nach [22]). Das Quarzstabchen
mit dem kleinen Bleizylinder, der durch die aufge-
dampfte Schicht gebildet wird, schwingt in flissigem
Helium.

— Spiegel

Quarzstab

" Bleischicht

10 ym

die Amplituden geniigend grof3, um sie bequem zu registrieren. Die Resonanzamplitude ist
proportional zum erregenden Drehmoment, das bestimmt werden soll. Fiir die Anregung
muss das Messfeld B,, mit der Frequenz der Schwingung umgepolt werden. Um sicher zu
sein, dass die Anregung stets exakt mit der Resonanzfrequenz erfolgt, wurde die Umpolung
von dem schwingenden System selbst iiber den Lichtzeiger und eine Photozelle gesteuert.
In der Abb. 1.13 sind Ergebnisse von Doll und Nédbauer wiedergegeben. Als Ordinate ist die
Resonanzamplitude dividiert durch das Messfeld, also eine Grofie, die dem gesuchten Drehmo-
ment proportional ist, aufgetragen. Die Abszisse gibt dasjeweilige Einfrierfeld. Wiare der Fluss
in dem supraleitenden Bleizylinder kontinuierlich variabel, so sollte auch die beobachtete Reso-
nanzamplitude proportional zum Einfrierfeld variieren (gestrichelte Gerade in Abb. 1.13). Das
Experiment zeigt deutlich ein anderes Verhalten. Bis zu einem Einfrierfeld von ca. 1-10= T

Abb. 1.13 Ergebnisse von Doll und Nabauer
4 T T T zur Flussquantisierung in einem Pb-Zylinder
®» (nach [22]).
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Abb. 1.14 Ergebnisse von Deaver und Fairbank zur Flussquantisierung in einem Sn-Zylinder. Der
Zylinder hatte ca. 0,9 mm Lange, einen inneren Durchmesser von 13 um und eine Wandstarke
von 1,5 ym (nach [23]).

wird tiberhaupt kein Fluss eingefroren. Der supraleitende Bleizylinder nimmt den energetisch
tiefliegendsten Zustand mit @ = 0 ein. Erst bei Einfrierfeldern gréf3er als 1-10~° T wird ein
Zustand mit eingefrorenem Fluss erzeugt. Er ist fiir alle Einfrierfelder zwischen 1-107° und
ca.3-107> T der gleiche. Die Resonanzamplitude ist in diesem Bereich konstant. Der aus dieser
Amplitude und der Apparatekonstanten berechnete Fluss entspricht etwa einem Flussquant
@, = h/2e. Fiir grofiere Einfrierfelder werden weitere Quantenstufen beobachtet.

Dieses Experiment zeigt eindeutig, dass der magnetische Fluss durch einen supraleiten-
den Ring nur diskrete Werte @ = n-®_ annehmen kann.

Auch die Ergebnisse von Deaver und Fairbank — Abb. 1.14 gibt ein Beispiel - zeigten die
Quantisierung des Magnetflusses durch einen supraleitenden Hohlzylinder und ergaben fiir
das elementare Flussquant @ = h/2e. Dabei verwendeten Deaver und Fairbank eine vollig
andere Messmethode fiir den eingefrorenen Fluss. Sie bewegten den supraleitenden Zylinder
mit einer Frequenz von 100 Hz um 1 mm in seiner Lingsrichtung hin und her. Dadurch
wurde in zwei kleinen, die Enden des R6hrchens umfassenden Messspulen eine Induktions-
spannung erzeugt, die, geniigend verstédrkt, gemessen werden konnte. In der Abb. 1.14 ist der
Fluss durch das Rohrchen in Einheiten von @ iiber dem Einfrierfeld aufgetragen. Deutlich
sind auch hier die Zustinde mit null, ein und zwei Flussquanten zu erkennen.

1.4 Supraleitung: ein makroskopisches Quantenphanomen

Abstract

In Abschn. 1.4 werden wir sehen, dass sich die bislang eingefiihrten Phinomene - das
Verschwinden des elektrischen Widerstands, der ideale Diamagnetismus sowie die
Quantisierung des magnetischen Flusses in Einheiten des Flussquants @ - erkldren
lassen, wenn wir annehmen, dass sich im supraleitenden Zustand eine koh&drente
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Elektronmateriewelle mit wohldefinierter Phase ausgebildet hat. Wir beginnen mit der
Flussquantisierung (genauer betrachten wir die sog. Fluxoidquantisierung) und
wenden uns dann dem idealen Diamagnetismus zu. Im Anschluss werden wir disku-
tieren, warum es zwei unterschiedliche Arten von Supraleitern (Typ [ bzw. Typ 1)
gibt. Abschlie3end betrachten wir das Verschwinden des elektrischen Widerstands. Auf
dem Weg zur Erklidrung dieser Phinomene werden wir die phinomenologischen Lon-
don-Gleichungen kennenlernen sowie zwei wichtige charakteristische Langenskalen,
die London-Eindringtiefe und die Ginzburg-Landau-Kohiirenzlinge.

1.4.1 Fluxoid- und Flussquantisierung

Das Auftreten diskreter Zustinde ist im Bereich der Atome nichts Ungewohntes. So sind die
stationdren Atomzustdnde beispielsweise durch eine Quantenbedingung fiir den Drehimpuls
ausgezeichnet, der in ganzzahligen Vielfachen von # = h/27 auftritt. Hinter dieser Drehim-
pulsquantisierung steht letztlich die Notwendigkeit, dass das Betragsquadrat der quanten-
mechanischen Wellenfunktion, das die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons angibt,
eindeutig ist. Wenn wir uns in Gedanken um 360° um den Atomkern drehen und dabei die
Wellenfunktion beobachten, dann muss deren Betrag nach unserer Riickkehr zum Startpunkt
der gleiche sein wie beim Start. Die Phase der Wellenfunktion kann sich dabei aber um ein ganz-
zahliges Vielfaches von 27 gedndert haben, da dies keinen Einfluss auf das Betragsquadrat hat.

Auch im Makroskopischen kann uns diese Situation begegnen. Stellen wir uns eine belie-
bige Welle vor, die ungeddmpft in einem Ring mit Radius R umlduft. Die Welle kann statio-
ndr sein, wann immer eine ganze Zahl n von Wellenldngen 4 in den Ring passt. Dies ergibt
die Bedingung n -1 = 272R oder (ausgedriickt durch den Wellenvektor k = 27t/A4) kR = n. Wird
diese Bedingung verletzt, dann interferiert sich die Welle nach wenigen Umldufen weg.

Wenden wir diese Gedanken nun auf eine Elektronenwelle an, die um den Ring lduft. Fiir
eine vollstindige Rechnung miissten wir die Schrodinger-Gleichung fiir die uns interessie-
rende Geometrie 16sen. Wir wollen aber darauf verzichten und stattdessen eine halbklassische
Betrachtung durchfiihren, die uns ebenfalls alle wesentlichen Ergebnisse liefern wird.

Wir bendtigen zundchst einen Zusammenhang zwischen dem Wellenvektor des Elek-
trons und seinem Impuls. Fiir ein ungeladenes Quantenteilchen ist dieser Zusammenhang
nach de Broglie ﬁkm = f[k: wobei wir ﬁkin als »kinetischen Impuls« mU (m: Masse,
U: Geschwindigkeit des Teilchens) bezeichnen. Er bestimmt die kinetische Energie des
Teilchens, _{’5 kin = (ﬁkin)z/ 2m. Fiir ein geladenes Teilchen wie das Elektron hingt der Wel-

lenvektor k nach den Regeln der Quantenmechanik zusétzlich vom sog. Vektorpotenzial
A ab. Dieses Vektorpotenzial ist mit dem Magnetfeld durch die Bedingung

>

rotd = B (1-4)
verkniipft'®. Wir definieren zunichst den »kanonischen Impuls«:

ﬁkan = mﬁ + qA (1'5)

10 Die »Rotation«rot A eines Vektors A istebenfalls ein Vektor, dessen Komponenten (rot A )x, ...ausden

. 0A 0A
Komponenten A, auf folgende Weise gewonnen werden: (rotA )y = — — =2 .(0td), = 0Ar _ 94;
8A, OA 9y oz ’ Y ooz ax

y X

ox dy ’

(rotd), =
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wobei q die Ladung des Teilchens bezeichnet. Die Grofie qf_f bezeichnet man auch als
»Feldimpuls«. .
Der Zusammenhang zwischen Wellenvektor k und p,,, ist:

_ﬁkan = hk (1-6)

Wir verlangen nun, dass sich eine ganze Zahl von Wellenldngen im Ring befindet. Hierzu

integrieren wir k auf einem Integrationsweg um den Ring herum und verlangen, dass
dieses Integral ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Wir haben damit

_ _’—v_l - —»_ﬂ > 4o g 2 4>
n-2r=¢kdr = hﬁpkandr = h9§vdr+hg§Adr 1-7)

Das zweite Integral auf der rechten Seite ¢ A dF kann nach dem stokesschen Satz ersetzt
werden durch das Fldchenintegral f rotA d f iber die vom Ring eingeschlossene Fliche F.
F

Dieses Integral ist aber nichts anderes als der vom Ring eingeschlossene magnetische Fluss,
S rotA df =f B df = @. Damit konnen wir Gl. (1-7) umschreiben zu
F F

n-

Qs

m > 1o
=—gvdr +¢
q 4 (1-8)

Hierbei haben wir Gl. (1-7) zusétzlich mit #/q multipliziert und # = h/27 verwendet.

Wir haben damit eine Quantenbedingung gefunden, die den magnetischen Fluss durch
den Ring mit dem planckschen Wirkungsquantum und der Ladung des Teilchens ver-
kniipft. Wenn das Wegintegral auf der rechten Seite von Gl. (1-8) konstant ist, dann ist der
magnetische Fluss durch den Ring gerade ein ganzzahliges Vielfaches von h/q.

Bisher haben wir nur von einem Teilchen gesprochen. Was passiert aber, wenn sich alle
oder zumindest viele Ladungstriger im gleichen Quantenzustand befinden? Wir kénnen
dann auch diese Ladungstriger durch eine einzige, kohdrente Materiewelle beschreiben,
die eine wohldefinierte Phase hat, und bei der alle Ladungstriger ihre Quantenzustidnde
gemeinsam dndern. Die Gl. (1-8) gilt dann fiir diese kohédrente Materiewelle.

Wir stehen jetzt allerdings vor dem Problem, dass Elektronen wie alle Quantenteilchen
mit halbzahligem Spin dem Pauli-Prinzip gehorchen und unterschiedliche Quantenzu-
stinde einnehmen miissen. Der Ausweg besteht darin, dass sich je zwei Elektronen auf
eine trickreiche Art, die wir in Kap. 3 ndher beschreiben werden, in ihrer Bewegung zu
einem Paar — dem Cooper-Paar - zusammenschlieen. Aus diesen Paaren ldsst sich die
kohirente Materiewelle aufbauen. Sie ist letztlich verkniipft mit der Bewegung der Schwer-
punkte der Paare, die fiir alle Paare die gleiche ist.

Wir wollen nun Gl. (1-8) weiter umformen und sehen, welche Aussagen wir {iber den
supraleitenden Zustand gewinnen kdnnen. Zunéchst verkniipfen wir die Geschwindigkeit
U mit der Suprastromdichte }s via }S = gngU . Hierbei bezeichnen wir mit n_die Dichte der
supraleitenden Ladungstrédger. Um allgemein zu bleiben, behalten wir fiir den Moment die
Bezeichnung q fiir die Ladung bei.

Wir konnen damit Gl. (1-8) umschreiben:

h m e
n.-= nsyfjsdr+¢'

qa ¢

(1-9)
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Wir wollen jetzt noch die Abkiirzung zl = uoA3 benutzen. Die Linge
q*ng

AL = m/(uoq*ny) (1-10)

ist die London-Eindringtiefe, der wir im Folgenden hédufig begegnen werden. Wir erhal-
ten damit:

n- g = poAi § jdr + & 1)
Die Beziehung in Gl. (1-11) ist die sog. »Fluxoidquantisierung«, der Ausdruck auf der
rechten Seite bezeichnet das »Fluxoid«. Oft ist die Suprastromdichte und damit das Weg-
integral auf der rechten Seite der Gl. (1-11) vernachlissigbar klein. Dies gilt insbesondere,
wenn wir einen dickwandigen supraleitenden Zylinder oder Ring aus einem Typ-I-Su-
praleiter betrachten. Das Magnetfeld wird durch den Meifiner-Ochsenfeld-Effekt aus dem
Supraleiter gedringt. Die Suprastrome flieflen nur an der Oberfldache des Supraleiters und
klingen exponentiell nach innen ab, wie wir weiter unten sehen werden. Wir konnen den
Integrationsweg, auf dem GI. (1-11) auszuwerten ist, tief ins Innere des Rings legen. Das Inte-
gral iber die Stromdichte ist dann exponentiell klein und wir erhalten in guter Ndherung

h
dxn- -
q (1-12)
Dies ist aber gerade die Bedingung fiir die Quantisierung des magnetischen Flusses,

und die experimentelle Beobachtung & =n - % =n - P, zeigt klar, dass die supraleiten-

den Ladungstriger die Ladung Igl = 2¢ tragen. Uber das Vorzeichen der Ladungstriiger
kann die Beobachtung der Flussquantisierung allerdings keine Aussage machen, da in
diesem Experiment nicht die Richtung des Teilchenstroms bestimmt wurde. Fiir viele Su-
praleiter werden die Cooper-Paare durch Elektronen gebildet, d. h., g = -2e. Insbesondere
bei vielen Kupratsupraleitern liegt aber Locherleitung vor, éhnlich wie man dies von Halb-
leitern kennt. Hier ist g = +2e.

1.4.2 Der ideale Diamagnetismus

Wenden wir uns nun einem massiven Supraleiter ohne Loch zu. Nehmen wir an, der Supra-
leiter sei iiberall in seinem Inneren supraleitend. Wir kénnen uns dann einen Integrationsweg
mit einem beliebigen Radius um einen beliebigen Punkt gelegt vorstellen und wir erhalten
dann ebenso wie beim Ring die Gl. (1-11). Jetzt konnen wir uns aber einen Integrationsweg
mit einem immer kleineren Radius r vorstellen. Wenn wir verniinftigerweise unterstellen,
dass die Suprastromdichte auf dem Integrationsweg nicht unendlich grof3 werden kann, dann
geht aber das Wegintegral iiber 7s gegen null, da der Umfang des Rings gegen null geht.
Ebenso geht der magnetische Fluss @, der ja das Magnetfeld B {iber die vom Integrationsweg
eingeschlossene und immer kleiner werdende Fldche integriert, gegen null, vorausgesetzt das
Magnetfeld kann nicht unendlich grof3 werden. Damit verschwindet aber die rechte Seite der
Gl. (1-11) und wir miissen schlieflen, dass unter der Voraussetzung eines kontinuierlichen
Supraleiters auch die linke Seite verschwinden muss, d. h., n = 0.

35
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Wir lassen jetzt den Integrationsweg wieder endlich werden und haben mit n = 0 die
Bedingung

N

uodl § jdF = —& = - Bdf

F (1-13)
Wir konnen, wiederum unter Verwendung des stokesschen Satzes, diese Bedingung
auch als
B = —uoArot], (1-14)
schreiben.

Die Gl. (1-14) ist die zweite London-Gleichung, die wir weiter unten noch auf eine
etwas andere Art erhalten werden. Sie ist eine von zwei Grundgleichungen, mit der die
Briider F. und H. London bereits 1935 eine sehr erfolgreiche phanomenologische Beschrei-
bung der Supraleitung aufbauen konnten [24].

Verwenden wir zunédchst noch die Maxwell-Gleichung rotH = f die wir mit B = ,u/,toﬁ ,
u~ 1 fiir unmagnetische Supraleiter und j = }S Zu

TotB = toJs (1-15)

umschreiben. Wir bilden zu beiden Seiten der Gl. (1-15) nochmals die Rotation, eli-

minieren rot}s mit Hilfe der Gl. (1-14) und verwenden weiter die Beziehung'!
rot(rotﬁ) = grad(divé ) — AB und die Maxwell-Gleichung divB = 0. Hiermit erhalten wir

AB =1B

B (1-16)
Diese Differentialgleichung gibt den Meifiner-Ochsenfeld-Effekt wieder, wie wir uns an
einem einfachen Beispiel klarmachen kénnen. Betrachten wir dazu die Oberflidche eines
sehr grofien Supraleiters, die bei der Koordinate x = 0 liegt und sich in (y, z)-Richtung
unendlich weit ausdehnen soll. Der Supraleiter liege im Halbraum x > 0 (vgl. Abb. 1.15).

Es sei ein Magnetfeld f?a = (0,0, B,) von auflen an den Supraleiter angelegt. Wegen der
Symmetrie unseres Problems (supraleitender Halbraum) konnen wir annehmen, dass auch
im Supraleiter nur die z-Komponente des Magnetfelds von null verschieden ist und eine
Funktion allein der x-Koordinate sein wird. Gl. (1-16) liefert dann fiir Bz(x) im Supraleiter,
d. h. fiirx > 0:

d’B 1
R = LB
e 2 1-17)
Die Gleichung hat die Losung
B,(x) = B,(0) - exp(—x/4r) (1-18)
11 »div«istdie Divergenz eines Vektors, divB= aai;‘ + aai;’ + %, »grad«der Gradient, grad f' (x,y,z):( % N % N % ),
und A der Laplace-Operator, Af =Z%+Z%+g. Er ist in Gleichung (1-16) auf die drei Komponenten von

Banzuwenden.



1.4 Supraleitung: ein makroskopisches Quantenphdnomen

z Abb. 1.15 Abnahme des magnetischen Felds im Supraleiter nahe

v einer ebenen Oberflache.
prajeiter
B, B(X/
M
X
7
Die Losung ist in Abb. 1.15 eingezeichnet. Auf der Linge 4, fillt das Magnetfeld auf den
e-ten Teil ab und weit innerhalb des Supraleiters ist das Magnetfeld verschwindend klein.

Man beachte, dass die GIl. (1-18) auch eine mit x anwachsende Ld&sung
B,(x) = B,(0) - exp(+x/A;) zuldsst. Sie ist aber fiir unsere Geometrie nicht sinnvoll, da sie
zu einem beliebig grof3en Feld im Inneren des Supraleiters fiihrt.

Einen groben Zahlenwert fiir die London-Eindringtiefe erhalten wir aus der Gl. (1-10)
unter der sicher nicht ganz richtigen Annahme, dass ein Elektron pro Atom mit der Masse
des freien Elektrons m, zum Suprastrom beitrégt. Flir Zinn z. B. liefert diese Abschitzung
A, =26 nm. Dieser Wert weicht nur wenig von dem gemessenen ab, der bei tiefen Tempe-
raturen im Bereich von 25 bis 36 nm liegt.

Bereits wenige Nanometer weg von der Oberfldche ist der supraleitende Halbraum prak-
tisch feldfrei und damit im ideal diamagnetischen Zustand. Ahnliches gilt fiir Proben mit
realistischer Geometrie, etwa einem supraleitenden Stab, solange die Kriimmungsradien
der Oberfldchen deutlich grofier sind als 4, und der Supraleiter deutlich dicker ist als 4,.
Auf einer Lingenskala von 4, sieht dann der Supraleiter im Wesentlichen wie ein supra-
leitender Halbraum aus. Fiir eine exakte Losung miisste natiirlich Gl. (1-16) gelost werden.

Die London-Eindringtiefe ist temperaturabhiingig. Man sieht aus Gl. (1-10), dass 4,
proportional zu 1/4/n, ist. Wir kénnen annehmen, dass die Zahl der zu Cooper-Paaren

korrelierten Elektronen zur Ubergangstemperatur T, hin abnimmt und bei T, verschwin-
det. Oberhalb der Sprungtemperatur sollten jedenfalls keine stabilen'? Cooper-Paare mehr
vorhanden sein. Wir erwarten daher, dass 4, mit wachsender Temperatur zunimmt und bei
T, divergiert. Damit dringt aber auch das Magnetfeld weiter und weiter in den Supraleiter
ein, bis es die Probe an der Ubergangstemperatur homogen ausfiillt.

Zur Vertiefung 1.1 Feldeindringen in eine supraleitende Platte

Wir wollen den Umgang mit den Gl. (1-16) bzw. (1-17) am Beispiel einer supraleitenden
Platte der Dicke d weiter vertiefen. Die Platte erstrecke sich parallel zur (y, z)-Ebene und
es sei ein Magnetfeld B_ in z-Richtung angelegt. Die Geometrie ist in Abb. 1.16 gezeigt.

12 Wir vernachlidssigen hier thermische Schwankungen, durch die kurzfristig Cooper-Paare auch ober-
halb von T, entstehen. Wir werden darauf in Abschnitt 4.8 néiher eingehen.
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Abb. 1.16 Ortsabhangigkeit des Magnetfelds
in einer diinnen supraleitenden Schicht. Bei
dem angenommenen Verhaltnis d/4, = 3 nimmt
das Magnetfeld nur noch auf etwa den halben
Wert ab.

By

Auch fiir diesen Fall konnen wir den Verlauf des Magnetfelds im Supraleiter durch
die Differentialgleichung (1-17) berechnen, wobei nun aber das Magnetfeld an beiden
Grenzflichen bei x = +d/2 gleich dem angelegten Feld B, sein soll. Um die Losung zu
finden, miissen wir auch die mit x anwachsende Exponentialfunktion beriicksichtigen
und wihlen als Ansatz die Linearkombination

B,(x) = Bje™/* 4 Be**/M (1-19)

Fiir x = d/2 erhalten wir:

=g (%) = ge-dia +d/2
Ba—BZ(Z)—Ble L 4 Byetd/2h (1-20)
Da das Problem bei der Wahl unseres Koordinatensystems symmetrisch ist in x
und —x, muss gelten: B, = B, = B". Wir erhalten:
Ba

— R* (pd/24L —d/22;, # _ _ BPa
B, =B (e te )bZLU.B 2coshd/24;, (1-21)

Damit wird im Supraleiter

P
cosh —

BZ(x) - Ba cosh liL

(1-22)

Dieser Verlauf ist in Abb. 1.16 eingezeichnet. Fiir d >> 4, fillt das Feld exponentiell
von beiden Oberflichen her im Supraleiter ab und das Platteninnere ist nahezu feldfrei.
Fiir eine kleiner werdende Dicke d wird die Feldvariation aber immer kleiner, weil sich
die Abschirmschicht nicht mehr voll aufbauen kann. Fiir d << 4, schliefSlich haben wir
nur noch eine sehr kleine Feldvariation iiber die Dicke. Das Magnetfeld durchdringt die
supraleitende Schicht praktisch homogen.

Wir geben fiir den Fall des supraleitenden Halbraums und der supraleitenden Platte
noch die Abschirmstrome an, die im Supraleiter flieflen. Wir erhalten die Abschirm-
stromdichte aus dem Verlauf des Magnetfelds mit Hilfe der Maxwell-Gleichung
Gl. (1-15), die sich fiir B = (0,0, B;(x)) zur Gleichung u,js,, = — dfz reduziert. Die

X
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Stromdichte hat also nur eine y-Komponente. Diese nimmt wie das Magnetfeld von
der Oberflidche ins Innere des Supraleiters ab.

Flir den Fall des supraleitenden Halbraums ergibt sich jg, = #BZ e~*L_ Die
0/'L

Stromdichte an der Oberfldche betrdgt damit #B; . Fiir den Fall der diinnen Platte
0L
finden wir j, =— Ba M, was sich an der Oberfliche bei x = -d/2 zu
K MoAr cosh(d/22r)

Jsy(=d/2) = 22
Negative dieses Werts.

Die Suprastrome flieflen damit bei x = -d/2 in die Bildebene hinein und bei x = d/2 aus
dieser heraus. Beachten wir noch, dass sich bei einer endlich grofien Platte diese Strome
schliefien miissen, dann sehen wir, dass wir hier einen Kreisstrom beobachten, der nahe
der Oberfldche um die Platte flief3t. Das von diesem Strom erzeugte Magnetfeld ist dem
angelegten Feld entgegengerichtet; die Platte verhilt sich also wie ein Diamagnet.

tanh(d/21;) reduziert. Die Suprastromdichte bei x = d/2 ist das

Methoden 1.3 Experimentelle Bestimmung der London-Eindringtiefe

Wie kann man die London-Eindringtiefe experimentell bestimmen? Im Prinzip muss
bei allen Methoden der Einfluss der diinnen Abschirmschicht auf das diamagnetische
Verhalten gemessen werden. Verschiedene Verfahren sind verwendet worden.

So kann man beispielsweise die Magnetisierung'’ immer diinnerer Platten bestim-
men [25]. Solange die Plattendicke wesentlich grofier ist als die Eindringtiefe, wird man
dabei eine nahezu ideale diamagnetische Antwort finden, die aber abnimmt, wenn die
Plattendicke in den Bereich von A, kommt. Ein weiteres Verfahren ist die in Abschn. 1.2
erwihnte Myonenspinresonanz, die auflokale Magnetfelder sensitiv ist. Zur Bestim-
mung der Eindringtiefe im Meifiner-Zustand implantiert man die Myonen durch Varia-
tion der Implantationsenergie in verschiedenen Tiefen und erhilt so 4, [26].

Weitere Methoden setzen an der Shubnikov-Phase an und bestimmen A, aus der
Grof3e von Flusswirbeln.

Fiir die Bestimmung der Temperaturabhingigkeit der Eindringtiefe sind nur Relativ-
messungen erforderlich. Man kann etwa die Resonanzfrequenz eines Hohlraums aus
supraleitendem Material bestimmen. Die Resonanzfrequenz hingt empfindlich von der
Geometrie ab. Wenn die Eindringtiefe mit der Temperatur variiert, so bedeutet das eine
Variation der Geometrie des Hohlraums und damit der Resonanzfrequenz, woraus die
Anderung von 1, bestimmt werden kann [27]. Wir werden experimentelle Ergebnisse in
Abschn. 4.5 vorstellen.

Ein wesentliches Interesse in der genauen Bestimmung der Eindringtiefe, etwa als
Funktion von Temperatur, Magnetfeld oder der Frequenz der anregenden Mikrowellen
liegt in ihrer Abhéngigkeit von der Dichte der supraleitenden Ladungstrédger. Sie kann
damit als ein Sensor zur Untersuchung der Supraleitung dienen.

13 Die Magnetisierung kann dadurch bestimmt werden, dass man die Probe im Inneren einer Spule
anbringt und deren Induktivitdt bestimmt. Wird aufgrund des Meifiner-Effekts das Feld aus dem Supra-
leiter gedriingt, verringert sich die Permeabilitit der Spule. Aus dieser Anderung kann die Magnetisierung
bestimmt werden.
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1.4.3 Warum gibt es Typ-I- und Typ-lI-Supraleiter?

Kommen wir nun zuriick zu unseren Ausfithrungen iiber die makroskopische Wellen-
funktion. Die blole Annahme, dass im supraleitenden Zustand die Ladungstridger eine
kohidrente Materiewelle bilden, hat uns bereits das Phinomen der Fluxoid- bzw. Fluss-
quantisierung und den idealen Diamagnetismus geliefert. Wir haben auf3erdem eine fun-
damentale Lingenskala der Supraleitung gefunden, die London-Eindringtiefe.

Wie kommt es zum Unterschied zwischen Typ-I- und Typ-II-Supraleitung bzw. zur
Ausbildung von Flusswirbeln? Die Annahme eines kontinuierlichen Supraleiters hatte
uns zur zweiten London-Gleichung und damit zum idealen Diamagnetismus gefiihrt. Bei
Typ-I-Supraleitern ist dieser Zustand realisiert, solange das angelegte Feld einen gewis-
sen kritischen Wert nicht tiberschreitet. Hohere Felder fithren zum Zusammenbruch der
Supraleitung. Fiir eine Diskussion des kritischen Felds miissen wir die Energieverhilt-
nisse im Supraleiter genauer betrachten. Wir werden dies im Kap. 4 tun. Es wird sich
zeigen, dass es letztlich die Konkurrenz zweier Energien — der Energiegewinn durch die
Kondensation der Cooper-Paare und der Energieaufwand durch die Verdrdngung des
magnetischen Felds - ist, die zum Ubergang vom supraleitenden in den normalleitenden
Zustand fiihrt.

Auch in Typ-II-Supraleitern bildet sich bei kleinen Magnetfeldern die Meifiner-Phase
aus. Beim unteren kritischen Feld kondensieren aber Flusswirbel im Material. Wenn wir
nochmals die Gl. (1-11) betrachten, dann sehen wir, dass die Portionierung des magneti-
schen Flusses in Einheiten'* +1 ¢ Zustinden mit der Quantenzahl n = +1 entspricht. Die
Diskussion des Meifiner-Zustands hat uns aber auch gezeigt, dass dann der Supraleiter
nicht kontinuierlich supraleitend bleiben kann. Wir miissen vielmehr annehmen, dass,
dhnlich wie beim Ring, die Achse des Flusswirbels nicht supraleitend ist. Dann kénnen
wir uns den Integrationsweg nicht auf einen Punkt zusammengezogen denken, und die
Ableitung der zweiten London-Gleichung mit n = 0, welche zum Meifiner-Ochsenfeldef-
fekt gefiihrt hatte, verliert ihre Giiltigkeit. Tatsédchlich zeigt eine genauere Betrachtung im
Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie, dass die Supraleitung auf einer Lingenskala £ _,
der Ginzburg-Landau-Kohirenzlinge, zur Achse eines Flusswirbels hin verschwindet
(siehe auch Abschn. 4.7.3). Diese Linge ist je nach supraleitendem Material von der Gréf3en-
ordnung einiger Nanometer bis einiger Hundert Nanometer und dhnlich wie die London-
Eindringtiefe insbesondere nahe T, stark temperaturabhéngig.

In der Shubnikov-Phase ist also der Supraleiter von einer Vielzahl »normalleitender
Achsen« durchzogen. Warum trégt aber jeder Flusswirbel genau 1 @,? Auch hier miissen
die Energieverhiltnisse im Supraleiter genau betrachtet werden. Im Wesentlichen stellt
sich heraus, dass ein Typ-II-Supraleiter einen energetischen Vorteil davon hat, oberhalb
des unteren kritischen Felds eine Grenzfliche Normalleiter-Supraleiter aufzubauen (vgl.
Abschn. 4.7). Er versucht dann, moglichst viele dieser Grenzfldchen zu realisieren. Dies
wird durch die Wahl des kleinsten Quantenzustands n = + 1 erreicht, da dann die maxi-
male Zahl von Wirbeln und damit von Grenzflichen in Achsennéhe entsteht.

14 Das Vorzeichen ist entsprechend der Magnetfeldrichtung zu wihlen.
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Wir kénnten Gl. (1-11) benutzen, um auszurechnen, wie weit das Magnetfeld eines Fluss-
schlauchs in den Supraleiter hineinreicht. Wir wollen dies nicht im Detail durchfiihren. Es
stellt sich heraus, dass auch hier das Feld nahezu exponentiell von der Achse her mit der
Léngenskala A, abfillt. Wir kénnen also sagen, dass ein Flussschlauch einen magnetischen
Radius 4, hat.

Hiermit konnen wir auch das untere kritische Feld B, grob abschitzen. Jeder Fluss-
schlauch trégt einen Fluss @, und wir bendtigen mindestens ein Magnetfeld B, ~ @ /(Fla-
che des Flussschlauchs) ~ ®/(7A%), um diesen Fluss zu erzeugen. Fiir A, =100 nm liefert
dies einen Wert von etwa 66 mT fiir B .

Fiir h6here Magnetfelder werden die Flusslinien immer dichter gepackt, bis sie nahe B,
einen Abstand von der Grofienordnung der Ginzburg-Landau-Kohérenzlinge £, haben.
Fiir eine einfache Abschidtzung von B, nehmen wir einen zylinderférmigen normallei-
tenden Kern des Flussschlauchs an. Die Supraleitung sollte ungefihr dann verschwin-
den, wenn der Abstand zwischen den Flussquanten gleich dem Kerndurchmesser ist, also
fiir B,, ~ ®,/(w&%;). Die genaue Theorie liefert einen um einen Faktor zwei kleineren
Wert!". Man beachte, dass B,, je nach dem Zahlenwert fiir £, sehr grof3 werden kann. Fiir
§,, = 2nm erhélt man etwa einen Wert von iiber 80 T! Derart hohe Werte werden bei Hoch-
temperatursupraleitern erreicht oder sogar iiberschritten.

1.4.4 Widerstand null

Zum Schluss des Abschn. 1.4 wollen wir uns fragen, wie die makroskopische Wellenfunk-

tion die Dauerstrome und damit Widerstand null - das namensgebende Phidnomen der
Supraleitung - erkldren kann.

Betrachten wir hierzu die zweite London-Gleichung, siehe Gl. (1-14), B = —Mo/lirot}:

und benutzen zusitzlich die Maxwell-Gleichung

- d_B >

rotE = -5 = —B (1-23)

die die Rotation des elektrischen Felds mit der zeitlichen Anderung des Magnetfelds ver-

bindet. Wir leiten Gl. (1-14) nach der Zeit ab und setzen dies in Gl. (1-23) ein. Dann ergibt

sich rotE = uo/lfrot}s oder, bis auf Integrationskonstanten,
E = poAijq (1-24)

Dies ist die erste London-Gleichung. Fiir einen zeitlich konstanten Suprastrom ist die
rechte Seite von Gl. (1-24) null, und damit haben wir einen Stromfluss ohne elektrisches
Feld und damit ohne Widerstand.

Die GI. (1-24) besagt auch, dass die Suprastromdichte bei Anwesenheit eines elektrischen
Felds mit der Zeit immer mehr anwéchst. Dies ist fiir einen Suprastrom sinnvoll, da dann
die supraleitenden Ladungstrdger durch das elektrische Feld immer weiter beschleunigt

15 Dieser Zusammenhang wird hiufig genutzt, um & zu bestimmen. Eine weitere Moglichkeit besteht
in der Analyse der Leitfidhigkeit in der Ndhe der Sprungtemperatur (siehe auch Abschnitt 4.8).
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werden. Auf der anderen Seite kann die Suprastromdichte nicht bis ins Unendliche anwach-
sen. Man benotigt weitergehende Energiebetrachtungen, um die maximal erreichbare Su-
prastromdichte zu finden. Wir werden diese im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie in
Abschn. 5.1 durchfiihren.

Wir hitten die erste London-Gleichung auch elementar in einer klassischen Betrachtung
erhalten kdnnen, wenn wir sehen, dass bei Stromfluss ohne Widerstand die supraleitenden
Ladungstriger ohne (inelastische) Stofiprozesse flieflen miissen. Bei Anwesenheit eines
elektrischen Felds haben wir dann die Kraftgleichung mi = qﬁ als Ausgangspunkt. Wir

benutzen }S = qng0 und finden E = q%}s, was sich mit der Definition, siehe Gl. (1-10),

der London-Eindringtiefe in die Form der Gl. (1-24) bringen l&sst.

Die obige Argumentation zeigt zumindest formal, dass auch Widerstand null eine Kon-
sequenz der makroskopischen Wellenfunktion ist. Wir konnen aber auch fragen, welche
Prozesse zu einem endlichen Widerstand bzw. zum Abklingen eines Dauerstroms fiihren
konnen. Wir beschrianken uns der Einfachheit halber auf Gleichstrome in einem Typ-I-
Supraleiter, d. h., wir lassen dissipative Effekte durch Flusswirbelbewegungen oder durch
im Wechselfeld beschleunigte ungepaarte Elektronen aufler Acht.

Betrachten wir die stark vereinfachte Situation der Abb. 1.17. Wir nehmen an, wir hitten
einen metallischen Ring, in dem sich lediglich vier Elektronen befinden. Die Elektronen
sollen sich nur entlang des Rings bewegen konnen. In der Zeichnung haben wir diesen
Ring aufgeschnitten dargestellt, d. h., wir haben ein Drahtstiick gezeichnet, dessen beiden
Enden miteinander identisch sein sollen. Man spricht hier auch von periodischen Rand-
bedingungen. Ein Elektron, das den gezeichneten Ring beispielsweise auf der linken Seite
verldsst, erscheint wieder auf der rechten Seite.

Im normalleitenden Zustand (T > T)) sei zunéchst der Ringstrom gleich null. Dies bedeu-
tet aber nicht, dass die Elektronen ruhen. Nach dem Pauli-Prinzip miissen die Elektronen
unterschiedliche Quantenzustinde einnehmen. Vernachlédssigen wir den Elektronenspin,
so miissen die vier Elektronen unterschiedliche Wellenvektoren und damit Geschwindig-
keiten annehmen. Wir haben diese Geschwindigkeiten durch Pfeile unterschiedlicher
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Abb. 1.17 Zur Entstehung des Suprastroms: vier Elektronen in einem ringférmigen Draht.
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Lange bzw. Richtung dargestellt, die an den Elektronen ansetzen. Die Quantenmechanik
verlangt, dass sich die Wellenzahlen und damit die Geschwindigkeiten der Elektronen in
ganzzahligen Schritten dndern. Dies ist bei der Pfeillinge beriicksichtigt. Soll netto kein
Ringstrom flielen, dann miissen sich die Geschwindigkeiten der vier Elektronen zu null
addieren, dies ist die in der Abbildung links oben gezeichnete Situation. Wenn wir anderer-
seits einen Ringstrom angeworfen haben, dann bewegen sich die Elektronen vorzugsweise
in eine Richtung. Diese Situation ist im zweiten Bild von oben dargestellt. Wir haben hier
zur Geschwindigkeit jedes Elektrons eine Einheit addiert und den Gesamtstrom als Sum-
menpfeil mit eingezeichnet'.

Uberldsst man nun das System sich selbst, werden die Elektronen sehr schnell durch
Streuprozesse ihren Quantenzustand in Richtung moglichst kleiner Gesamtenergie indern,
so dass nach kurzer Zeit der Ringstrom abgeklungen ist. Einige dieser Streuprozesse sind
in der Abbildung angedeutet, wobei wir das jeweils streuende Elektron durch eine gestri-
chelte Linie gekennzeichnet haben. Hierbei kann sich der Gesamtstrom in Schritten von
einer Einheit dndern.

Die makroskopische Wellenfunktion zeichnet sich dadurch aus, dass die Schwerpunkte
aller Cooper-Paare den gleichen Impuls bzw. den gleichen Wellenvektor haben. Wir haben
zur Illustration auf der rechten Seite der Abb. 1.17 die vier Elektronen zu zwei Cooper-Paa-
ren verbunden und hell- bzw. dunkelgrau gekennzeichnet. Man beachte, dass in den beiden
oberen Bildern der rechten Seite die beiden Paare jeweils die gleiche Schwerpunktsgeschwin-
digkeit haben, die fiir den Strom I = 0 bei null liegt. Im zweiten Bild weist der Geschwindig-
keitsvektor beider Paare eine Einheit nach rechts. Eine Reihe von Streuprozessen, die fiir T >
T.zum Abklingen des Stroms fiihrten, funktionieren nun nicht mehr, da sie die Bedingung
verletzen, dass die Schwerpunktsgeschwindigkeit der beiden Paare die gleiche sein muss. Bei
einem Ubergang eines Elektrons miissen die anderen Elektronen ihren Quantenzustand so
einstellen, dass alle Paare auch weiterhin die gleiche Schwerpunktsgeschwindigkeit besitzen.
Der Gesamtstrom muss sich in Schritten von mindestens zwei Einheiten dndern, bis der
Zustand I = 0 wieder erreicht ist. Ganz analog muss sich bei N Paaren der Gesamtstrom in
Schritten von N Einheiten dndern. Fiir N = 2 wiren diese Ereignisse sicher nicht besonders
unwahrscheinlich. Fiir 10%° Elektronen bzw. Cooper-Paare ist die Wahrscheinlichkeit eines
solchen simultanen Prozesses jedoch extrem klein, der Strom klingt nicht ab.

Wir koénnen die obige Betrachtung auch etwas realistischer im Bild der Fermi-Kugel dar-
stellen. In Abb. 1.18 sind zwei Dimensionen k , k des k -Raums gezeichnet. Die erlaubten,

diskreten k -Werte sind durch einzelne Punkte angedeutet, die allerdings in einem tiber-
trieben grofien Abstand gezeichnet sind. Die Elektronen besetzen zumindest bei T = 0 die

niedrigsten Energiezustéinde - die Fermi-Kugel in 3D, entsprechend einem Kreis in der (k ,
ky)—Ebene. Ohne Nettostromfluss ist diese Kugel um den Nullpunkt zentriert. Flief3t ein
Nettostrom in x-Richtung, ist die Fermi-Kugel dagegen entlang k _leicht ausgelenkt, da ja
iiber alle Elektronen summiert eine Nettobewegung in Stromrichtung {ibrigbleiben muss".
Diese Auslenkung ist in Abb. 1.18 stark {ibertrieben dargestellt.

16 Wir ignorieren hier das negative Vorzeichen der Elektronenladung. Andernfalls miissten wir Strom-
und Geschwindigkeitsvektoren in entgegengesetzte Richtungen zeichnen.
17 Auch in dieser Darstellung ignorieren wir das negative Vorzeichen der Elektronenladung.
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Abb. 1.18 Zur Entstehung des Suprastroms: Stromtransport und Abklingen des Dauerstroms im
Bild der Fermi-Kugel.

Im normalleitenden Zustand konnen die Elektronen unter Beachtung des Pauli-Prinzips
im Wesentlichen unabhingig voneinander in niedrigere Energiezustdnde streuen (durch
die Pfeile angedeutet) und die Fermi-Kugel relaxiert schnell in den Ursprung zuriick, d. h.,
der Kreisstrom klingt schnell ab. Im supraleitenden Zustand sind die Paare dagegen beziig-
lich des Mittelpunkts der Fermi-Kugel korreliert. Sie konnen lediglich um die Kugel herum-
streuen, was aber nicht zu einer Verschiebung des Kugelmittelpunkts und damit nicht zu
einem Abklingen des Kreisstroms fithrt. Wir haben damit einen Dauerstrom.

Die einfachste Mdoglichkeit, den Kreisstrom in einem Ring mit vielen Elektronen abzu-
bremsen, besteht darin, die Paarkorrelationen in einem mdoglichst kleinen Volumen des
Rings kurzfristig durch eine Fluktuation aufzuheben. Dieses Volumen wire dann kurz-
fristig normalleitend und der Ringstrom konnte leicht zuriickgehen. Wir wollen die Wahr-
scheinlichkeit eines solchen Prozesses sehr grob abschitzen.

Die Lingenskala, auf der man die Supraleitung unterdriicken kann, ist die Ginzburg-
Landau-Kohirenzlinge &, , die wir bereits im Zusammenhang mit Flusswirbeln in Typ-II-
Supraleitern erwidhnt haben. Das kleinste Volumen, das kurzfristig normalleitend werden
kann, ist dann durch den Drahtquerschnitt mal £, gegeben, falls der Drahtquerschnitt§
nicht iberschreitet. Nehmen wir an, das Volumen, das wir normalleitend machen miissen,
sei gerade V_ = €21, Wie viele Cooper-Paare sind in diesem Volumen? Die Elektronen-
dichte sei n und es sei ein Anteil a aller Elektronen gepaart. Wir haben dann eine Zahl von
N, = ané}; /2 im Volumen £€21. Im Rahmen der BCS-Theorie ergibt sich, dass der Anteil
a an Elektronen, die effektiv an der Cooper-Paarung teilnehmen, in der Grofienordnung
von A4 /E, ist, mit der Fermi-Energie E, und der sog. Energieliicke 4, die fiir metallische
Supraleiter wie Nb oder Pb in der Gréfienordnung von 1 meV ist. E , ist in der Gréfenord-
nung 1 eV. Man hat dann einen Anteil a von etwa 10~3. Nehmen wir n = 10*/cm’ und §
~ 100 nm an, dann haben wir etwa 10° Cooper-Paare, die wir durch die Fluktuation in den
normalleitenden Zustand bringen miissen. Die Kondensationsenergie pro Paar ist eben-
falls in der Groflenordnung von 1 meV. Der obige Prozess kostet damit eine Energie E, von
gut 10? eV. Die Thermodynamik sagt uns, dass die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Vorgang
proportional zum Boltzmann-Faktor exp(-E /k,T) ist. Nehmen wir eine Temperatur von
1 K. Dann ist k, T ~ 0,08 meV und das Verhiltnis E /k,T etwa 10°. Der Boltzmann-Faktor
betrdgt dann etwa exp(-10°) !
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Es sei hier angemerkt, dass eine genaue Analyse der Fluktuationseffekte, die zum
Auftreten eines endlichen Widerstands in einem diinnen supraleitenden Draht fiihren,
wesentlich komplizierter ist als gerade eben dargestellt [28, 29]. Jedoch erhilt man auch
hier die exponentielle Abhingigkeit von der Kondensationsenergie innerhalb eines Kohi-
renzvolumens. Diese Abhédngigkeit wurde durch Messung des Widerstands sehr diinner
einkristalliner Zinndrihte (sog. Whisker) nahe T, = 3,7 K getestet [30, 31]. Innerhalb eines
Millikelvins fiel der Widerstand exponentiell um sechs Grofienordnungen. Extrapoliert
man dieses Verhalten zu tieferen Temperaturen, dann wird die Wahrscheinlichkeit fiir das
kurzfristige Zusammenbrechen der Supraleitung so verschwindend gering, dass wir getrost
vom Widerstand null sprechen kénnen.

Fiir Hochtemperatursupraleiter ist die Kondensationsenergie pro Paar in etwa eine Gro-
enordnung hoher als bei Nb oder Pb, allerdings ist das Volumen V_ wesentlich kleiner.
Die Ginzburg-Landau-Kohidrenzldnge ist hier anisotrop. Sie betrigt in zwei Raumrich-
tungen in etwa 1-2 nm und ist in der dritten Raumrichtung kleiner als 0,3 nm. Bei tiefen
Temperaturen haben wir hier mitunter weniger als zehn Cooper-Paare im Volumen V..
Der Boltzmann-Faktor ist dann bei T = 1 K immerhin von der Grofienordnung exp(-10?).

Fluktuationseffekte sind bei Hochtemperatursupraleitern in der Tat hdufig nicht ver-
nachlissigbar und fiihren zu einer Reihe interessanter Erscheinungen, insbesondere im
Zusammenhang mit Flusswirbeln. Wir werden hierauf in den Kap. 4 und 5 genauer ein-
gehen.

1.5 Quanteninterferenzen

Abstract

Wir haben im vorangegangenen Abschn. gesehen, dass uns die Annahme einer makrosko-
pischen Materiewelle mit wohldefinierter Phase zu den zentralen Erscheinungen der Su-
praleitung - dem Verschwinden des elektrischen Widerstands, dem idealen Diamagnetismus
sowie der Fluxoidquantisierung - fiihrt. Die Frage ist jetzt, ob sich die Kohédrenz der Materie-
welle im Supraleiter direkt nachweisen ldsst. In der Optik manifestiert sich der Wellencha-
rakter von Licht sehr elegant durch Beugungserscheinungen bzw. Interferenz. Jeder kennt
die Interferenzstreifen, die beispielsweise Laserlicht beim Durchgang durch einen Einzelspalt
oder einem Doppelspalt auf einem Schirm hinter dem Spalt erzeugt. Wir werden in diesem
Abschnitt sehen, dass analoge Erscheinungen auch im Supraleiter beobachtet werden konnen,
wobei ein wichtiges Bauelement der Supraleitung — der Josephson-Kontakt - eine zentrale
Rolle spielen wird. Zur Hinfiihrung auf die Thematik wollen wir zunéchst (Abschn. 1.5.1)
einige klassische Interferenzerscheinungen rekapitulieren, wobei wir sowohl auf rdumli-
che wie auch auf zeitliche Interferenzen eingehen werden. In Abschn. 1.5.2 werden wir
uns den Josephson-Kontakten zuwenden und die zur Beschreibung relevanten »Josephson-
Gleichungen« auf der Basis allgemeiner Prinzipien herleiten. In diesem Abschnitt werden
wir auch Methoden zur Herstellung von Josephson-Kontakten kennenlernen. Im Anschluss
(Abschn. 1.5.3) werden wir Experimente zur Beobachtung der zeitlichen Interferenz von Mate-
riewellen ansprechen. Der Abschn. 1.5.4 wird sich zunichst ausfiihrlich mit der rdumlichen
Interferenz der kohdrenten Materiewellen im Supraleiter beschéftigen. Abschlieflend werden
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wir zur Vertiefung ein Interferometer beschreiben, das die Interferenz einzelner Elektronen-

wellen nutzt.

1.5.1 Allgemeines zu Interferenzen

Zum Thema »raumliche Interferenz« diirfte die Beugung von Lichtwellen an einem Ein-
zelspalt oder einem Doppelspalt allgemein bekannt sein. Etwas weitergehend betrachten
wir an dieser Stelle zunéchst ein spezielles optisches Interferometer — das Sagnac-Inter-
ferometer, das in Abb. 1.19 schematisch dargestellt ist. Ein Laserstrahl wird durch einen
halbdurchlissigen Spiegel so aufgespalten, dass er in beiden Richtungen eine Ringstrecke
durchlduft, die durch drei weitere Spiegel realisiert wird. Wenn die beiden Teilwellen mit
der gleichen Phasenlage konstruktiv miteinander interferieren, dann erreichen die beiden
Teilwellen mit der gleichen Phase den Detektor und ein grof3es Signal kann nachgewiesen
werden. Das Interessante am Sagnac-Interferometer ist, dass es auf eine Rotation des Mess-
aufbaus empfindlich ist. Rotiert der Aufbau z. B. im Uhrzeigersinn, dann laufen die Spie-
gel dem links herumlaufenden Strahl entgegen, aber dem rechts herumlaufenden Strahl
davon. Der rechts herumlaufende Strahl muss also bis zur Auskopplung in den Detektor
eine grof3ere Wegstrecke zurticklegen als der links herumlaufende und als Resultat entsteht
ein Gangunterschied zwischen den Teilstrahlen am Detektor. Das nachgewiesene Signal
wird kleiner. Mit immer weiterwachsender Rotationsgeschwindigkeit des Messaufbaus
wird das Signal schliefilich zwischen einem Maximalwert und einem Minimalwert perio-
disch variieren. Diese Abhingigkeit des Detektorsignals von der Rotationsgeschwindigkeit
des Aufbaus erlaubt, das Sagnac-Interferometer als Gyroskop zum Nachweis von Dreh-
bewegungen einzusetzen. Bei Supraleitern werden wir mit dem dc SQUID ein analoges
Interferometer kennenlernen, das aber auf Anderungen des magnetischen Flusses anstelle
von Anderungen von Drehbewegungen empfindlich ist.

Man kann die Wellennatur auch durch »zeitliche Interferenz« beobachten. Stellen
wir uns vor, dass zwei Wellen unterschiedlicher Frequenz interferieren und beobachten an
einem bestimmten Ort, z. B. bei x = 0. die Gesamtamplitude aus beiden Teilwellen. Immer
dann, wenn die beiden Wellen in Phase sind, ist die Amplitude der Welle gleich der Summe
der Amplituden der beiden Teilwellen. Die Gesamtamplitude ist gleich der Differenz der
Amplituden der beiden Teilwellen, wenn diese aufier Phase sind. Wir beobachten also,

Detektor Abb. 1.19 Das optische Sagnac-Interferometer.
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dass die Amplitude der Gesamtwelle periodisch mit der Zeit oszilliert, wobei die Frequenz
gerade durch die Differenz der Oszillationsfrequenzen der beiden Teilwellen gegeben ist.
Bei supraleitenden Josephson-Kontakten wird uns die zeitliche Interferenz in Form von
Josephson-Wechselstromen begegnen.

Zur genaueren Erkldrung miissen wir zunéchst den Josephson-Effekt im Detail disku-
tieren.

1.5.2 Josephson-Strome und die Josephson-Gleichungen

Denken wir uns zunichst zwei Supraleiter, die wir in Form einer Sandwichstruktur zusam-
menbringen. Die Anordnung ist in Abb. 1.20 schematisch gezeichnet. Zwischen den beiden
Supraleitern sei eine nichtsupraleitende Barriere, z. B. ein Isolator. Wenn die Barriere sehr
diinn (GréBenordnung: wenige Nanometer) wird, konnen Elektronen von einem Supra-
leiter zum anderen gelangen, obwohl sich eine nichtleitende Schicht zwischen den beiden
Metallen befindet. Die Ursache ist der quantenmechanische Tunneleffekt: Die Wellenfunk-
tion, die die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons beschreibt, »leckt« etwas aus
dem metallischen Bereich heraus. Bringen wir ein zweites Metall in diese Zone, dann kann
das Elektron von Metall 1 zum Metall 2 »tunneln«, und wir kénnen einen Strom iiber die
Sandwichanordnung schicken. Dieser Tunneleffekt ist ein sehr grundlegendes Phinomen
in der Quantenmechanik. Es ist beispielsweise auch beim Alphazerfall von Atomkernen
sehr wichtig.

Durch die tunnelnden Elektronen bzw. Cooper-Paare werden die beiden Supraleiter mit-
einander gekoppelt und man kann einen schwachen Suprastrom - den Josephson-Strom -
iiber die Barriere schicken. Dieser Strom wurde von Brian D. Josephson erstmals 1962
in einer theoretischen Arbeit beschrieben [32]. Der Josephson-Strom hat eine Reihe ganz
erstaunlicher Eigenschaften, die unmittelbar mit der Phase der makroskopischen Wel-
lenfunktion des supraleitenden Zustands verkniipft sind. Josephson erhielt fiir seine Ent-
deckung 1973 den Nobelpreis.

Wir werden sehen, dass der Josephson-Strom proportional zum Sinus der Differenz
der Phasen ¢, und ¢, der makroskopischen Wellenfunktionen der beiden Supraleiter ist.
Genauer gesagt, gilt:

I =1 siny (1-25)

wobei y die sog. eichinvariante Phasendifferenz ist:

Strom Abb. 1.20 Sandwichanordnung von zwei
durch eine duinne Barriere getrennten
Supraleitern.

Supraleiter 1

Spannun
wvv*vvvv P 9

Barriere

Supraleiter 2
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2 -
y=q02—go1—%:fﬁdl
1 (1-26)
Hierbei ist das Wegintegral {iber das Vektorpotenzial iiber die Barriere hinweg von Supra-
leiter 1 zum Supraleiter 2 zu nehmen.

Die GI. (1-25) ist die erste Josephson-Gleichung. Die Konstante I wird als kritischer
Strom bezeichnet. Geteilt durch die Fldche des Kontakts ergibt sich die kritische Strom-
dichtej . Sie liegt bei tiefen Temperaturen typischerweise im Bereich von 102 bis 10* A/cm?.

Wenn wir eine Gleichspannung U an das Sandwich anlegen konnen, wie in Abb. 1.20
gezeichnet, dann wichst, wie wir weiter unten im Detail sehen werden, die eichinvariante
Phasendifferenz mit der Zeit an und wir beobachten einen hochfrequenten Wechselstrom,
dessen Frequenz durch

U 2e

fr=0,=U% (1-27)
gegeben ist. Im Josephson-Wechselstrom sehen wir die zeitliche Interferenz der Wellen-
funktionen der beiden Supraleiter. Der genaue Zusammenhang zwischen eichinvarianter
Phasendifferenz y und angelegter Spannung U wird durch die zweite Josephson-Glei-
chung

5 27

r=3Y (1-28)
beschrieben, die wir ebenso wie die erste Josephson-Gleichung im Detail herleiten
werden.

Die Frequenz des Josephson-Wechselstroms ist also zur angelegten Gleichspannung
proportional und die Proportionalitétskonstante ist das Flussquant @,. Es ergibt sich ein
Zahlenwert von ca. 483,6 GHz pro mV angelegter Spannung. Dieser hohe Wert und die Tat-
sache, dass die Oszillationsfrequenz mit der angelegten Spannung durchgestimmt werden
kann, machen Josephson-Kontakte interessant als Oszillatoren fiir Frequenzen im hohen
Gigahertzbereich oder sogar im Terahertzbereich. Umgekehrt erlaubt die Tatsache, dass
mit Gl. (1-27) Spannung und Frequenz durch die beiden fundamentalen Naturkonstanten h
und e verkniipft sind, das Volt iiber die Frequenz des Josephson-Wechselstroms zu definie-
ren und Josephson-Kontakte als Spannungsstandards zu verwenden. Wir werden auf die
vielfdltigen Einsatzmdglichkeiten von Josephson-Kontakten in den Kap. 6 und 7 eingehen.

Betrachten wir nun die Eigenschaften des Josephson-Stroms etwas genauer im Bild der
makroskopischen Wellenfunktion. Wie im oben beschriebenen Fall einzelner Elektronen
konnen wir uns auch hier vorstellen, dass die kohdrente Materiewelle aus dem Supraleiter
herausleckt und damit die beiden supraleitenden Bereiche koppelt.

Wegen der grof3en Bedeutung des Josephson-Effekts wollen wir die zugrunde liegenden
Josephson-Gleichungen auf zwei verschiedene Arten herleiten.

In der ersten Herleitung, die auf Richard Feynman zuriickgeht [33], betrachten wir
zwei schwach gekoppelte quantenmechanische Systeme und 16sen ndherungsweise die
Schrodinger-Gleichung fiir dieses Problem. Wir vernachléssigen dabei fiir den Moment
Magnetfeldeffekte.
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Die beiden getrennten Systeme sollen durch die beiden Wellenfunktionen ¥, und ¥,
beschrieben werden. Es gilt dann gemé@f3 der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung fiir
die zeitliche Anderung der beiden Wellenfunktionen

o,

—i
5~ Rhh (1-29a)
ow, _ —i
= wiet (1-29b)

Wenn eine schwache Kopplung der Systeme vorliegt, so wird die zeitliche Anderung
von ¥, auch durch ¥, beeinflusst werden und ebenso die von ¥, durch ¥,. Diese Situation
konnen wir dadurch erfassen, dass wir in den Gleichungen (1-29a) und (1-29b) eine zusitz-
liche Kopplung einfiihren:

ow, _ i
o = n B+ Kd) (1-30a)
0 _ -t
o = 7 (Bl + K (1-30b)

In unserem Fall bedeutet die Kopplung, dass Cooper-Paare zwischen den Supraleitern 1
und 2 ausgetauscht werden konnen. Die Stdrke des Austausches, der symmetrisch ist, wird
durch die Konstante K festgelegt.

Eine Besonderheit der beiden schwach gekoppelten Supraleiter gegeniiber anderen Zwei-
zustandssystemen in der Quantenmechanik (z. B. Hi -Molekiil) besteht darin, dass ¥ und

¥, makroskopisch mit einer grof3en Zahl von Teilchen besetzte Zustdnde beschreiben. Wir
konnen dann das Quadrat der Amplitude als Teilchendichte n_fiir die Dichte der Cooper-
Paare auffassen. Wir diirfen also schreiben:

Uy =[N W, = \[ngel®: (1-31)

Hierbei sind ¢, und ¢, die Phasen der Wellenfunktionen ¥, und ¥,
Wenn wir diese Wellenfunktionen in Gl. (1-30a) und (1-30b) einsetzen, so erhalten wir:

%eifﬂl + iy/ng et - ¢y = —% By nge'® + K nszewz} (1-32a)

%ei‘/’z +iynge'? - ¢, = ‘é {Exy/nge'® + Kyfng e’} (1-32b)
Die Trennung von Real- und Imaginérteil liefert:

%% = gvn_ﬂ sin(p, — @1) (1-33a)

%;ﬂ_ = >\ sin(p, — 2) (1-33b)

i\/ nslgbl = _é {El V ng + K‘\/ g2 COS(¢’2 - qol)} (1-3421)
i nspg, = —% {EZ\/ N, + Ky/ng cos(p, — )} (1-34b)
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Wenn wir nun noch bedenken, dass fiir den Austausch der Cooper-Paare zwischen 1 und
2 immer ng = —Ry, sein muss, und der Einfachheit halber zwei gleiche Supraleiter vor-

aussetzen (d. h., n, = n ), so erhalten wir aus den Gl. (1-33a) und (1-33b) die Differential-
gleichung

. 2K . .
N1 = 511 sin(p, — 1) = —ng, (1-35)

Die zeitliche Anderung der Teilchendichte in 1 multipliziert mit dem Volumen V von 1
ergibt die Anderung der Teilchenzahl und damit den Teilchenstrom durch den Kontakt.
Den elektrischen Strom I_erhélt man durch Multiplikation des Teilchenstroms mit der
Ladung 2e jedes einzelnen Teilchens. Damit haben wir:

Iy = I sin(p; — ¢1) (1-36)

mit

B, (1-37)

Dies ist die erste Josephson-Gleichung, wenn wir das Vektorpotenzial A gleich null setzen.
Wir hatten ja Magnetfeldeffekte auf3er Acht gelassen, so dass dieser Schritt in Ordnung ist.
Beim Ubergang von 7, zum Strom im Kontakt miissen wir auflerdem daran denken, dass
die beiden Supraleiter mit einer Stromquelle verbunden sind, die durch Nachlieferung oder
Abnahme der Ladungen dafiir sorgt, dass n_in den Supraleitern konstant bleibt.

Aus den Gl. (1-34a) und (1-34b) erhalten wir eine Differentialgleichung fiir die zeitliche
Anderung der Phasendifferenz. Es wird mit n, = n_und E, - E, = eU:

2eU 2

i( )= _Z
PP =7 @, (1-38)

Dies ist die zweite Josephson-Gleichung fiir A = 0. Demnach wichst fiir eine zeitlich kon-
stante Spannung U = const. die Phasendifferenz linear mit der Zeit an:

2=g1= U L+p(t=0) .
Das bedeutet aber, dass in dem Kontakt entsprechend der ersten Josephson-Gleichung ein
Wechselstrom auftritt, dessen Frequenz f durch Gl. (1-27) gegeben ist.

Die zweite Ableitung der Josephson-Gleichungen, die wir hier betrachten wollen, geht
in Teilen auf L. D. Landau zuriick [34]. Sie benutzt lediglich sehr allgemeine Symmetrie-
und Invarianzprinzipien und hebt damit den grofien Giiltigkeitsbereich des Josephson-
Effekts hervor.

Uberlegen wir zunichst qualitativ, wie Suprastromdichte und Phase innerhalb eines
homogen supraleitenden Drahts zusammenhéngen’. Der Strom soll in z-Richtung flie-
Ben. Es liegt nahe, dass wir die Suprastromdichte als js, = 2e - nyv, schreiben. Wir
hatten diese Beziehung ja schon bei der Ableitung der Fluxoidquantisierung benutzt.

18 Diese qualitative Uberlegung geht etwas unsanft mit der Quantenmechanik um, liefert aber das rich-
tige Ergebnis.
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Eliminieren wir jetztv_ unter Verwendung deskanonischen Impulses, Gl. (1-5), so erhalten wir

. q - - .
Jsz = ~ - Ns(Pran.z = GAz) oder, wenn wir Py, = 2k benutzen, js.z = % “ng - (hkz — qAy).
Wir betrachten eine Materiewelle der Form ¥ = ¥yel¥ = %eik} und schreiben anstelle

) d . . . g .
von k_den Ausdruck ¢' = ﬁ (Differentiation der Phase ¢ = k X nach z ergibt gerade k).
Damit erhalten wir

Jsz = % “ng - (he' — qA,)

(1-40)
Nun definieren wir
z
1(2) = p(2) — 5 [ Azdz
0 (1-41)
und erhalten
i — ﬂ ‘e - 4
Js,z = " sV (1-42)

Was passiert, wenn unser supraleitender Draht eine diinne Schwachstelle enthélt, an der
die Cooper-Paar-Dichte stark reduziert ist? Diese Geometrie ist in Abb. 1.21 schematisch
dargestellt.

Der Strom, den wir durch den Draht schicken, muss {iberall den gleichen Wert haben.

Wenn wir annehmen, dass die Suprastromdichte {iber den Drahtquerschnitt konstant ist,
dann mussin Gl. (1-42) das Produkt ngy’ iiberall den gleichen Wert haben. Wenn aber an der
Schwachstelle n_stark reduziert ist, dann muss y’(z) dort wesentlich grofier sein als im Rest

des Drahts. Wenn aber y'(z) an der Schwachstelle ein scharfes Maximum aufweist, dann
dndert sich y(z) dort sehr schnell von einem Wert y, auf einen deutlich gréf3eren Wert ..

1,0

0,5

0,0

SN0 | SRS _
-10 -5 0 5 z 10

Abb. 1.21 Zur Ableitung der Josephson-Gleichungen: Wir betrachten einen diinnen supralei-
tenden Draht mit einer Schwachstelle bei z = 0, an der die Cooper-Paar-Dichte n_stark reduziert
ist. Die Stromerhaltung fordert n (z)- ¥'(z) = const., was zu einer Spitze in y'(z) und zu einer
Stufe in y(2) fihrt. Im Beispiel haben wir zur Illustration folgende »Testfunktionen« verwendet:
ny(z) = 1/y'(z) = 1/[1.001 — tanhz(z)], const. = 0,001. Fir y(z) erhdlt man y(z) = tanh(z) + 0,001-z.
Im Bereich der Schwachstelle andert sich y(z) sehr schnell von -1 auf 1.
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Mittels Gl. (1-41) konnen wir den Phasensprung an der Barriere als

23
v =12) = 1(2)) = 9(22) = 9(z1) — 7 [ Adz
z (1-43)
darstellen, wobei z, eine Koordinate in Supraleiter 1 vor der Barriere und z, eine Koordinate
in Supraleiter 2 hinter der Barriere bezeichnen. Die Gl. (1-43) hat genau die Form der Gl.
(1-26).

Wenn wir die Ortsabhiingigkeit n (z) vorgeben, dann ist der Suprastrom iiber die Barriere
eine Funktion des Phasensprungs y, also Iy = I;(y). Nun sollte eine Anderung einer Phasen-
differenz um 27 aber zur gleichen Wellenfunktion und damit zum gleichen Wert fiir den
Suprastrom {iber die Barriere fithren. Wir knnen damit I_als eine Summe von Sinus- und
Cosinustermen (eine Fourier-Reihe) darstellen:

o0 (9
I(y) = X Lpsin(ny) + 3 Iy cos(ny)
n=0 n=0 (1-44)
Hierbei sind die I und I.,, die Entwicklungskoeffizienten der Funktion I (y). Man beachte,
dass mikroskopische Details, wie etwa die Beschaffenheit der Barriere oder die Tempera-
turabhingigkeit der Cooper-Paar-Dichte, in diesen Entwicklungskoeffizienten stecken. Die
Periodizitdt von I (y) ist aber hiervon unabhéngig.

Nun benutzen wir das Prinzip der Zeitumkehrinvarianz: Viele Grundvorginge in der
Natur sind reversibel. Wenn wir einen solchen Vorgang mit der Kamera aufnehmen und
den Film dann riickwirts anschauen, dann sehen wir ebenfalls einen physikalisch mog-
lichen Prozess®. Wir verlangen nun, dass der Josephson-Strom diesem Prinzip folgt. Wenn
wir die Zeit umkehren, dann flief3t der Strom riickwérts, wir haben also einen Strom -I.
Die makroskopischen Wellenfunktionen oszillieren wie exp(-iwt). Drehen wir hier die Zeit
um, dann sehen wir, dass wir auch das Vorzeichen der Phase der Wellenfunktion umkeh-
ren miissen. Verlangen wir also, dass der Josephson-Strom unter Zeitumkehr invariant
bleibt, dann haben wir die Bedingung I () = -1 (~y), was alle Cosinusglieder in GI. (1-44)
ausschlief3t.

Der Suprastrom {iiber die Barriere wird also bei Zeitumkehrinvarianz durch

(e
I(y) = X Iepsin(ny)
n=0 (1-45)
beschrieben. Sehr hdufig — aber nicht notwendig - ist es so, dass diese Reihe sehr schnell
konvergiert, d. h. die Entwicklungskoeffizienten I, sehr schnell kleiner werden. Wir kén-
nen dann die Reihe auf das erste Glied beschrinken und erhalten die erste Josephson-
Gleichung.
Es sei hier aber angemerkt, dass es Situationen gibt, bei denen beispielsweise der erste
Entwicklungskoeffizient I , verschwindet. Dann erhalten wir eine Beziehung zwischen
Suprastrom und Phasendifferenz y, die eine Periode von 7 anstelle von 27 hat.

19 Dies gilt nicht fiir irreversible Prozesse: Ein zu Boden fallendes Wasserglas zerbricht in viele Scherben
und das Wasser verteilt sich {iber den Boden. Der umgekehrte Prozess — das Wasser und die Scherben sprin-
gen auf den Tisch und bilden ein intaktes, mit Wasser gefiilltes Glas - kommt dagegen nur im Film vor.
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Um zur zweiten Josephson-Gleichung zu gelangen, leiten wir Gl. (1-43) nach der Zeit ab.
Wir erhalten:

Z2
¥ =@(z3) — p(z1) — % [ Azdz

z (1-46)
Nach den Gesetzen der Elektrodynamik gibt das Integral iiber die zeitliche Ableitung
des Vektorpotenzials gerade die durch ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld iiber die
Barriere induzierte Spannung an. Die Zeitableitung der Differenz ¢(z,) - ¢(z,) ergibt mit
¥ « exp(—iwt) = exp(—iEt/h) die Differenz [E(z,) — E(z;)]/h zwischen den beiden supra-
leitenden Bereichen rechts und links der Barriere, die wir als q-U, , mit der Spannungs-

differenz U,,, schreiben kénnen. Wir haben also

21°

)/ = _(UZI + Ulnd) = 7 gesamt (1_47)

Mit g = 2e folgt daraus die zweite Josephson-Gleichung, siehe Gl. (1-28).

Die zweite Ableitung der Josephson-Gleichungen war sehr allgemein. Sie hat angenom-
men, dass eine makroskopische Welle mit definierter Phase ¢ vorliegt und dass das
System zeitumkehrinvariant ist. Die Gl. (1-40)-(1-47) sind ebenfalls »eichinvariant«.

Die Eichinvarianz ist ein sehr grundlegendes Prinzip. In den Kraft- und Feldgleichun-
gen der Elektrodynamik treten nur die elektrischen und magnetischen Felder, aber nicht
die zugehorigen Potenziale - das Vektorpotenzial A und das skalare Potenzial ¢ - auf.
Aus Letzterem erhdlt man durch Gradientenbildung das (negative) elektrische Feld. Wie
bereits erwihnt, gilt rotA = B. Nun ist aber das magnetische Feld quellenfrei, d. h., es
gilt divB = 0. Damit kann man zu A einen Vektor I7(x, ¥, z,t) hinzuaddieren, der aus
dem Gradienten einer Funktion y(x, y, z, f) gebildet wurde. Dies entspricht einer anderen
»Eichung« fiir A . Die Rotation von V verschwindet immer, und damit bleibt das Magnet-
feld unbeeinflusst. Um auch das elektrische Feld bei dieser Transformation unverdndert
zu lassen, muss aber vom skalaren Potenzial gleichzeitig die Grole ¥(x,y, z, t) abgezogen
werden. Die Schrddinger—Gleichung verlangt schlief3lich, dass die Phase ¢ der Wellenfunk-

tion in @ +2 ){ »umzueichen« ist. Die Eichinvarianz der Gl. (1-40)-(1-47) ldsst sich durch
explizites Elnsetzen dieser Beziehungen zeigen.

Gleichungen, die eichinvariant sind, haben in der Physik oft eine fundamentale Aussage-
kraft und sind nicht leicht durch mikroskopische Details zu beeinflussen. Wir kénnen also
erwarten, dass die Josephson-Gleichungen sehr allgemein fiir viele verschiedene Barrieren-
typen und Supraleiter gelten.

Methoden 1.4 Herstellung von Josephson-Kontakten

In Abb. 1.22 sind einige Kontakttypen schematisch dargestellt. Beim Supraleiter-Isola-
tor-Supraleiter (SIS)-Kontakt (Abb. 1.22a) darf die isolierende Barriere nur 1-2 nm dick
sein. Die Supraleiter-Normalleiter-Supraleiter (SNS)-Kontakte (Abb. 1.22b) konnen mit
sehr viel grofierer Dicke des Normalleiters arbeiten, einfach weil die Cooper-Paare in
ein normalleitendes Metall sehr viel tiefer eindringen kdnnen als in eine Oxidschicht.
Die Abklingtiefe der Cooper-Paar-Konzentration im Normalmetall hingt dabei unter
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anderem von der freien Weglidnge der Elektronen ab. Bei sehr grofier freier Weglidnge
(geringem Storgrad) konnen normalleitende Schichtdicken bis zu einigen Hundert Nano-
metern verwendet werden. Ein wesentlicher Unterschied zwischen den Oxid- und den
Normalleiterkontakten liegt in ihrem Flichenwiderstand (NormalwiderstandxFliche
der Barriere). Bei den Oxidkontakten hat man in der Regel Flichenwiderstinde im
Bereich von 10~* bis 10~* Qcm?, bei den SNS-Kontakten dagegen ca. 1078 Qcm? und
darunter. Neben SIS- und SNS-Kontakten verwendet man auch héufig solche mit kom-
plizierterer Barrierenstruktur, z. B. die sog. SINIS-Kontakte.

Besonders einfach sind die Punktkontakte (Abb. 1.22¢). Bei ihnen wird lediglich eine
Spitze gegen eine Fliche gedriickt. Der Auflagedruck bedingt die Briickenfliche. Damit
lassen sich sehr leicht die gewiinschten Kontakteigenschaften herstellen und gegebe-
nenfalls nachjustieren.

Die Filmbriicke (Abb. 1.22d) besteht lediglich aus einer engen Einschniirung, die
aufgrund ihres sehr kleinen Querschnittes den Austausch von Cooper-Paaren begrenzt.
Man muss hierzu Breiten von weniger als ca. 3§, (in der Praxis deutlich unterhalb von
1 um) reproduzierbar herstellen, was den Einsatz moderner Strukturierungsmethoden
wie der Elektronenstrahllithographie erfordert.

Isolator Supiralelter Normalleiter Supraleiter
(a) | Substrat 5 Substrat 5 (b)

Supraleiter
<<1um
(C) l/ SUbStrat

BiszzCaCUZOS

Abb. 1.22 Schematische Darstellung von Mdglichkeiten zur Herstellung einer schwachen
Kopplung zwischen zwei Supraleitern. (a) SIS-Kontakt mit einer Oxidschicht als Barriere;

(b) SNS-Kontakt mit normalleitender Barriere; (c) Punktkontakt; (d) dunne Bricke;

(e) YBa,Cu,0,-Korngrenzenkontakt; (f) intrinsischer Josephson-Kontakt in Bi,Sr,CaCu,0,.
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Bei den Hochtemperatursupraleitern konnen aufgrund der sehr kleinen Kohidrenz-
lingen Korngrenzen als Bereiche schwacher Kopplung verwendet werden [35, 36]. So
kann man einen Diinnfilm, z. B. aus YBa,Cu,0,, auf ein »Bikristallsubstrat« aufbrin-
gen, das aus zwei definiert zueinander verdrehten einkristallinen Bereichen besteht.
Die Korngrenze des Substrats iibertrédgt sich dabei in den Diinnfilm, der ansonsten
einkristallin (epitaktisch) aufwichst (Abb. 1.22¢). Einschniirungen mit einer Breite von
einigen Mikrometern oder weniger helfen dabei, den kritischen Strom des Korngren-
zen-Josephson-Kontakts auf ein gewiinschtes Maf3 einzustellen. Auch an Stufen im
Substrat oder an den Réndern von epitaktisch auf ein Substrat aufgebrachten Puffer-
schichten lassen sich definiert Korngrenzen erzeugen. Die Stdrke der Josephson-Kop-
plung kann durch den Korngrenzenwinkel sehr stark variiert werden.

Einige Hochtemperatursupraleiter, wie z. B. Bi,Sr,CaCu,O,, bilden sogar allein auf-
grund ihrer Kristallstruktur intrinsisch Josephson-Kontakte aus (Abb. 1.22f): Die
Supraleitung beschrénkt sich hier auf nur ca. 0,3 nm dicke Schichten aus Kupferoxid.
Zwischen diesen Schichten liegen Wismutoxid- und Strontiumoxidebenen, die isolie-
rend sind. Solche Materialien bilden damit natiirliche Stapel von SIS-Josephson-Kon-
takten, wobei jeder Kontakt lediglich eine Dicke von 1,5 nm - dem Abstand zwischen
zwei benachbarten Kupferoxidschichten - hat [37].

Diese ganz unterschiedlichen Realisierungen von Josephson-Kontakten sind nur eine
kleine Auswahl aus der Gesamtheit aller Moglichkeiten. Jeder Kontakttyp hat seine
Vor- und Nachteile, und je nach konkreter Problemstellung kénnen ganz verschiedene
Typen zum Einsatz kommen.

1.5.3 Zeitliche Quanteninterferenz: Beobachtung des Josephson-Wechselstroms

Es stellt sich die Frage, wie gleichartig die Josephson-Effekte in unterschiedlich hergestell-
ten Josephson-Kontakten sind, insbesondere was die Proportionalitit der Oszillationsfre-
quenz der Josephson-Wechselstrome und der angelegten Spannung betrifft, vgl. Gl. (1-27).
Der Proportionalitétsfaktor @, dessen Inverses auch als »Josephson-Konstante« K, = 2e/h
~ 483,5979 GHz/mV bezeichnet wird*, wurde fiir ganz unterschiedliche Realisierungen
von Josephson-Kontakten bestimmt. Ein Beispiel ist der direkte Vergleich eines Josephson-
Kontakts aus Indium, dessen »Schwachstelle« durch eine sehr diinne Einschniirung
(»Mikrobriicke«) realisiert war, und eines Josephson-Kontakts aus Niob, dessen Barriere
durch eine diinne Goldschicht gegeben war [38]. Die fiir die beiden Kontakte gemessenen
Josephson-Konstanten waren gleich, bei einer Unsicherheit von maximal 2-107¢! Diese
Genauigkeit konnte mittlerweile sogar in den Bereich von 107" gesteigert werden. Auch
an den Hochtemperatursupraleitern konnte 2e/h durch die Analyse von Shapiro-Stufen
hochgenau bestimmt werden [39]. Der gefundene Zahlenwert stimmte dabei innerhalb
eines Messfehlers von maximal 5-10~° mit der Josephson-Konstanten in metallischen

20 Der hier angegebene Zahlenwert wurde 1990 als Josephson-Konstante K, definiert und war bis 2019

damit der exakte Wert. Die Definition wurde 2019 auf K, = 483,597848416984 GHz/V erweitert.
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Supraleitern {iberein. Josephson-Kontakte lassen sich damit sehr gut als Spannungsstan-
dard verwenden [40].

Wie kann man die Josephson-Wechselstréme experimentell nachweisen?

Eine sehr direkte Methode liegt in der Beobachtung der von den oszillierenden Joseph-
son-Stromen erzeugten elektromagnetischen Strahlung, deren Frequenz im Mikrowellen-
bereich liegt. Machen wir uns zunéchst klar, von welcher Grofienordnung die vom Kontakt
abgestrahlte Mikrowellenleistung bestenfalls sein kann.

Wir nehmen dazu an, am Kontakt liege eine Spannung von 100 uV an, was einer
Abstrahlfrequenz von etwa 48 GHz entspricht. Der kritische Suprastrom I, des Kontakts
sei 100 pA. Die in den Kontakt gesteckte Gleichstromleistung betrdgt dann 1078 W und die
abgestrahlte Leistung liegt sicher weit unterhalb dieses Werts.

Die Schwierigkeit eines direkten Nachweises lag lange Zeit weniger in der geringen
Leistung dieser Strahlung als vielmehr darin, dass es schwierig ist, die Hochfrequenz-
leistung aus dem winzigen Tunnelkontakt in eine entsprechende Hochfrequenzleitung
auszukoppeln. Die erste Bestédtigung des Josephson-Wechselstroms erfolgte deshalb auch
aufindirekte Weise [41]. Bringt man einen solchen Kontakt in das hochfrequente Wechsel-
feld eines schwingenden Mikrowellenhohlraumes, so beobachtet man in der Strom-Span-
nungs-Kennlinie charakteristische dquidistante Stufen konstanter Spannung (vgl. Abschn.
6.3). Ihr Abstand auf der Spannungsachse AU ist durch die Beziehung

AUs =9, 'fHF (1-48)

gegeben, wobei f, . die Frequenz des Hochfrequenzfeldes ist. Diese »Shapiro-Stufen« ent-
stehen aus der Uberlagerung von Josephson-Wechselstrom und Mikrowellenfeld. Immer
dann, wenn die Frequenz des Josephson-Wechselstroms einem ganzzahligen Vielfachen
der Mikrowellenfrequenz entspricht, gibt die Uberlagerung einen zusitzlichen Josephson-
Gleichstrom, der die Treppenstruktur der Kennlinie verursacht.

Ein erster mehr direkter Nachweis des Josephson-Wechselstroms gelang Ivar Giaever?
1965 [42]. Giaever benutzte hierbei eine Sandwichanordnung aus zwei {ibereinandergeleg-
ten Tunnelkontakten (Abb. 1.23).

Der Nachweis der ausgekoppelten Leistung erfolgte in dem zweiten Tunnelkontakt {iber
die Verdnderung der Charakteristik des Tunnelstroms fiir Einzelelektronen durch ein ein-
gestrahltes Hochfrequenzfeld, eben das Hochfrequenzfeld, das in dem Josephson-Kontakt
erzeugt wird. Die Elektronen konnen mit dem Hochfrequenzfeld dadurch wechselwirken,
dass sie Photonen mit der Energie E = hf,, aufnehmen oder abgeben. Es ergeben sich wiede-
rum charakteristische Strukturen in der Kennlinie des Einzelelektronentunnelstroms [43].

Wir werden in Abschn. 3.1.3 sehen, dass Einzelelektronen bei Abwesenheit des Hochfre-
quenzfeldes erst ab einer Spannung (4, + 4,)/e in grofler Zahl zwischen den beiden Supralei-
tern tunneln kénnen. Hierbei sind 4, und 4, die »Energieliicken« der beiden Supraleiter, deren
Grofie vom verwendeten Material abhéngt. Mit anderen Worten, sie miissen beim Tunnel-
prozess eine Mindestenergie von eU = A, + 4, aufnehmen. Die Strom-Spannungs-Kennlinie
weist dann bei einer Spannung (4, + 4,)e eine sehr scharfe Stufe auf, wie in Abb. 1.24 gezeigt.

21 Fiir seine Experimente mit supraleitenden Tunnelkontakten wurde Giaever zusammen mit B. D. Joseph-
son und L. Esaki 1973 der Nobelpreis verlichen.



1.5 Quanteninterferenzen

Abb. 1.23 Anordnung zum Nachweis des Josephson-Wechselstroms nach Giaever. 1, 2 und 3
sind Sn-Schichten, a und b sind Oxidschichten. Die Dicken von a und b sind so gewahlt, dass 1

und 2 einen Josephson-Kontakt bilden und zwischen 2 und 3 keine Josephson-Strome mdglich
sind (nach [42]).

1,5 T T Abb. 1.24 Kennlinie des Kontaktes 2-3

aus Abb. 1.23. Kurve 1 ohne Spannung
an Kontakt 1-2, Kurve 2 mit 0,055 mV an
Kontakt 1-2. Nach [42]; © 1965 American
Physical Society.
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Im Hochfrequenzfeld kann ein von Photonen unterstiitzter (engl. photon-assisted) Tun-
nelprozess schon bei einer Spannung U, = (4, + 4,) - hf,, einsetzen. Nimmt ein Elek-
tron beim Tunnelprozess mehrere Photonen auf, was bei hoher Photonendichte — anders
ausgedriickt, bei hoher Leistung des Hochfrequenzfeldes — auftreten kann, so erhilt man
Strukturen in der Kennlinie mit dem charakteristischen Intervall der Spannung U :

thF
Al == (1-49)

Man beachte, dass beim Einelektronentunneln die Elementarladung e des Einzelelektrons
auftritt.

Man erhilt am Kontakt 2-3 eine typische Einelektronenkennlinie, wenn man diesen
Tunnelkontakt in der iiblichen Weise ausmisst, ohne am Kontakt 1-2’ eine Spannung zu

57



58 | 1 Grundlegende Eigenschaften von Supraleitern

haben (Kurve 1in Abb. 1.24). Das entscheidende Experiment besteht nun darin, dass man
an den Josephson-Kontakt 1-2 eine kleine Spannung U, anlegt. Tritt dabei in diesem Kon-
takt der erwartete hochfrequente Wechselstrom auf, so sollte er wegen der relativ guten
Ankopplung im Kontakt 2-3 die bekannte Struktur der Tunnelkennlinie hervorrufen. Die
Kurve 2 in Abb. 1.24 gibt eine solche Kennlinie wieder. Dabei lag am Kontakt 1-2, dem
Generator des Hochfrequenzfeldes, eine Spannung U von 0,055 mV an. Die Frequenz des
Josephson-Wechselstroms ist dann f; = 2eU /h, und die hochfrequenzinduzierten Struktu-
ren auf der Kennlinie des Kontaktes 2-3 sollten die Spannungsabstédnde AU = hf /e = 2-U,
haben. Fiir die in Abb. 1.24 dargestellten Kurven ergibt das also AUZY3 = 0,11 mV, was von
Giaever beobachtet wurde.

Auch der unmittelbare Nachweis des Josephson-Wechselstroms durch Auskoppeln der
Leistung gelang kurze Zeit spéter [44]. Heute sind die Nachweismethoden elektromagne-
tischer Strahlung so verbessert, dass es keinerlei Schwierigkeiten macht, den Josephson-
Wechselstrom bis in den Terahertzbereich auszukoppeln.

1.5.4 Raumliche Quanteninterferenzen im Magnetfeld

1.5.4.1 Der supraleitende Quanteninterferenzdetektor

In den Josephson-Wechselstromen manifestiert sich die makroskopische Wellenfunktion
als eine zeitliche Interferenz der Materiewellen in den beiden supraleitenden Elektroden.
Wie sieht es nun mit der rdumlichen Interferenz aus, etwa in Analogie zum optischen
Doppelspaltexperiment oder zum Sagnac-Interferometer?

Betrachten wir dazu die in Abb. 1.25 gezeichnete Struktur. Sie besteht aus einem supra-
leitenden Ring, in den zwei Josephson-Kontakte eingebaut sind. Der Ring befindet sich in
einem parallel zur Flichennormalen orientierten Magnetfeld ]_éa. Uber den Ring flie3t ein

@) Stromi (b)

|

I Y b
B-Feld > 1L a L9
1 ® 2 Spannung —— ® —
g 14 -2

|

Stromi

Abb. 1.25 Ringstruktur zur Erzeugung raumlicher Interferenzen der supraleitenden Wellen-
funktion: (a) schematische Darstellung der Welle, (b) Bezeichnungen zur Herleitung der Quanten-
interferenz.
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Transportstrom I und wir kénnen durch Messung des Spannungsabfalls {iber den Josephson-
Kontakten bestimmen, wie grof3 der maximale Suprastrom ist, den wir iiber die Ringstruk-
tur schicken kdnnen. Wir werden sehen, dass dieser maximale Suprastrom I als Funktion
des magnetischen Flusses durch den Ring oszilliert, ganz dhnlich wie dies die Lichtinten-
sitdt — genauer die Lichtamplitude — beim Doppelspaltexperiment auf dem Leuchtschirm
oder beim Sagnac-Interferometer als Funktion der Rotationsfrequenz macht.

In Abschn. 1.3 hatten wir einen supraleitenden Ring im Magnetfeld betrachtet und
gefunden, dass der magnetische Fluss durch den Ring in ganzzahligen Vielfachen des
Flussquants @ auftritt. Man konnte zwar ein beliebiges Magnetfeld Ea an den Ring anle-
gen und damit einen beliebigen angelegten Fluss @ durch den Ring erzeugen; im Ring
fliet dann aber ein Kreisstrom J. Er erzeugt einen magnetischen Fluss @, , = LJ so, dass
der Gesamtfluss ein ganzzahliges Vielfaches von @ ergibt: @ = @ + LJ. Der Ringstrom
rundet also gewissermaflen ¢ zum néchsten ganzzahligen Wert von thes/ @, auf oder ab.
Offensichtlich muss LJ hierfiir maximal den Wert @ /2 erreichen.

Durch das Einfiigen der beiden Josephson-Kontakte dndert sich dieses Bild. An den
beiden Josephson-Kontakten kann die Phase der supraleitenden Wellenfunktion Spriinge
y, bzw. y, aufweisen, die bei der Integration des Phasengradienten um den Ring herum
(Integral ¢ kdx ) mitberiicksichtigt werden miissen. Die Phasenspriinge sind iiber die erste
Josephson-Gleichung, siehe Gl. (1-25), mit dem Strom {iber die Kontakte verkniipft.

Wir leiten nun die Abhéngigkeit I (®,) im Detail ab und benutzen hierfiir die Bezeich-
nungen aus Abb. 1.25b.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Breite der Josephson-Kontakte wesentlich kleiner ist
als der Ringdurchmesser.

Der Strom I, der iiber die beiden Arme des Rings fliefit, teilt sich auf in die Strome I, und
L. Die Stromerhaltung verlangt:

I=1+1, (1-50)

Wir kénnen die Strome I, und I, auch mittels des im Ring flieBenden Kreisstroms J aus-
driicken. Es gilt ganz allgemein:

h=§—k 5=§—J

1-51)

Der Strom I, flieit durch Josephson-Kontakt 1, der Strom I, durch Josephson-Kontakt
2. Daher gilt auch

I =1Isiny; I,=1siny, (1-52)

wobei wir die kritischen Strome I der beiden Josephson-Kontakte der Einfachheit halber
als identisch angenommen haben. Wir haben jetzt also

I .
5 +J=1.sinp (1-53a)

é—J:ICsinyZ

(1-53b)

Nun benétigen wir eine Beziehung, die die eichinvarianten Phasendifferenzen y, und y,
mit dem angelegten Magnetfeld verbindet. Wir gehen dabei ganz analog zur Herleitung der
Fluxoidquantisierung, vgl. Gl. (1-11) vor, integrieren aber den Wellenvektor k nicht wie bei
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Gl. (1-7) iiber den ganzen Ring, sondern getrennt iiber die untere und obere Ringhilfte, d. h.
von 1’ nach 2’ bzw. von 2 nach 1 in Abb. 1.25b. Wir erhalten:

j'kdr —,uo/lLf]Sdr+ fAd
Po 1 (1-54a)

- 1—) 1 -
KdF = uod} [j i +Z [AdF
2 Lo 3

S

(1-54b)

Hierbei haben wir bereits die Definition, vgl. Gl. (1-10), der London-Eindringtiefe sowie
=h/q= h/2e verwendet.

Das Integral f kK dF ergibt gerade die Differenz der Phase ¢, der Wellenfunktlon der unte-
ren Ringhilfte Wz IS exp(lkr) = exp(ip,) an den Orten 2’ und 1’ f kdF = ©2(2") — @, (1").

Ganz analog gibt das Integral f kdi = ©:(1) — 1(2). Nun addleren wir die GI. (1-54a) und
(1-54b) und finden:

92(2") = 91(2) = [92(1) = 1 (D] = pod] (stdr + stdr) + 2§ AdF
Po & (1-55)
Hierbei schlief3t das Integral {iber die Kurve C’ die Barrieren der beiden Josephson-Kontakte
nicht mit ein. Wire dies der Fall, so wiirde das Integral iiber den kompletten Ring laufen und
wir kénnten es unter Verwendung des stokesschen Satzes in den magnetischen Fluss durch den
Ring umschreiben. Dies kénnen wir aber dadurch erreichen, dass wir die Integrale tiber die
entsprechenden Wegstiicke auf beiden Seiten der Gl. (1-55) hinzuaddieren. Damit haben wir:

1

fAdr +j'Adr+fAdr —fAdr —def o)

c 2 1 (1-56)

2
Auf der linken Seite der GI. (1-55) ergibt aber der Term ¢,(2") — ¢;(2) + ;—” S AdF gerade
02/

die eichinvariante Phasendifferenz y, tiber den Josephson-Kontakt 2. Ganz analog ergibt der

v
Ausdruck ¢,(1') — ¢, (1) — ;—ﬂ J AdF die eichinvariante Phasendifferenz 7, liber den Joseph-
01
son-Kontakt 1.
Wir erhalten also:
2 2,‘! - 1 2 4o 27

rn-n= Mo/lL(stdr + fjsdr> +
i 2 0 (1-57)

Der magnetische Fluss @ ergibt sich wie beim massiven Kreisring als die Summe aus ange-
legtem Fluss @_und dem Eigenfeld durch die Kreisstrome J, ® = @_+ LJ. Die Beitréige tiber
die Stromdichten sind ihrerseits dem Kreisstrom J proportional und kénnen dem Term LJ
zugeschlagen werden?2. Wir erhalten schliellich die gesuchte Beziehung

22 Hierdurch erhoht sich die Ringinduktivitdt etwas. Man nennt diesen Beitrag auch die »kinetische
Induktivitét« L,, , die zur durch die Geometrie bestimmten Induktivitét L hinzuzuaddieren ist. Man hat
also L =L + L,,,. Da aber der Beitrag L,, meist sehr klein ist, wollen wir hier nicht weiter zwischen

gesamt

L und L unterscheiden.

gesamt
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27 27

— =—=—¢==—(D,+LJ]
rn=n=32=(%+L)) (1-58)
Mittels der Gl. (1-53a), (1-53b) und (1-58) kénnen wir den maximalen Suprastrom iiber den
Ring als Funktion des angelegten Felds bzw. Flusses bestimmen.

Nehmen wir hierzu zunéchst an, dass wir den Beitrag des Terms LJ zum magnetischen
Fluss vernachlédssigen konnen. Der Kreisstrom J kann sicher nicht grofier als der kritische
Strom I, der Josephson-Kontakte werden. Damit ist der vom Term LJ erzeugte Fluss kleiner
als LI . Wir verlangen, dass dieser Fluss deutlich kleiner ist als ein halbes Flussquant und
erhalten damit die Bedingung 2L /& << 1. Die Grofle 2LI /@ nennt man auch Induktivi-
titsparameter 38,

2LI,
b=, (1-59)
Wenn wir den durch den Ringstrom erzeugten magnetischen Fluss vernachldssigen, haben
wir @ = @ . Wir eliminieren jetzt mittels Gl. (1-58) y, aus Gl. (1-53) und finden durch Addi-
tion der Gl. (1-53a) und (1-53b)

I=1.- [sin +sin<27r& + )]
c )41 oy )41 (1-60)

Es ist jetzt giinstig, statt y, die Variable § = y; + 7'[% zu benutzen. Wir kénnen dann GL
0
(1-60) zu
I=1,- [sin(é—ﬂ&) + sin(é + n&)]
P P

0 0

(1-61)
umformen. Unter Verwendung der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus bekommen
wir den Ausdruck

I=2I,-sind - cos <n&>

Po

(1-62)

Wenn wir den Fluss @ und den Strom I vorgeben, dann wird sich § so einstellen, dass Gl.
(1-62) erfiillt ist. Dies gelingt bei wachsendem Strom hdéchstens, bis sind je nach Strom-
richtung und Vorzeichen des Cosinusfaktors gleich +1 oder gleich -1 ist. Der maximale
Suprastrom, der {iber die Anordnung geschickt werden kann, ist damit durch

(%)
cos|m—

Do
gegeben. I

. o Wird fiir einen magnetischen Fluss maximal, der einem ganzzahligen Viel-
fachen eines Flussquants entspricht. Der Cosinusfaktor wird dann gleich eins, und wir

Is,max =2l -

(1-63)

erhalten I = 2I, was der maximale Suprastrom ist, den die parallele Anordnung der
beiden Josephson-Kontakte tragen kann. Wir haben dann siny, = siny, = 1. Der Kreisstrom
J, den wir durch Subtraktion der Gl. (1-53a) und (1-53b) als

Leoes
J= ;(sm 1 —siny) (1-64)
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erhalten konnen, verschwindet in diesem Fall. Wenn @ den Wert (n + 1/2) @, mitn =0,
+1, +2, ..., annimmt, dann verschwindet I, .. Der Kreisstrom J ist jetzt maximal und je
nach Wert von n gleich +I_oder gleich -I..

Der maximale Suprastrom iiber die Ringstruktur oszilliert also periodisch als Funktion
des angelegten magnetischen Felds, wobei die Periode des vom Feld erzeugten magnetischen
Flusses ein Flussquant ist. Dieser Effekt, der 1965 von Mercereau und Mitarbeitern erstmals
nachgewiesen wurde [45], ist das Analogon zur Lichtbeugung am Doppelspalt und bildet die
Grundlage zur Verwendung solcher Ringstrukturen als supraleitendes Quanteninterfero-
meter (engl. direct current Superconducting Quantum Interference Device, dc SQUID). Man
beachte, dass SQUIDs ein angelegtes Magnetfeld kontinuierlich messen kénnen.

Wir werden SQUIDs in Abschn. 7.6.4 ausfiihrlich behandeln. Es sei aber schon jetzt
gesagt, dass man damit magnetische Flussinderungen von 10~° @ , mit speziellen SQUIDs
sogar noch deutlich weniger, auflosen kann. Wenn die Fldache des SQUID etwa 1 mm?
betrégt, dann entspricht dies Feldinderungen AB von etwa 10~° @ /Imm?® ~ 107" T, die
mit dem SQUID nachweisbar sind!

Dieser Wert liegt 11 Grofienordnungen unterhalb des Erdmagnetfelds und entspricht etwa
dem Feld, das Hirnstrome an der Schideloberfldche produzieren. SQUIDs gehéren zu den
empfindlichsten Detektoren tiberhaupt und sehr viele physikalische Grofien lassen sich in eine
Magnetfeld- bzw. Flussmessung umwandeln. SQUIDs sind damit sehr vielfiltig einsetzbar.

Wir kénnen hier auch nochmals kurz die Analogie zum Sagnac-Interferometer anspre-
chen. Wenn das SQUID bei konstantem dufieren Feld in Rotation um eine Achse parallel
zur Flichennormalen des Rings versetzt wird, dann ergibt sich eine Phasenverschiebung von
%m -27R* - Q =47 ZRZZTm - Q im Interferometer, wobei Q die Winkelgeschwindigkeit und
2m die Masse eines Cooper-Paars ist. Hierbei haben wir ein kreisformiges SQUID mit Radius
Rangenommen. I oszilliert damit mit einer Periode, die vom Verhdltnis m/h abhidngt. Auf
die Aquivalenz eines rotierenden Supraleiters und eines von auf3en angelegten Magnetfelds
wies Fritz London bereits 1950 hin [46]. Ein dhnlicher Rotationseffekt kann aber auch mit
anderen kohidrenten Materiewellen beobachtet werden, z. B bei superfluidem Helium [47].
Da die Masse der Heliumatome aber wesentlich grofier ist als die Masse der Cooper-Paare, ist
dort die Empfindlichkeit auf Rotationen wesentlich gréfier als beim SQUID.

Diskutieren wir nun kurz die Ndherungen, die uns zu Gl. (1-63) gefiihrt haben.

Wir haben zunéchst angenommen, dass die kritischen Strome I_der beiden Josephson-
Kontakte identisch sind. Ohne diese Annahme wiirden wir finden, dass I, s max zwischen I,
+1,und Il -1 | variiert, wobei die Periode ebenfalls ein Flussquant ist. Wir haben also
keine qualitative Anderung gegeniiber Gl. (1-63). Auch die Beriicksichtigung einer end-
lichen Induktivitidt &ndert nichts an der Oszillationsperiode. Der maximale Wert von I

s.max
ist ebenfalls nach wie vor I + I . Allerdings néhert sich das Minimumvon I (®) immer
mehr dem Maximalwert an. Dieser Effekt ist in Abb. 1.26 fiir drei verschiedene Werte des
Induktivititsparameters 8, gezeigt.

Fiir grofle Werte des Induktivitéitsparameters (3, féllt die relative Durchmodulation wie
1/, ab. Um dies zu erkennen, miissen wir uns in Erinnerung rufen, dass beim massi-
ven supraleitenden Ring ein Abschirmstrom von maximal J = @ /2L geniigte, um den
angelegten Fluss auf den néchsten ganzzahligen Wert von @ zu ergéinzen. Wenn wir

dieses Prinzip auf das SQUID anwenden, dann braucht der Ringstrom nicht grofier als
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Abb. 1.26 Modulation des maximalen Supra-
stroms eines supraleitenden Quanteninterferome-
ters als Funktion des magnetischen Flusses durch
den Ring. Die Kurven sind fur drei verschiedene
Werte des Induktivitatsparameters , aufgetragen.

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
D/,

eben @ /2L zu werden. Fiir grofe Induktivititen ist dieser Ringstrom kleiner als I, und
I, .. geht auf den Wert 2(I, - J) zurtick. Wir haben damit eine relative Durchmodulation
21, —2(I, — N)/21, = J/I, = ®4/(2LI.) = 1/B;. Der Effekt der Quanteninterferenz wird also
mit wachsender Induktivitit immer geringer.

Man kann, unter Einschluss thermischer Fluktuationseffekte, zeigen, dass die optimale Emp-
findlichkeit des SQUIDs auf Flussénderungen fiir 8, ~ 1 erreicht wird. Dies limitiert aber bei
vorgegebenem kritischem Strom auch die Fldche des SQUID-Rings, da die Induktivitidt mit dem
Umfang des Rings immer mehr anwichst. Man mdchte also zum einen eine moglichst grofie Fla-
che, damit bereits eine kleine Feldinderung zu einer grofien Flussdnderung fiihrt. Auf der ande-
ren Seite darf diese Fldche nicht zu grof3 werden, weil sonst die Induktivitét zu grof3 wird. Dieser
Konflikt hat zu einer Reihe sehr spezieller SQUID-Geometrien gefiihrt, die weitab von einer
einfachen Ringstruktur wie in Abb. 1.25 liegen. Wir werden diese in Abschn. 7.6.4 besprechen.

1.5.4.2 Quanteninterferenz im Josephson-Kontakt

Schliefilich wollen wir uns fragen, wie sich die endliche Grofie der Josephson-Kontakte
duflert. Wir werden sehen, dass auch der kritische Strom der Kontakte selbst vom Mag-
netfeld bzw. dem magnetischen Fluss durch den Kontakt abhingt, ganz in Analogie zur
Lichtbeugung am Einzelspalt.

Betrachten wir zunichst die in Abb. 1.27 schematisch dargestellte Geometrie eines
rdumlich ausgedehnten Josephson-Kontakts. Dieser Kontakt sei von einem Magnetfeld in
z-Richtung parallel zur Barrierenschicht durchdrungen.

Abb. 1.27 Geometrie des raumlich ausgedehnten Joseph-
son-Kontakts.
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Wir suchen eine Gleichung, die die Abhéngigkeit der eichinvarianten Phasendifferenz
y vom angelegten Magnetfeld beschreibt. Beim supraleitenden Ring der Abb. 1.25 hatten
wir gesehen, dass die Differenz der beiden Phasen y, - y, der als punktférmig angenomme-
nen Josephson-Kontakte proportional zum zwischen diesen Kontakten eingeschlossenen
magnetischen Fluss war.

Ganz analog zur Herleitung dieses Zusammenhangs betrachten wir den in Abb. 1.27
gestrichelt eingezeichneten Integrationsweg, auf dem wir den Wellenvektor der supralei-
tenden Wellenfunktion integrieren wollen. Entlang der x-Koordinate erstreckt sich der Weg
vom Punkt x bis zum Punkt x + dx, wobei dx eine infinitesimal kleine Wegstrecke ist. In
y-Richtung erstreckt sich der Weg tief ins Innere der beiden Supraleiter, von denen wir
annehmen wollen, dass sie wesentlich dicker sind als die London-Eindringtiefe.

Vollig analog zur Gl. (1-57) finden wir

2/ 1
G+ 40 = /0 = o/ 1,07 + S 1.0 ) + Zy

v 2 0 (1-65)
wobei @, den vom Integrationsweg eingeschlossenen Gesamtfluss bezeichnet. Aufierhalb
einer Schicht 4, sind die Abschirmstrome in den supraleitenden Elektroden exponentiell
klein, so dass wir die beiden Integrale iiber die Suprastromdichten vernachlédssigen konnen.
Wir nehmen aufierdem an, dass die Suprastrome und Magnetfelder zwar in x-Richtung,
aber nicht in y-Richtung variieren. Fiir den magnetischen Fluss schreiben wir dann:

@, =B, pdx (1-66)

Die »effektive Dicke« ¢, finden wir durch Integration des Magnetfelds entlang y. Da das
Magnetfeld exponentiell mit einer charakteristischen Linge 4, in den beiden Supraleitern
abklingt, liefert diese Integration

tp=A, T4+, (1-67)

Hierbei sind /IL’1 und /IL’Z die London-Eindringtiefen in die beiden Supraleiter, die nicht
notwendig identisch sein miissen. Die Dicke der Barrierenschicht bezeichnen wir als ¢,. Sie
ist im Allgemeinen deutlich kleiner als 4, ; und 2, , und kann daher meist vernachldssigt
werden.

Mit diesen Annahmen und Bezeichnungen erhalten wir aus Gl. (1-65) die Differential-
gleichung

dy _ 27

'= L ==B-t
VER TR (1-68)

die den gesuchten Zusammenhang darstellt.

Wir nehmen weiter an, dass wir das von den Josephson-Strémen produzierte Eigenfeld
vernachldssigen konnen. Diese Annahme ist letztlich eine Bedingung fiir die riumliche
Ausdehnung des Kontakts in x- und y-Richtung. In Abschn. 6.4 werden wir sehen, dass
wir verlangen miissen, dass die Kantenldngen a und b des Kontakts die sog. Josephson-
Eindringtiefe
)

/1] - 47y jel
MoJcle (1-69)
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nicht liberschreiten diirfen, wobei j, die als rdumlich homogen angenommene kritische
Suprastromdichte ist, und die Linge [ gleich ¢, ist, falls die supraleitenden Elektroden
wie hier angenommen wesentlich dicker sind als 4,. Die Josephson-Eindringtiefe betragt
typischerweise einige Mikrometer, kann aber auch bis auf die Millimeterskala anwachsen,
falls die kritische Suprastromdichte sehr klein ist.
Unter obiger Annahme ist das Magnetfeld B gleich dem von aufien angelegten Feld B,.
Wir kénnen dann die Gl. (1-68) integrieren und erhalten
27
y(x) =y(0) + gOBatejfx (1-70)
Die eichinvariante Phasendifferenz wichst also linear mit der x-Koordinate an. Wenn wir
diese Funktion y(x) in die erste Josephson-Gleichung einsetzen, dann erhalten wir fiir die
Ortsabhédngigkeit der Suprastromdichte iiber die Barrierenschicht
50 = i sin [ 10 + Z Byt
@0 1-71)
Die Suprastromdichte oszilliert also entlang der x-Koordinate, d. h. senkrecht zum angeleg-
ten Feld, wobei die Oszillationsperiode vom angelegten Magnetfeld bestimmt wird.
Wir wollen jetzt den maximalen Suprastrom finden, den wir iiber den Josephson-Kontakt
schicken kénnen. Dazu integrieren wir die GI. (1-71) {iber die Flache des Kontakts:

b a
I, = fdy fdx-j, -sin [y(O) + i—ﬂBateﬁx]
0 0 0 (1-723.)
Wir nehmen nun an, dass die kritische Suprastromdichte j rdumlich homogen ist, d. h.
nicht von x und y abhédngt. Wir kdnnen dann die Integrationen unmittelbar ausfithren
und erhalten:

a o cos[y(0)+;—”Batcﬂx] “
I;=j.-b- fdx-sin [y(O) + (I)—Bateﬁx] =—jo-b ——"20——
0 0

27 B,t,
#o 0 (1-72b)
Wenn wir die Integrationsgrenzen einsetzen, erhalten wir
. cos y(0)—cos[y(0)+ ;—” Bgtypal
Iy=jc-b- ey, .
Pt 1-72¢)

Mit der Variablend = y(0) + %Bateﬁa konnen wir dies unter Benutzung von
cos(a + f8) = cosacos 8 F sin a sin 8 schliellich in die Form
sin[iBateﬂa]
IS:jc~a-b~sin5-,f;T
7 aldd (1-72d)

bringen.

Ahnlich wie bei Gl. (1-62) wird sich bei vorgegebenem Strom I und Magnetfeld B_ die
Grof3e 6 so einstellen, dass Gl. (1-72d) erfiillt ist. Dies gelingt, bis sind gleich +1 ist, und
wir erhalten schliefilich die Magnetfeldabhingigkeit des kritischen Stroms des Josephson-
Kontakts:
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sin

I(Pg) = [,(0) - ‘ -

hd <
72,1
2K
®o

1-73)

mit Px = Byt,paund I,(0) = j.-a- b.

Die Grofie @, entspricht gerade dem magnetischen Fluss durch den Josephson-Kontakt.

Die Funktion, Gl. (1-73), ist in Abb. 1.28a gezeichnet. Man bezeichnet sie in Analogie zur
Lichtbeugung am Spalt auch als »Spaltfunktion« oder im Englischen als »Fraunhofer
pattern«.

Die Abb. 1.28b zeigt die gemessene Abhéngigkeit I (B ) fiir einen an der PTB Braun-
schweig hergestellten NbAI-AlO -Nb-Tunnelkontakt. Der Kontakt war 4 um breit, die
Dicken der beiden Nb-Elektroden betrugen 100 bzw. 200 nm. Mit einem fiir Nb-Diinnfilme
typischen Wert der London-Eindringtiefe von ca. 80 nm ergibt sich fiir ¢ . ein Wert von ca.
0,11 um. Man erwartet daher Nullstellen des kritischen Stroms im Abstand von AB, = @ /
(a-teﬁ) ~4,7 mT, was mit der Beobachtung (AB, = 5,5 mT) gut {ibereinstimmt.

Wiire die kritische Stromdichte j, inhomogen gewesen, also von den Ortskoordinaten
x und y abhéingig, dann wiire I (B ) deutlich von der Form der Spaltfunktion abgewichen.
Die Messung von I (B,) dient daher héufig als ein einfacher Test fiir die Homogenitét der
Barrierenschicht.

Wie stellt sich die Physik hinter der Spaltfunktion (1-73) dar?

Bei der Lichtbeugung am Spalt erscheinen die Minima in den Interferenzstreifen an
den Orten, an denen die durch den Spalt tretenden Wellen destruktiv interferieren. Im
Josephson-Kontakt ergibt sich nach Gl. (1-70) durch das Magnetfeld ein Anwachsen der
eichinvarianten Phasendifferenz entlang der Barriere und die Suprastromdichte oszilliert
inx-Richtung. An den Nullstellen von I (®) ist die Periode dieser Oszillationen ein ganzzah-
liges Vielfaches der Kontaktbreite a. Damit flieen gleich grofie Anteile des Suprastroms
nach beiden Richtungen {iber die Barriere und das Integral iiber die Suprastromdichte ist
null, ganz egal wie grofy der Wert der Anfangsphase y(0) in Gl. (1-70) ist. Abseits der Null-
stellen ist die Periode der Suprastromdichte aber inkommensurabel mit der Kontaktbreite,
und der Suprastrom kann einen endlichen Wert annehmen, der durch die Phasenverschie-
bung y(0) bis zu einem gewissen Maximalwert einstellbar ist. Dieser Maximalwert wird

: 100 —

1,0f
(@)

S

= <

5 0,5+ = 50
0,0 : 04V Nk . ¥ ‘
4 3210 1 2 3 4 20 10 0 10 20

/D, B, (mT)

Abb. 1.28 Abhangigkeit des maximalen Josephson-Stroms von einem Magnetfeld parallel zur
Barrierenschicht. (a) Theoretische Kurve nach GL. (1-73), (b) Messung an einem NbAL-AlO -Nb-
Tunnelkontakt [48]; Messtemperatur: 4,2 K.
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umso kleiner, je kiirzer die Periode der Oszillationen der Suprastromdichte ist, da sich in
jedem Fall die Suprastrome iiber eine ganze Periode hinweg wegmitteln.

Die Abb. 1.29 zeigt den Effekt beispielhaft fiir drei Stromdichteverteilungen bei den
Flusswerten @ /2, @ und 3@ /2. Die Phasenlage y(0) ist fiir die Werte @ /2 und 3® /2 so
gewiihlt, dass der Suprastrom tiber den Kontakt maximal wird. Beim Fluss @ ist der Supra-
strom iiber den Kontakt unabhingig von y(0) immer null.

Man beachte auflerdem, dass sich der Anteil des Josephson-Stroms, der nicht als Vor-
wértsstrom iiber die Anordnung fliefit, als Kreisstrom in den supraleitenden Elektroden
schliefen muss. Der Effekt ist in Abb. 1.29 durch waagrechte Pfeile angedeutet.

Was passiert schliefilich, wenn wir das vom Josephson-Strom hervorgerufene Eigenfeld
mitberticksichtigen? Wenn der Effekt des Eigenfelds gering ist, so dass der hierdurch her-
vorgerufene magnetische Fluss wesentlich geringer ist als @, erhdlt man nur eine kleine
Korrektur zum angelegten Feld. Erreicht aber der magnetische Fluss, der durch die iiber
die Barrierenschicht zirkulierenden Suprastréme hervorgerufen wird, die Gré3enordnung
@, dann kénnen Flusswirbel entstehen, deren Achsen in der Barrierenschicht verlaufen.
Diese Flusswirbel, auch Josephson-Flussquanten oder Fluxonen genannt, zeigen eine
Reihe sehr interessanter Eigenschaften, die wir in Abschn. 6.4 genauer betrachten wer-
den. Insbesondere kann man auf der Basis sich bewegender Josephson-Flusswirbel Hoch-
frequenzoszillatoren realisieren, die bei der Verwendung von Josephson-Kontakten fiir die
Mikrowellendetektion verwendet werden (siehe Abschn. 7.6.3).

Kommen wir nochmals zuriick auf die Ringstruktur der Abb. 1.25. Wenn wir hier die
endliche Ausdehnung der beiden Josephson-Kontakte beriicksichtigen, dann {iberlagert
sich die Feldabhingigkeit ihres kritischen Stroms mit der periodischen Modulation des
maximalen Suprastroms durch die Ringstruktur. Formal kénnen wir dies dadurch beriick-
sichtigen, dass wir beispielsweise in Gl. (1-62) I_ durch Gl. (1-72d) ersetzen. Fiir ein typisches
SQUID ist die Fliche a-t,; der beiden Josephson-Kontakte um mehrere Grofienordnungen
kleiner als die Fliche des SQUIDs selbst. Der maximale Suprastrom oszilliert auf einer
Feldskala von einigen Mikrotesla, wihrend der kritische Strom der Josephson-Kontakte
erst in Feldern von ca. 1 mT nennenswert abnimmt. Man kann also mitunter Tausende
von Oszillationen mit nahezu gleicher Maximalamplitude I, + I , beobachten. In einigen
Fillen wurden aber Strukturen untersucht, bei denen SQUID-Flidche und Ausdehnung

“ v

- I

D, = @0/2 D, =D, (I)K =39/2

Abb. 1.29 Variation der Josephson-Suprastromdichte flr drei verschiedene Werte des magneti-
schen Flusses durch den Josephson-Kontakt.
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10— - ; - - Abb. 1.30 Magnetfeldabhéngigkeit des maximalen
Suprastroms einer SQUID-Struktur aus YBa,Cu,0,. Die
8t E beiden Josephson-Kontakte sind 9 um breit, so dass die
I -Modulation der Einzelkontakte als Einhillende der
6l | SQUID-Oszillationen sichtbar wird. Nach [49]. Ich danke
< C. Schneider und J. Mannhart fir die Bereitstellung der
= al |  Originaldaten.
2l ]
0 n

der Josephson-Kontakte vergleichbar waren. Die Abb. 1.30 zeigt ein Beispiel einer Ring-
struktur aus YBa,Cu,O,, bei der die Fliche a-t,; der Josephson-Kontakte lediglich knapp

einen Faktor zehn unterhalb der Ringfliche lag [49]. Hier ist deutlich die Uberlagerung von
SQUID-Modulation und Spaltfunktion zu erkennen.

Zur Vertiefung 1.2 Elektronenholografie - Interferometrie mit einzelnen Elektronen

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir auf die Frage eingehen, in welcher Form &hn-
liche Interferenzerscheinungen fiir einzelne Elektronen beobachtet werden kénnen.
Wir stellen uns vor, dass die Materiewelle, die ein Einzelelektron beschreibt, in zwei
raumlich getrennte kohidrente Teile aufgespalten wird, die dann spiter wieder zur
Interferenz gebracht werden. Wenn die von den beiden Teilstrahlen gebildete Fldche
von einem Fluss @ durchsetzt wird, dann sollte sich ein Gangunterschied zwischen
den beiden Teilstrahlen einstellen. Wir erwarten eine Phasenverschiebung um 27 bei
einer Flussdnderung von h/e, also dem doppelten bei Supraleitern beobachteten Wert.
Ein derartiges Experiment wurde 1962 mit Elektronenwellen im Vakuum von Mél-
lenstedt und Mitarbeitern durchgefiihrt [50]. Sie zerlegten einen Elektronenstrahl
mittels eines sehr diinnen, negativ geladenen Drahts (einem »Biprisma) in zwei Teil-
biindel, die sie auf gegeniiberliegenden Seiten um eine winzige Spule (Durchmesser
ca. 20 pm) herumfiihrten und anschliefiend durch Verwendung weiterer Biprismen zu
einem Interferenzstreifensystem iiberlagerten. Sie erhielten das bekannte Interferenz-
muster des Doppelspalts. Nun wurde das Interferenzstreifensystem bei verschiedenen
Magnetfeldern in der Spule aufgenommen. Es ergab sich eine Verschiebung des Strei-
fensystems bei Anderung des Magnetfelds mit der erwarteten Phasenverschiebung von
27 bei einer Flussdnderung von h/e. Die Abb. 1.31a zeigt die Anordnung schematisch
und eine Aufnahme des Streifensystems (Abb. 1.31b). Dabei wurde der Film wihrend
der Anderung des Magnetfelds senkrecht zum Streifensystem bewegt. Man sieht deut-

lich die Verschiebung des Streifensystems. Sie betrégt fiir die gesamte Felddinderung in
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ADbDb. 1.31b etwa drei volle Perioden, d. h., dass die Phasendifferenz der Teilbiindel in
diesem Experiment um etwa 3-27 durch das Magnetfeld gedndert wurde.

Das Besondere des Experiments ist, dass das Magnetfeld sehr gut auf das Innere der
Spule beschrankt war. Die riickldufigen Feldlinien wurden bei dem vorliegenden Expe-
riment auflerhalb der von den Elektronen gebildeten Schleife durch ein Joch aus mag-
netischem Material gefiihrt. Die Verschiebung des Interferenzstreifenmusters ergab
sich also, obwohl aufier den - konstant gehaltenen - elektrostatischen Kriften durch
die Biprismen keine Lorentz-Kraft auf die Elektronen ausgeiibt wurde. Man hat also
einen Effekt, der sich in einem klassischen Teilchenbild nicht erkldren ldsst: Die Inter-
ferenzstreifen dnderten sich als Funktion des magnetischen Flusses zwischen den bei-
den Teilstrahlen, ohne dass zusitzliche Krifte die Elektronenbahn beeinflusst hitten.

Biprisma | Spule
negativ

Biprisma
negativ a

Beobachtungs-
ebene

einlaufender B Biprisma |l /
Elektronenstrahl positiv /

Spulenfeld —>»

Abb. 1.31 Zur Phasenanderung von Elektronenwellen durch ein Vektorpotenzial. (a) Strah-
lengang; (b) Interferenzfigur bei veranderlichem Magnetfeld. Die Biprismen sind metalli-

sierte Quarzfaden. Die Spule mit 20 um Durchmesser wurde aus Wolframdraht hergestellt
(nach [50]).
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Dieser nichtklassische Effekt wurde bereits 1959 von Aharonov und Bohm beschrieben
[51]. Er wurde in den Folgejahren sehr kontrovers diskutiert, konnte aber durch die
Verwendung ringférmiger, mit einem supraleitenden Uberzug gekapselter Magnete,
die das Magnetfeld vollstindig in ihrem Inneren tragen, zugunsten von Bohm und
Aharonov entschieden werden [11].

Auf dem hier beschriebenen Prinzip der Elektronenholographie wurden auch die
Flusslinien der Abb. 1.10d aufgenommen. Die Quantenmechanik tritt uns in diesem
Experiment also gleich zweifach gegeniiber: Einerseits wurde die Wellennatur des Elek-
trons genutzt, um die Abbildung zu erzeugen, andererseits wurde ja gerade der quanti-
sierte magnetische Fluss eines Flusswirbels im Supraleiter nachgewiesen.

Die Beobachtung der Flussquantisierung und der Quanteninterferenzen in Josephson-
Kontakten und SQUID-Ringen hat klar gezeigt, dass die wesentliche Eigenschaft des
supraleitenden Zustands die Ausbildung einer kohédrenten Materiewelle ist. Dabei wurde
fiir die Ladung der supraleitenden Ladungstrdger immer der Wert 2e gefunden. Wir werden
im Kap. 3 beschreiben, wie diese Cooper-Paarung zustande kommt. Zuvor werden wir uns
allerdings den unterschiedlichen supraleitenden Materialien selbst zuwenden.

Zusammenfassung

In Kap. 1 mussten wir notwendigerweise eine Vielzahl von Begriffen einfiihren, die in den
nachfolgenden Abschnitten immer wieder verwendet werden. Wir geben hier stichwort-
artig die wichtigsten Begriffe und Sachverhalte an, iiber deren Bedeutung Sie sich klar sein
sollten:

o Dauerstrom, Verschwinden des elektrischen Widerstands,

e Typ-I- und Typ-II-Supraleiter,

«  kritische Magnetfelder,

« idealer Diamagnetismus (Meifiner-Ochsenfeld-Effekt),

¢  Shubnikov-Phase,

«  Flussschlauch, Flussquantisierung, Fluxoidquantisierung,

«  Cooper-Paar,

« London-Eindringtiefe, Ginzburg-Landau-Kohérenzldnge,

« erste und zweite London-Gleichung,

« Josephson-Kontakt, erste und zweite Josephson-Gleichung, Quanteninterferenz.
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