Die bunte Welt der linearen Algebra

In diesem Kapitel ...
Sinn und Zweck der linearen Algebra kennenlernen
Erfahrungen mit den notwendigen Bestandteilen der linearen Algebra sammeln
Sich vom Potenzial der Matrizen und Determinanten {iberzeugen

Verstehen, wie alles zusammen hangt

’n diesem Kapitel gebe ich Ihnen eine Schnelleinfiihrung in die lineare Algebra. Wenn Sie
auf einem Gebiet unsicher sind oder gerne ausfiihrlichere Erklarungen hitten, dann lesen
einfach in den Kapiteln nach, die ich Ihnen an den entsprechenden Stellen empfehle.

Leider 16st allein das Wort Algebra bei den meisten Menschen und selbst bei Studierenden,
die sich mehr oder weniger zwingend mit Mathematik befassen miissen, Kopfschmerzen oder
Magenkrampfe aus. Es scheint sich um eine geheimnisvolle, nicht verstiandliche Gedanken-
welt zu handeln, die Uneingeweihte nie und nimmer erschliefen kénnen und die einzig zu
dem Zweck konzipiert worden ist, Angste und bose Erinnerungen an die Schulzeit auszulo-
sen.

Wenn dann noch ein kryptisches Adjektiv wie /inear hinzukommt, schaltet der Verstand auto-
matisch in den Verteidigungsmodus und blockt alles ab, was danach an Erklarungen folgt.

Algebra

Das Wort »Algebra« miisste aufgrund seiner Herkunft eine geradezu heilsame Wirkung
verbreiten. Denn das arabische al-gabr steht fiir »Einrenken gebrochener Knochen« und
wurde vom medizinischen Fachbegriff vor {iber tausend Jahren geradewegs auf die Mathe-
matik tibertragen. Die Algebra meint seither gewissermafden das Einrenken von mathema-
tischen Termen, etwa in Gleichungen, um eine Losung fiir die dort vorhandenen Unbe-
kannten zu ermitteln. Die Anwendung algebraischer Methoden bedeutet also nichts
weniger als die Suche nach Losungen fiir gegebene Probleme, und das ist in allen Facetten
erstrebenswert. Zumal die mathematischen Probleme fast immer aus technischen und na-
turwissenschaftlichen Anwendungsgebieten hervorgegangen sind.
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Linear

Der Begriff »linear« lasst sich auf das griechische /linea zuriickfithren und bedeutet eine
gerade Linie, was sich auch im deutschen Wort »Lineal« widerspiegelt. Es ist also ein Hilfs-
mittel, um eine direkte, schnorkellose Verbindung vom Anfangspunkt bis zum Endpunkt
herzustellen. Dasselbe sollen Sie erreichen auf dem Weg durch das Labyrinth der linearen
Algebra, von den einfachsten Grundvoraussetzungen bis zu den kompliziertesten Folge-
rungen!

Wenn Sie nun endlich in die Welt der linearen Algebra eintauchen, mochte ich Sie einladen,
die heilsame und geradlinige Wirkung der Erkenntnisse zu spiiren und ihre spannenden Ent-
deckungen auf sich einwirken zu lassen.

Dafiir braucht man lineare Algebra

Um auszurechnen, wie weit ein Zug entfernt ist, der sich mit einer konstanten Geschwindig-
keit von 120 km/h bewegt und in genau 27 Minuten ankommen soll, geniigt einfache Schul-
algebra, wie sie im Allgemeinen in der Mittelstufe den Schiilern vermittelt wird. Ausgehend
von der Formel

U:;unddamits =v-t

fur konstante Geschwindigkeiten kénnen Sie die Unbekannte »s«, die die zuriickgelegte Weg-
strecke beschreibt, durch die Multiplikation der Geschwindigkeit »v« mit der Zeit »t« erhal-
ten. Beachten Sie dabei, dass die Zeit von 27 Minuten durch Division von 60 in 0,45 Stunden
umzurechnen ist, weil ja auch die Geschwindigkeit in Kilometer pro Stunde angegeben wur-
de. Sie erhalten:

km
h

Der Zug ist also exakt 54 km entfernt, vorausgesetzt, er kommt piinktlich an, und wann tut er
das schon? Aber das ist ein anderes Thema ...

s=v-t=120—-0,45h =54km

Die Aufgabe war aus zwei Griinden relativ einfach. Zum einen traten in der Ausgangsformel
weder Quadrate, noch Wurzeln, noch trigonometrische oder andere mathematische Funktio-
nen auf. Vielmehr verhielten sich die gesuchte Wegstrecke und die gegebene Zeit zueinander
proportional, was die Mathematiker /inear nennen.

Das Adjektiv linear im Zusammenhang mit mathematischen Problemstellungen
verweist immer auf einfache Beziehungen ohne komplizierte Funktionen, also
auf solche Beziehungen, bei denen eine Grofie in einem konstanten Verhiltnis
zu einer anderen steht. Sie konnen es meistens als Synonym fiir einfach ver-
wenden.
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Zum anderen war das Problem eindimensional, weil sich der Zug nur auf Schienen bewegen
kann und weil nur von einem einzigen Zug die Rede war.

Spannende lineare Algebra kommt immer dann ins Spiel, wenn Sie viele Unbekannte oder ein
mehrdimensionales Umfeld benotigen, das Zusammenspiel der einzelnen Variablen jedoch im
Prinzip so einfach, also linear ist, wie Sie das im obigen Beispiel gesehen haben.

Systeme von Gleichungen lisen

Wenn zwei Billard-Kugeln mit unterschiedlichen aber konstanten Geschwindigkeiten kollidie-
ren, werden beide vom Aufprall abgelenkt. Dabei verandern sich sowohl Tempo als auch die
jeweilige Bewegungsrichtung. Dieses Problem ist wie das Eingangsbeispiel linear, weil man
idealisierend von Reibungsgr6fien absieht. Aber jetzt haben Sie es offenbar mit zwei Dimen-
sionen zu tun. Zur Beschreibung der Geschwindigkeit benotigen Sie daher einen Vektfor, der
zwei Komponenten besitzt, jeweils eine fiir jede Raumdimension auf dem Billardtisch. Das
dahinter liegende physikalische Erhaltungsgesetz bezieht sich auf den Impuls, der das Pro-
dukt von Masse und Geschwindigkeit angibt. Wenn Sie die Massen der beiden Kugeln mit m;
und my ansetzen und die jeweiligen Geschwindigkeiten mit v; und v, erhalten Sie die lineare
Gleichung:

— —
my - (0] —v)) =my - (3 — vy)

Dabei deutet der Pfeil auf den Variablen an, dass es sich um Vektoren handelt und der Strich
meint die jeweilig neuen Geschwindigkeiten der Billardkugeln nach dem Aufprall.

Tatsdchlich stecken in dieser einfachen, linearen Vektorgleichung zwei lineare Gleichungen,
weil sich die Billardkugeln auf einer zweidimensionalen Ebene bewegen. Diese beiden Glei-
chungen hingen aber zusammen,; sie werden daher als ein Gleichungssystem bezeichnet.

Ein Gleichungssystem besteht aus zwei oder mehr Gleichungen mit mehreren
Unbekannten. Jede Losung des Gleichungssystems muss zugleich Losung einer
jeden einzelnen Gleichung sein.

Lineare Algebra versetzt Sie in die Lage, mit ausgefeilten technischen Verfahren dieses und
viele andere Probleme auf elegante Weise zu 16sen. Und das ist nur der Anfang. Die Anzahl der
Dimensionen spielt namlich tiberhaupt keine Rolle. Solange die Grundgleichungen alle linear
sind, lassen sie sich mit denselben Methoden bearbeiten. Sie konnen die Verfahren der linea-
ren Algebra fiir beliebig viele Dimensionen einsetzen!

Wenn Ihnen jetzt der Kopf raucht, kann ich Sie beruhigen. Denn das allerbeste dabei ist, dass
Sie sich keineswegs die vielen Dimensionen rdumlich vorstellen miissen. Um die rdumliche
Komplexitit zu erfassen, geniigt jedenfalls fast immer die Vorstellung von drei Dimensionen.
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Geometrische Riitsel knacken

Seit der Antike ist die Geometrie ein sehr fruchtbarer Zweig der Mathematik, dessen Erkennt-
nisse auch auf die anderen Teilgebiete abstrahlen. Denken Sie allein an die Betrachtung von
rechtwinkligen Dreiecken. Der beriihmte »Satz des Pythagoras« ist dabei nur die Spitze des
Eisberges. Weitere Klassiker sind etwa der »Hohensatz« oder der »Kathetensatz des Euklid«.

Praktischerweise hat auch die lineare Algebra einen klaren geometrischen Bezug. Stellen Sie
sich zwei Geraden im dreidimensionalen Raum vor. Hier gibt es einige Moglichkeiten, wie
sich diese zueinander verhalten.

Zwei Geraden konnen ...
v/ sich in einem Punkt schneiden. Wunderbar! Treffer, versenkt!

v/ komplett zusammenfallen, so dass Sie denken, es handele sich nur um eine einzige Gera-
de.

v/ parallel zueinander liegen. Dann kann man lange auf einen Schnittpunkt warten. Unend-
lich lange, gewissermaf3en.

v’ auch windschief zueinander sein. Dieses Adjektiv wird nicht nur auf unsachgemafd zu-
sammen gebastelte Mobelstiicke angewendet, sondern meint in der Mathematik eben die
Lage zweier sich nicht schneidender aber auch nicht paralleler Geraden.

Im zweidimensionalen Raum koénnen Geraden nicht zueinander windschief
sein!

Aus der Schulmathematik erinnern Sie sich vielleicht an die allgemeine Geradengleichung,
sie lautet:

y=m-x+5b

Dabei sind x und y variabel, wiahrend m die Steigung und b der Y-Achsenabschnitt der zuge-
horigen Geraden darstellt.

Vielleicht springt es IThnen jetzt ins Auge: die Geradengleichung ist linear! Wenn Sie nun zwei
konkrete Geraden bendétigen, setzen Sie einfach fiir m und b die entsprechenden Werte ein.
Zum Beispiel:

y=3x+1

y=6x—2
Und schon haben Sie ein System von linearen Gleichungen, kurz ein lineares Gleichungssys-

tem. Die beiden Geraden schneiden sich tibrigens im Punkt S(1,4), was Sie durch Einsetzen
vonx = 1 und y = 4 in beide Gleichungen tiberpriifen kénnen.
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Geometrisch entnehmen Sie diese Losung unmittelbar Abbildung 1.1.

Das geht mittels linearer Algebra jedoch eleganter und genauer. Schauen Sie sich dazu ein
weiteres, etwas grof3eres lineares Gleichungssystem an:

x—2y+4z=5
—x+3y+2z=5
2x —Ty+3z=4

Durch eine Losungsmethode Ihrer Wahl finden Sie den gesuchten Schnittpunkt S(-1,0,2).

o

5_._

Abbildung 1.1: Schnittpunkt zweier Geraden

Im 5. Kapitel werden alle wichtigen Verfahren zur Losung linearer Gleichungs-
systeme systematisch und ohne grof3es Brimborium erklart!

Nattirlich konnen Sie dieses Problem alternativ auch rein geometrisch losen. Jede Zeile ent-
spricht einer Ebene im dreidimensionalen Raum. Drei Zeilen ergeben drei Ebenen und diese
schneiden sich im Beispiel — zufdllig — genau in einem Punkt!
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Wenn ich Sie immer noch nicht vom Nutzen der linearen Algebra {iberzeugt habe, lassen Sie
uns doch ein Gleichungssystem mit zehn Unbekannten und zehn Gleichungen angehen. Ich
versichere Thnen, dass kein Mensch auf dieser Erde eine derartige Aufgabenstellung durch
raumliche Vorstellung 16sen kann! Dennoch kann auch hier wiederum ein einziger Punkt
herauskommen, und die Methodik zur Losungsfindung unterscheidet sich tiberhaupt nicht
vom dreidimensionalen Fall.

Die Bausteine der linearen Algebra erkennen

Scheinbar besitzt die lineare Algebra keine erschreckenden oder beunruhigenden Aspekte.
Gut, alles oberhalb von drei Dimensionen ist, um es gelinde auszudriicken, recht ungewohnt,
aber ansonsten ist doch alles einfach und klar, eben linear.

Das ist richtig! Aber damit Sie das Potenzial der linearen Algebra voll ausschopfen, geniigen
die Betrachtungen von geometrischen Aspekten nicht mehr. Vielmehr missen Sie sich die
Frage gefallen lassen, ob die Konzepte der linearen Algebra nicht so verallgemeinert werden
konnen, dass sie sich auf alle moglichen anderen Bereiche ausdehnen lassen.

Kirper und Vektorriume

Jener Gedanke fiihrt uns geradewegs in einen neuen, hellen Raum und einen Schritt weiter in
das noch unbekannte Labyrinth. Dieser Ort mit seinen klaren Strukturen und unentdeckten
Moglichkeiten heifdt Vektorraum. Jeder Vektorraum benétigt zudem eine — zumindest vom
Namen her — sehr merkwiirdige Struktur, namlich einen Korper.

Der Vektorraum ist die wichtigste Struktur der linearen Algebra. Fast alle Er-
kenntnisse und mathematischen Gesetze basieren auf Vektorraumen. Kapitel 4
befasst sich exklusiv mit diesen sagenhaften Raumen und verspricht eine atem-
beraubende Aussicht!

Sinnvolle Verkniipfungen von Vektoren
Im Gegensatz zu einer einfachen Zahl besteht ein Vekfor aus vielen Zahlen, die auch Kom-

ponenten heif3en. Beispielsweise besteht der Vektor (1

3>nur aus zwei Komponenten, wah-
1

rend _32 tiber vier verfuigt! Der Vektforraum bezeichnet den Ort, den die Vektoren bewoh-

7

nen. Innerhalb des Vektorraums sind Verkniipfungen zwischen den Vektoren definiert, zum
Beispiel die Addition. Jede einzelne Komponente eines Vektors ist dabei ein Skalar, eine ein-
fache Zahl. Die Anzahl der Komponenten bestimmt die Dimension des Vektorraums.
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Gewohnen Sie sich schnell, am besten sofort, an die in der Mathematik tibliche
Verklausulierung von einfachsten Zusammenhéngen, damit Sie sogleich zum
elitairen Club derjenigen gehoren, die wissen, was hinter gefahrlich klingenden
Ausdriicken wie »Skalar« steckt: ndmlich eine ganz gewohnliche Zahl. Im
Ernst: Ob es IThnen gefillt oder nicht, diese Fachsprache wird von vielen Auto-
ren und Dozenten genutzt und deshalb miissen Sie diese verstehen, damit Sie
den Ausfithrungen folgen konnen.

Diese Zahl kann beispielsweise eine reelle Zahl sein, eine komplexe oder eine rationale. Auf
jeden Fall muss sie einem Zahlkorper, oder kurz einem Korper, angehoren. Ein Korper defi-
niert die mathematischen Verkniipfungen zwischen Skalaren. Sie benotigen fiir jeden mogli-
chen Vektorraum, und davon gibt es sehr viele, immer einen Korper. Ein Vektorraum
schwirrt wie ein Satellit um den Himmels-»Korper«. Damit wird eine sehr enge, um nicht zu
sagen »innige« Verbindung zwischen einem Vektorraum und einem Korper hergestellt.

Kapitel 2 erwartet Sie mit allen Informationen rund um den Korper, den mathe-
matischen, wohlgemerkt!

Sie denken, mehr als drei Dimensionen sind unsinnig? Dann lassen Sie sich bitte nicht von
den Physikern erwischen, die nach der Vereinheitlichungsformel fiir alle bekannten Krafte
unseres Universums suchen. Denn deren »String-Theorie« benotigt allein zehn Dimensionen.
Aber wo sind die restlichen Dimensionen hin, Sie sehen nur drei? »Dann miissen wir nur
genauer hinsehen, vielleicht entdecken wir sie noch«. Das denken etliche theoretische Physi-
ker wirklich, ungelogen!

Der Vektorraum gestattet den Vektoren, in gewisse Beziehungen zueinander zu treten. Die
wichtigsten dieser Beziehungen sind:

v Addition zweier Vektoren
Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor
Skalare Multiplikation zweier Vektoren, deren Ergebnis ein Skalar ist

Vektorprodukt zweier Vektoren, deren Ergebnis wiederum ein Vektor ist

NN XN

Spatprodukt, eine merkwiirdige Verkniipfung von drei Vektoren miteinander, deren End-
ergebnis ein Skalar ist.

Die Werte in Reih’ und Glied bringen

Momentan erscheint es Thnen vielleicht tiberfliissig, ein so grofSes Rad zu drehen, um Vektor-
raume zu spezifizieren. Nun gut, dann lassen Sie uns wieder ganz bescheiden auf die alltig-
lichen Dinge des Lebens zu sprechen kommen, zum Beispiel einen Didtplan, meinen oder den
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Ihren. Nicht, dass Sie es notig hitten! Um jedwede Konflikte zu vermeiden, sprechen wir tiber
den Diitplan des Herrn Miiller.

Dessen Tagesbedarf an Energie konnte beispielsweise 10.000 kJ (Kilojoule, gut 2.000 Kiloka-
lorien) betragen. Dabei setzen wir zwar eine tiberwiegend sitzende Tatigkeit voraus, gleich-
zeitig beriicksichtigen wir den emotionalen Stress, dem Herrn Miiller ausgesetzt ist, weil er
sich mit linearer Algebra beschiftigt!

Angenommen, er will unbedingt zum Friihstiick ein Buttercroissant (1.750 kJ pro 100 g) ver-
speisen und in der Mensa gibt es Kasespatzle (1.250 kJ/100 g). Aus Zeitgriinden gonnt er sich
am Abend nur eine Currywurst mit Pommes und Ketchup (1000 kJ/100 g). Wie viel von den
einzelnen Speisen darf er essen, ohne sein Tagessoll zu tiberschreiten? Es wird Sie nicht wun-
dern, dass diese Zusammenstellung eine lineare Gleichung darstellt.

1.750x 4+ 1.250y + 1000z = 10.000

Dabei habe ich der Menge der Croissants die Variable x und den Spatzle das y zugeordnet. Die
Bedeutung der Variablen z haben Sie gewiss selbst schon erraten! Was, Ihnen schmeckt dieses
Beispiel nicht? Dann ersetzen Sie die einzelnen Speisen durch Kostlichkeiten Ihrer Wahl. Be-
riicksichtigen Sie aber den jeweiligen Energiegehalt! Die Zahlen dndern sich zwar, aber nicht
das Prinzip, wie Sie damit umgehen miissen.

Da Sie tiber drei Unbekannte und nur eine Gleichung verfiigen, gibt es ganz viele Losungen.
Sie sehen das noch leichter, wenn Sie die gesamte Gleichung durch 250 teilen:

Tx + 5y + 4z = 40

Zum Beispiel erfiillt x = 2, y = 2 und z = 4 die Anforderung. Oder x =1,y =1 und z = 7. Hier
liste ich Thnen noch weitere Losungen auf:

() 8)sele) - (2)omee) - (2)

Die vektorielle Schreibweise, also das Ubereinanderschreiben und gemeinsame Einklammern
der Werte reduziert die Anzahl an Gleichheitszeichen. Und das spart Druckerschwirze und so
schont die lineare Algebra sogar noch die Umwelt ...

Gemeint ist damit jedenfalls, dass fiir den rechten Fall x = y = 0 gilt und nur z den Wert 10
besitzt. Das bedeutet, Herr Miiller streicht Friihstiick und Mittagessen, darf dafiir aber
10-100 g = 1 Kg Currywurst mit Pommes und Ketchup verzehren. Hm, lecker! (Oder auch
nicht)

Wenn Sie mir nun vorhalten, fiir einen Diitplan sei das wohl eine recht ungesunde Zusam-
menstellung, muss ich IThnen widersprechen: das Soll von 10.000 kJ pro Tag wird ganz genau
erreicht und keineswegs tiberschritten!
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Schon, ich lasse mich von Thnen tiberzeugen und akzeptiere, dass wir noch an den Voraus-
setzungen fiir eine gesunde Erndhrung arbeiten miissen. Denn die Energiezufuhr ist zwar
wichtig, aber keineswegs das einzige Kriterium. Ebenso sollten Sie folgende fiir Herrn Miiller
ideale Tagesmengen berticksichtigen:

v 80 g Eiweif3
v 70 g Fett
v 330 g Kohlenhydrate

Dabei habe ich wieder einen gewissen Durchschnittsbedarf vorausgesetzt. Das Sinnieren iiber
lineare Algebra ist jedoch schon beriicksichtigt.

Lassen Sie uns nun in Tabelle 1.1 zusammenstellen, welche Kenndaten die Lebensmittel auf-
weisen. Die Werte sind auf je 5 Gramm gerundet und beziehen sich auf 100 g Portionen der
Lebensmittel.

Nahrungsmittel Eiweif3 Fett Kohlenhydrate
Buttercroissants 10 20 50
Kisespatzle 5 15 20

Currywurst mit
Pommes und Ketchup 5 20 20

Tabelle 1.1: Angenommene Nihrwerte pro 100 g

Ihre Aufgabe besteht nun darin, die richtigen Mengen fiir Herrn Miillers Speiseplan heraus-
zufinden. Dabei sollen die einzelnen Nihrwerte genau den Vorgaben entsprechen. Dies fiithrt
Sie zu folgendem Gleichungssystem:

10x+5 + 52z = 80

20c+15y + 20z = 70

50x +20y + 20z = 330
Beachten Sie, dass jede Zeile fiir eine Nihrstoff-Vorgabe steht. Die erste entspricht der Ei-

weilmenge, die zweite bezieht sich auf das Fett, ja, auch das ist auf einem Didtplan lebens-
notwendig, und die letzte steht fiir die Kohlenhydrate.

Die so genannte Konstantenspalte auf den rechten Seiten der Gleichungen enthilt die jeweili-
gen Tages-Sollmengen. Geht das nicht eleganter?

Alle Zahlen sind durch 5 teilbar; die letzte Zeile darf sogar durch 10 geteilt werden, ohne dass
Briiche entstehen. Das Ergebnis sieht schon etwas hiibscher aus:

2x + y + z=16

dx + 3y + 42=14

5x + 2y + 2z2=33
Aber es wird noch besser ...
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Matrizen und ihre Uerkniipfungen

Vorhin haben Sie die vektorielle Schreibweise benutzt, um einige Gleichheitszeichen bei den
Variablen zu sparen. Wenn Sie es nun mit einem Gleichungssystem mit insgesamt 3 Glei-
chungen (die Energiezufuhr werde ich weiter unten aufgreifen) und je 3 Unbekannten zu tun
haben, kénnen Sie ja eigentlich noch viel mehr Toner einsparen, vorausgesetzt, Sie schreiben
die richtigen Zahlenwerte, die auch Koeffizienten heifen, immer schon hiibsch in die richti-
gen Zeilen und Spalten. Das Ergebnis ist eine wunderschone Matrix.

2 11
4 3 4
5 2 2

Das sieht zwar schon sehr nett aus, allerdings fehlt der Bezug zu den Tages-Sollmengen und
den Variablen. Speziell fiir solche Fille hat man die Matrix-Vektor Multiplikation erfunden.
Sie erhalten insgesamt eine einzige Gleichung, die alle benétigten Informationen beinhaltet
und auch Matrizengleichung genannt wird. Elegant, nicht wahr?

2 1 1 x 16
43 4)-|y)=1[14
5 2 2 z 33

Wie Sie sehen, entspricht jeder Zeile der Matrix genau eine Gleichung. Die Multiplikation auf
der linken Seite wird so durchgefiihrt, dass Sie die Koeffizienten einer Zeile der Matrix mit
den Komponenten in den Spalten des Vektors multiplizieren und alles zusammen addieren.
Das ist bei weitem nicht so kompliziert wie es klingt. Sehen Sie selbst:

2 11 X 2. x+1.-y+1-2 16
4 3 4yl =4-x+3-y+4-2|=|14
5 2 2 z 5x+2-y+2-2 33

Und schon stehen links und rechts des rechten Gleichheitszeichens zwei Vektoren mit je drei
Komponenten. Das losen Sie auf, indem Sie alle drei Komponenten jeweils in eine eigene
Gleichung bringen. Das Ergebnis ist nicht tiberraschend, es handelt sich genau um das Glei-
chungssystem von oben!

2. x+1-y+1-2 16 2 + y + z=16
4-x4+3-y+4-z| =14 )=4x + 3y + 4z=14
5-x+2-y+2-z 33 5¢ + 2y + 22=33

Endlich haben Sie das Ziel erreicht, die Aufgabenstellung mittels linearer Algebra zu formu-
lieren!

Was bleibt ist die Kleinigkeit, dieses Problem auch zu lésen.

Systematisches Losen von linearen Gleichungssystemen ist der Gegenstand von
Kapitel 5.
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Wenn Sie das Doppelte der oberen Zeile der Matrix oder auch des korrespondierenden Glei-
chungssystems von der unteren subtrahieren, ergibt sich in der ersten Spalte wegen 5 -2 - 2
fiir x der Wert 1, wihrend die beiden anderen Spalten aufgrund der Rechnung 2 — 2 - 1 Null
werden. Die hintere Konstantenspalte ergibt gemafd 33 —2 - 16 ebenfalls den Wert 1. Ins-
gesamt erhalten Sie damit bereits ein erstes Ergebnis: x = 1.

Das ist schon einmal gut! Herr Miiller darf demnach Einhundertgramm Buttercroissant zum
Friihstiick verkostigen, das entspricht einem Croissant ohne Fiillung. Die darf ohnehin nicht
vorhanden sein, weil sich sonst die Ndhrwerte verdndern.

Wenn Sie nun x durch 1 in der Gleichung ersetzen, ergibt sich:

2 11 1 16
4 3 4 yl =114
5 2 2 z 33
2 + y + z =16 y + =z = 14
=4 4+ 3y + 4 = 14=3y + 4 = 10

5 4+ 2y + 2z = 33 2y + 2z = 28

Die untere Zeile ist genau das Doppelte der oberen und enthilt keine zusatzliche Information
mehr.

Die Elimination einer Unbekannten in einem Gleichungssystem reduziert nicht
allein eine Variable, sondern fiihrt zwangslaufig dazu, dass auch eine der Glei-
chungen tiberfliissig wird und keine Information enthilt, die nicht bereits in
den anderen Gleichungen vorhanden ist.

Aus der oberen Gleichung ergibt sich: y = 14 — z. Wenn Sie diesen Term in die mittlere Glei-
chung fiir y einsetzen, erhalten Sie etwas Sonderbares:

3(M4—2)+42=10=42-32+4=10=>2=—-32

Herr Miiller muss demnach Minus 32 kg Currywurst am Abend verzehren?

Die Vorgaben waren also in sich widerspriichlich. Dies lag an der Zusammenstellung der Spei-
sen und nicht an den empfohlenen Tagesmengen und schon gar nicht an der linearen Algeb-
ral Mit diesen drei Speisen alleine lisst sich keine gesunde Nihrstoffzufuhr sicherstellen.
Wenn Sie erneut einen scharfen Blick in die Tabelle 1.1 werfen, konnen Sie auch genau er-
kennen, woran das liegt. Alle drei Gerichte enthalten mehr Fett als Eiweif. Die empfohlene
Tagesmenge an Fett liegt jedoch unterhalb jener von Eiweif3.

Um das Problem zu l6sen, miissen Sie also Speisen suchen, deren Fettgehalt deutlich geringer
ist. Wie wire es mit Gartensalat? Die Fettanteile betragen dort nur ein Finftel des Eiwei-
3es ...
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Im Ubrigen haben wir weder Getrinke noch andere wichtige Faktoren wie Mineralien, Vitami-
ne oder Ballaststoffe berticksichtigt. AuRerdem ist die Energiemenge pro Tag zu limitieren,
wie am Anfang des Beispiels gezeigt. Jede dieser Anforderungen entspricht einer Gleichung
eines linearen Gleichungssystems. Jede weitere Speise stellt eine zusatzliche Unbekannte dar!

Haufig ist ein lineares Gleichungssystem eindeutig 16sbar, wenn die Anzahl an
Gleichungen der Anzahl an Unbekannten entspricht.

Je mehr Unbekannte gegeniiber Gleichungen existieren, desto mehr Losungen sind zu erwar-
ten. Und das schonste dabei ist, dass Herr Miiller dann nicht mehr jeden Tag dasselbe essen
muss ...

Determinanten

Eine Deferminante ist eine Zahl, mit der Sie tiberpriifen konnen, ob mit einer Matrix etwas
nicht stimmt. Das kann ich Ihnen am Beispiel von Herrn Miillers Didtplan aufzeigen.

Zunachst einmal machen Sie sich klar, dass die Aufgabenstellung weder schwerer noch leich-
ter wird, wenn Sie die vorgesehenen Speisen austauschen. Es andern sich in der Matrizenglei-
chung lediglich die Koeffizienten der Matrix ganz links, der Rest bleibt gleich.

Wenn »Kiasespitzle« Herr Miillers Leibgericht sind, kann er dann das System nicht tiberlisten,
indem er einfach 3-mal am Tag dieselbe Speise verkostigt? Die Matrizengleichung wiirde dem-
nach folgende Gestalt annehmen:

111 x 16
333 (y)=(14
2 2 2 z 33

Diese Gleichung wiederum entspricht folgendem Gleichungssystem:

x + y + z = 16
3 + 3y + 3z = 14
2x + 2y + 2z = 33

Jetzt sind Sie nicht mehr in der Lage, Mengenangaben fiir die unbekannten Variablen so zu
machen, dass alle Zeilen ein korrektes Ergebnis liefern. Wenn Sie mir nicht glauben, ver-
suchen Sie es doch einfach! Spannend wird es jedoch, wenn ich IThnen sage, dass die Koeffi-
zientenmatrix uns sofort verrit, dass hier etwas faul ist.

An dieser Stelle kommt die bereits erwihnte Deferminante ins Spiel. Sobald eine Zeile das
Vielfache einer anderen ist, besitzt die Determinante den Wert Null und dann enthélt die Ma-
trix nicht mehr gentigend Informationen, um alle Unbekannte ordentlich aufzulsen!
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Wenn die Determinante einer Matrix ungleich Null ist, gibt es fiir das zugehori-
ge Gleichungssystem stets eine eindeutige Losung!

Alles Wissenswerte {iber Determinanten und deren Berechnung steht in Kapi-
tel 9.

Alles in einen linearen Zusammenhang bringen

Sie haben gesehen, dass lineare Algebra in vielen Bereichen niitzlich sein kann. Insbesondere
spielt weder die Anzahl der Dimensionen des Problemraumes noch die Anzahl der Unbekann-
ten eine Rolle, wenn es darum geht, lineare Algebra gewinnbringend zu nutzen. Grundvoraus-
setzung ist jedoch, dass der Zusammenhang zwischen den Unbekannten stets linear ist, also
keine Potenzen, Wurzeln, Produkte von Variablen oder dhnlich komplizierte Formeln auf-
weist. Die Grundform einer linearen Gleichung ist sogar immer gleich und schaut so aus:

ax1+asxo+ -+ anXn =50

Dabei sind die Koeffizienten ay, ..., a, Elemente eines beliebigen Zahlkorpers, zum Beispiel
reelle oder komplexe Zahlen, und die Unbekannten x;, ..., X, bilden einen Vektor aus einem
Vektorraum.

Mit konkreten Zahlen sieht eine lineare Gleichung beispielsweise so aus:
3x1+2x9 —x3=5

Die Koeffizienten lauten dabei 3, 2 und —1.

Sie diirfen die unbekannten Variablen auch als Vekfor notieren. Um Verwechselungen mit
einfachen Skalaren zu vermeiden, konnen Sie dem Vektor auch einen Pfeil als Hut verpassen:

X1

X=|:

Xn
Lineare Abbildungen

Die Welt moglicher Anwendungen der linearen Algebra ist unerschopflich. Betrachten Sie
dazu ein Beispiel aus der Technik.
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Ein Stahlausleger muss so angelegt werden, dass er eine vorgegebene Gewichtskraft von
10.000 N zu halten in der Lage ist, wie in Abbildung 1.2 dargestellt.

Abbildung 1.2: Stahlausleger

Eine vektorielle Modellierung ist hier nahe liegend. Sie erhalten dadurch das Kraftediagramm
aus Abbildung 1.3.

et

=
:”

Abbildung 1.3: Krdftediagramm

Nun ist anschaulich klar, dass die zu berechnenden Krifte dieselben sind, unabhangig davon,
an welchem Objekt sich der Ausleger befindet. Geometrisch formuliert konnen Sie auch sa-
gen, es spielt keine Rolle, wo Sie den Ursprung des zugehorigen Koordinatensystems anbrin-
gen und ob es sich {iberhaupt um ein kartesisches System (mit einheitlichen Gréf3en und
rechtwinkligen Basisvektoren) handelt.

Koordinaten werden ausfiihrlich in Kapitel 8 behandelt.

36



1> Die bunte Welt der linearen Algebra

Die konkreten Zahlen der zugehorigen Vektoren und Matrizen mogen unterschiedlich sein,
aber das Endergebnis ist stets dasselbe. Es muss also einen berechenbaren Zusammenhang
zwischen unterschiedlichen Koordinatensystemen geben. Das Verfahren, um Vektoren eines
Koordinatensystems in solche eines anderen zu transformieren, nennt man /ineare Abbil-
dung.

Lineare Abbildungen sind ein sehr michtiges Konzept. Sie werden nicht nur zur erwidhnten
sogenannten Koordinatentransformation eingesetzt, sondern tiberall dort, wo Vektoren eines
Vektorraumes in einen anderen abgebildet werden. Sie kennen das vielleicht von vielen algeb-
raischen Funktionen, beispielsweise dem Quadrieren. Hier gilt:

y="r(x)=x°
Die Funktion f weist einem gegebenen Wert x, dem Urbild, einen neuen Wert y, das Bild zu,

welcher in diesem Fall genau dem Quadrat von x entspricht.

Lineare Abbildungen sind Funktionen, die Vektoren aus der Urbildmenge ihre zugehsrigen
Bildvektoren zuordnen.

»Schong, denken Sie womdglich, »aber sollten wir uns jetzt nicht wieder mit den wichtigen
Dingen der linearen Algebra befassen, wie etwa dem Lo6sen von linearen Gleichungssyste-
men?« Aber genau dazu konnen Sie auch lineare Abbildungen einsetzen! Wenn Sie eine ge-
schickte Abbildungsvorschrift wahlen, kann eine Ausgangsmatrix in eine aquivalente Matrix
uberfithrt werden, die beispielsweise fiir die Losungsbestimmung wesentlich geeigneter ist.

Hierzu ein einfaches Beispiel. Gegeben sei die Matrizengleichung:

(% 7)G)-0)

Wenn Sie nun beide Seiten von links mit der Matrix

11

2 3
multiplizieren, was nichts anderes ist als eine spezielle Anwendung einer linearen Abbildung,
erhalten Sie:

(23) (5 7)) ()6 3) ()

Ausmultipliziert ergibt das:

G960
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Das sieht gut aus! Spitestens sobald Sie das zugehorige Gleichungssystem betrachten, wird
Thnen der grof3e Fortschritt bewusst:
x 4+ 0.y =1 x =1

0x + y =2y =1

Damit ist die Losung des Gleichungssystems unmittelbar abzulesen, nimlichx =1 undy = 2.

Diese Losung gilt auch fiir das urspriingliche lineare Gleichungssystem; bitte rechnen Sie das
nach, wenn Sie mir nicht glauben!

Matrizen, deren Elemente auf der Hauptdiagonalen samtlich Eins sind, wahrend
alle anderen Elemente Null sind, nennt man Einheitsmatrizen.
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