Die Krabbelkiste der Mathematik

In diesem Kapitel ...
Logische Verkniipfungen und Aussagen
Zahlbereiche unterscheiden kénnen
Rechnen mit Briichen, Potenzen und Wurzeln
Gleichungen und Ungleichungen auflosen

Betrags(un)gleichungen auflésen konnen

’ch habe lange tiberlegt, was ich in diese Krabbelkiste hineinlege. Es gibt viele mathemati-
sche Voraussetzungen, die so grundlegend sind, dass Sie jeder von Thnen wissen sollte. Ich
misste Thnen eigentlich nichts mehr tiber Bruchrechnung erzihlen, aber ich mochte, dass
Sie sicher im Umgang mit Briichen sind. Prozentrechnung ist Bestandteil des taglichen Le-
bens — eine kurze Wiederholung schadet nicht. Gleichungen und Ungleichungen spielen in
der Mathematik (und auch in den spateren Kapiteln) eine grof3e Rolle. Ich setze diese Dinge
ab Kapitel 2 voraus, lesen Sie bitte nicht dariiber hinweg. Nehmen Sie sich Zeit fiir dieses
erste Kapitel.

Logische Grundlagen

Die Mathematische Logik ist ein Grundbestandteil der Mathematik. Wenn Sie einen Mathema-
tiker sprechen horen, dann definiert er Begriffe, die er dann im Weiteren verwendet, insbeson-
dere auch in mathematischen Aussagen, die er behauptet und beweist.

Wabhre und falsche Aussagen

Eine solche Aussage kann sich hinreichend kompliziert gestalten und dieses Buch wimmelt
von Aussagen, durch die ich Sie schrittweise fiihren werde. Die Aussagen, die ich hier in die-
sem Buch behaupte, so behaupte ich jetzt hier, sind alle wahr, also nicht falsch. Und hier
erkennen Sie eine der wesentlichen Eigenschaften von mathematischen Aussagen: Man kann
ihnen einen sogenannten Wahrheitswert zuordnen, namlich entweder »wahr« oder »falsch«.
So ist die Aussage Sonntag ist ein Wochentag eine wahre Aussage.

Manchmal jedoch hingt dieser Wahrheitswert vom jeweiligen Auge des Betrachters ab. So ist
die Aussage Sonntags arbeite ich nicht fiir die meisten Arbeitnehmer wahr, aber dennoch bin
ich froh, dass der Biacker meines Vertrauens mich jeden Sonntag mit frischen Brétchen ver-
sorgt. Fur diese Angestellten ist die obige Aussage nicht immer wahr.
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In der Mathematik werden Sie hiufig sehen, dass viele Objekte mit Buchstaben, so genannten
Variablen, abgekiirzt werden. Dabei verwendet man fast alle Buchstaben, die man so finden
kann — grof3e und kleine, dabei jeweils lateinische (a, b, c, ...) und griechische (a, 8, y, ...),
selbst vor kyrillischen Buchstaben (a, 6, B, ...) scheut man sich heute nicht mehr.

Aussagen verkniipfen

Im Folgenden verwende ich lateinische GrofSbuchstaben fiir Aussagen: A, B usw. Es gibt ein-
fache Verkniipfungen zwischen Aussagen, die Sie immer wieder benétigen werden.

Bezeichnung Symbole Sprechweise

Negation -A Nicht A

Konjunktion ANANB Aund B

Disjunktion AVB A oder B

Implikation A—B aus A folgt B
Aquivalenz A< B A genau dann, wenn B

Tabelle 1.1: Die aussagenlogischen Verkniipfungen

v’ Die Negation —A ist wahr, wenn die Aussage A falsch ist, und umgekehrt.

v’ Die Konjunktion A A B ist wahr, wenn beide Teilaussagen A und B wahr sind, und falsch
in allen anderen drei Fallen.

v Die Disjunktion A v B ist wahr, wenn mindestens eine Teilaussage A oder B wahr ist, und
sie ist nur falsch, wenn beide Teilaussagen falsch sind.

v’ Die Implikation ist eine einfache, aber dennoch meist verkannte Verkniipfung. Sie ist nur
falsch, wenn aus der wahren Aussage A eine falsche Aussage B gefolgert wird, aber an-
sonsten wahr!

v Die Aquivalenz A — B besagt, dass die Aussage A den gleichen Wahrheitswert hat wie die
Aussage B — das heifdt, beide sind wahr oder beide sind falsch.

Einige Beispiele: Die Aussage 1 < 2 bezeichnen wir jetzt mit A. Damit ist A eine wahre Aus-
sage. Die Negation —A ist also die Aussage 1 > 2 und somit offenbar falsch. Zusammen mit
den Aussagen B beziehungsweise C gegeben durch 1.1 = 2 beziehungsweise 1 + 1 = 2 ist die
Aussage AAB, also 1 <2 A1-1=2, falsch, da B eine falsche Aussage ist, aber A A C, also
1<2A1+1=2, wahr, da sowohl A als auch C wahr sind. Weiterhin sind die Aussagen
AVBundAVvC also1 <2Vv1-1=2und1<2V1+1=2 beide wahr, denn mindestens
ein Bestandteil ist wahr.

Jetzt bitte aufpassen! Die Implikation A — C und B — A4, also 1<2—-1+1=2 und
1-1=2—1 <2, sind wahr, aber die Aussage A — B, also 1 <2 — 1-1 = 2, ist falsch! Da-
gegen ist die Aussage A <~ C und auch A <~ —B wahr, also 1<2+< 1+1=2 und
1<2«1-1+#2.
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Insbesondere sehen Sie, dass die beiden Bedingungen links und rechts von einem (Doppel-)
Pfeil nicht unbedingt etwas miteinander zu tun haben miissen.

Folgende Aquivalenzen werden Thnen das Leben erleichtern:

v/ Die Aussage ——A ist dquivalent zu A.
v Die Implikation A — B ist dquivalent zu —A4 V B und ebenfalls zu =B — —A.

v Die Aquivalenz A — B ist dquivalent zu -4 < —B und vor allem auch zu
A—B)AN(B—=A).

v Esist =(A A B) dquivalent zu -4 Vv —B.
v Esist =(A Vv B) dquivalent zu -A A —B.

Ein Beispiel: Wenn Sie sich in den reellen Zahlen bewegen, dann ist die Aussage x? = 4 dqui-
valent zu der Aussage x = —2 V x = 2. Wenn Sie allerdings nur die natiirlichen Zahlen be-
trachten, dann gibt es dort keine negativen Zahlen. Dann gilt sogar x> =4 « x = 2, das
heif3t, Sie miissen immer genau wissen, tiber welche Zahlbereiche Ihre Variablen laufen.

In mathematischen Aussagen kommen sehr hiufig Aquivalenzen vor; meistens
in der ausgeschriebenen Form: Es gilt genau dann A, wenn B gilt. Insbesondere
stecken darin die beiden Implikationen Wenn A, dann auch B und Wenn B,
dann auch A.

Eine Implikation A — B sagt also nichts tiber B aus, wenn A falsch ist! Mein
Lieblingsbeispiel ist das folgende: Wenn es morgen regnet, nehme ich meinen
Schirm mit. Dies sagt nichts dariiber aus, ob ich meinen Schirm mitnehme
oder nicht, wenn morgen die Sonne scheint. Insbesondere verbietet mir diese
Aussage es auch nicht, den Schirm beim Sonnenschein mitzunehmen. Ein sol-
ches Verbot hitte ich bei der Formulierung: Genau dann, wenn es morgen reg-
net, nehme ich meinen Schirm mit oder gleichbedeutend Ich nehme meinen
Schirm genau dann mit, wenn es morgen regnet. Machen Sie sich den Unter-
schied zwischen einer Implikation und einer Aquivalenz klar!

Ouantoren in den Griff bekommen

Wenn Sie tiefer in die Mathematik einsteigen, kommen Sie an bestimmten Schreibweisen
nicht vorbei. So werden haufig die sogenannten Quanforen V und 3 verwendet. Hierbei be-
deutet das auf dem Kopf stehende »A« die Wortgruppe »fiir alle« und das gespiegelte »E« die
Wortgruppe »es existiert«.

Ein Beispiel: Die Aussage Vx(x®> > 0) {iber den reellen Zahlen besagt, dass das Quadrat einer
beliebigen reellen Zahl nicht negativ ist. Dagegen besagt die Aussage Vx3y(x +y = 0), dass
es zu jedem x ein y gibt, so dass die Summe beider Variablen x + y gerade 0 ist.
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Achten Sie immer auf die Reihenfolge von Quantoren, denn die Anderung der-
selben fithrt in der Regel zu einer nicht dquivalenten Aussage.

So ist es ein Unterschied, ob es zu jedem x ein y gibt oder ob es ein einziges y gibt, so dass fiir
alle x eine Aussage gilt.

Ein Beispiel: Betrachten Sie die Aussage VxJy(x < y) und IxVy(x < y) iber den reellen Zah-
len. Die erste Aussage besagt, dass es zu jeder Zahl eine grof3ere gibt — das ist sicherlich wahr.
Die zweite dagegen behauptet, dass es eine Zahl gibt, so dass alle Zahlen grof3er sind als die
vorgegebene — das ist mit Sicherheit falsch!

Zahlen und Fakten

Es gibt viele Gesetze, die ich nennen konnte, aber dies soll keine Formelsammlung werden.
Stattdessen mochte ich vor allem auf die Schummelseiten vorn in diesem Buch verweisen, die
wesentliche Fakten, Regeln und Gesetze enthalten. Ein paar Dinge bleiben aber noch zu er-
wahnen.

Die Zahlbereiche im Visier

Wenn Sie in der Grundschule rechnen gelernt haben, dann haben Sie angefangen, die Zahlen
aufzuzahlen als: 1, 2, 3, 4, ... Nie konnten Sie ahnen, dass da noch etwas hinzukommen wiir-
de. Diese Zahlen werden natiirliche Zahlen genannt und mit dem SymbolNabgekiirzt. Ehrlich
gesagt zdhle ich die 0 noch dazu, aber Sie finden genauso viele Biicher, in denen 0 eine nattir-
liche Zahl ist, wie andere, in denen sie es nicht ist. Das ist mathematische Kosmetik. Unab-
hiangig davon konnen Sie in den natiirlichen Zahlen addieren und multiplizieren, aber nur
eingeschrankt subtrahieren und fast gar nicht dividieren.

Wenn Sie die natiirlichen Zahlen alle noch einmal kopieren, an der 0 spiegeln und vor jede
dieser Kopien ein Minuszeichen schreiben, dann erhalten Sie die ganzen Zahlen, namlich: ...,
—4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4,.... Diese kiirzen Sie mit Zab. Im Unterschied zu den natiirlichen
Zahlen gibt es hier keine kleinste Zahl. Dafiir konnen Sie weiterhin addieren, multiplizieren
und sogar subtrahieren — nur dividieren ist immer noch kaum moglich.

Die rationalen Zahlen haben die GestaltZ, wobei p eine natiirliche und ¢ # 0 eine ganze Zahl
ist. Das sind die Briiche, die wir alle so lieben und die ich IThnen im Abschnitt Bruchrechnung
tiberleben weiter hinten in diesem Kapitel ndher bringen werde. Hier konnen Sie nun endlich
addieren, multiplizieren, subtrahieren und dividieren. Diese Zahlen kiirzen Sie mit Q ab.

Der Zahlbereich, der uns eigentlich am meisten interessiert, ist die Menge der reellen Zahlen,
abgekiirzt mit R. Auch hier konnen Sie addieren, multiplizieren, subtrahieren und dividieren.
Ein wesentlicher Unterschied zu den rationalen Zahlen ist, dass Sie aus allen positiven Zahlen
Wurzeln ziehen konnen. Das liegt unter anderem daran, dass die reellen Zahlen im Gegensatz
zu den rationalen Zahlen vollstindig sind — das bedeutet grob ausgedriickt, dass die rationa-
len Zahlen zwar sehr dicht gesat sind, aber erst durch die reellen Zahlen schlie3lich die Lii-
cken geftillt werden.
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In Kapitel 12 werden Sie dariiber hinaus die komplexen Zahlen kennenlernen, abgekiirzt mit
C. Diese spielen aber im gesamten Buch sonst keine Rolle, da wir jeweils nicht so tief in die
Materie einsteigen werden. Die Anwendungen dieser Zahlen sind allerdings weitreichend.

Diese fiinf Zahlbereiche erweitern sich in der Reihenfolge ihrer Nennung, das heiflt, natiirli-
che Zahlen sind auch ganze Zahlen, die wiederum rationale Zahlen sind und selbst wieder als
reelle und sogar komplexe Zahlen aufgefasst werden konnen.

Aufgaben mit Klammern richtig lisen

Hier gibt es nicht viel zu erldutern, aber wenn ich es nicht erklare, dann fehlt es. Da die
Addition und die Multiplikation assoziativ sind, konnen Klammern meistens weggelassen wer-
den. Sie miissen also nicht ((0 + (1 + 2) + (3 + 4)) + 5) schreiben, sondern kénnen dies ein-
fach als 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 notieren. Allerdings miissen Sie aufpassen, wenn Sie
subtrahieren, denn: Steht ein Minuszeichen vor der Klammer, dndern sich alle Zeichen in
der Klammer! Das bedeutet, aus einem Pluszeichen innerhalb der Klammer wird beim Weg-
lassen ein Minuszeichen und umgekehrt

—(=14+2+3—-4-5)ist das Gleiche wie 1 —2 —3 +4 +5.

Klammern werden dann interessant, wenn Sie damit eine Reihenfolge zwischen verschiede-
nen Operationen festlegen. So istl + 2-3 =1+ (2 - 3) = 7, aber natiirlich gilt (1 +2)-3=9
Im ersten Fall habe ich eine weitere Regel verwendet, nimlich Punktrechnung geht vor
Strichrechnung — erinnern Sie sich an Ihre Schulzeit?

Das Summenzeichen

In der Mathematik geht es oft darum, komplizierte Zusammenhinge kompakt darzustellen.
Dieses Prinzip werden Sie immer wieder erkennen — nicht immer wird es Thnen im ersten
Moment verstandlich sein, da Sie erst die Symbole lesen lernen miissen, aber auf den zweiten
oder dritten Blick werden Sie mir recht geben.

Entsprechend schreibt man Z a;=ay+a, + - +a,_1 + a,. Manchmal schreibt man diese
Summe auch als Z a;. Dles mmmt aber sehr viel Platz zwischen den Zeilen weg und so be-
vorzuge ich die erste Schreibweise.

Ein Beispiel: Es gilt:

S 91— (20414 (2 141+ (2-241)+(2-3+1)

0 —14345+7=16

6
Nattirlich miissen Sie nicht immer bei 0 starten. Soist > i =445+ 6 = 15.
i=4
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Bruchrechnung iiberleben

Briiche — Sie kommen nicht daran vorbei. Natiirlich haben Sie immer Ihre Geheimwaffe, den
Taschenrechner, griffbereit. Aber glauben Sie mir, erstens ist es in der Regel gut zu wissen,
was man da eigentlich ausrechnet, und zweitens, Sie werden Bruchrechnung im Verlauf des
Buches an mehreren Stellen benotigen. Und so schwer ist es nun auch nicht!

Einen Bruch 3 —13 7 oder eben ¢ fiir ganze Zahlen a,b konnten Sie auch mittels der Division
schreiben, also 3 =1:2 sowie —1—78 (=7) : 18 = 7: (—18) und schlieRlich § = a : b. Das ist
einfach. In einem Bruch ¢ nennt man a den Zihler und b den Nenner. Entscheidend sind die
Rechengesetze, die ich im Folgenden wiederhole.

Einen Bruch konnen Sie immer erweitern, das heifdt, bei der Multiplikation des Zahlers und
des Nenners mit der gleichen Zahl dndert sich der Bruch nicht: Es gilt § = 4. Sie diirfen
daher auch einfach einen gemeinsamen Faktor herausstreichen, also kiirzen, ohne den Bruch
zu dndern.

Ein Beispiel: Es gilt 1 = 2 = 23 aper auch 2 =35 = 5.

Ein letzter einfiihrender Begrlff sei erlaubt — der Kehrwert oder das Reziproke: Fiir § nennt
man 7 b das Reziproke.

Addition von Briichen: Fiir zwei Briiche § und § gilt ¢ +§ = “d,jbc Wenn Sie
nicht einfach nur auf eine Formel vertrauen mochten Finden Sie den Haupt-
nenner und erweitern Sie!

Ein Beispiel: Es gilt 2 +3 1= =1 42+42 3 — 180 4 Sie konnten auch erst die beiden Einzelbriiche
auf das kleinste gemeinsame Vielfache erweitern: 1 + 1=1 24 % =32

Die Subtraktion muss ich nicht weiter einfiihren, da diese durch die Addition bereits klar ist:
¢_c_ga(_¢)
5~ d= 5 d

Multiplikation von Briichen: Fiir zwei Briiche ¢ und § gilt § - § = #-5.

. . . . . 1 3 _ 13 _ 3
Das ist so leicht, wie es aussieht. Es gilt 5 - § = 375 = 5.

Division von Briichen: Fiir zwei Briiche § und § gilt 16=¢- g. Die Division

a
b
m Reziproken.

Q-'mn SN

von zwei Briichen ist gleich der Multiplikation mit

Das ist auch leicht, aber die meisten tun sich damit schwer.

OJH}

4
=5~

w\l\’)

1
: teniels 42 _1.3_1
Noch ein Beispiel: So glltg =z:9=35"

i
Mehr ist es nicht! Versuchen Sie es an verschiedenen, selbst gewahlten Beispielen.
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Wenn ich Sie bis hierher von der Leichtigkeit der Bruchrechnung {iberzeugt habe, dann las-
sen Sie mich noch einen daraufsetzen und Variablen ins Spiel bringen — keine Angst, das
Prinzip ist das gleiche.

Und noch ein Beispiel: Berechnen Sie die Summe, das Produkt und den Quotlenten von g

und 2. Sie rechnen daher ganz in Ruhe § + 3 = W a 2* 5 sowie & - 32 = 340 — 3 yp
schllefsllch 2 =4. g’; = g—b = @. Auch nicht wirklich schwieriger, oder?

a..

Denken Sie immer daran, dass Sie nichts aus Summen und Differenzen kiirzen
3 . . . .
— also konkret: In dem Bruch % konnen Sie nichts kiirzen!

Manchmal sehen Sie auch gemischte Zahlen, beispielsweise 11 Dann handelt es
sich um eine verkiirzte Form von 1 + é Da man dies auch m1t einem weggelas-
senen Multiplikationszeichen verwechseln kann sollten Sie diese Schreibweise
sehr vorsichtig einsetzen, es gilt 11 3 + 3=

Potenzen und Wurzeln

Folgen Sie mir weiter zu den Pofenzen. Jeder kennt sie — es gilt 3% = 9 und 2 = 8. Potenzen
konnen Sie zunichst einfach als Kurzschreibweise der Multiplikation betrachten, das macht
das Leben einfacher: Es gilt fir natiirliche Zahlen n einfach @ =g - ---- a. Damit sind die

n-mal
einfachsten Potenzen festgelegt. Hierbei haben Sie bei a” die Basis a und den Exponenten n.

Fiir einen negativen Exponenten setzen Sie a” als —an.

Damit kénnen Sie auch gleich Wurzeln behandeln. Es gilt v/16 = 4, aber auch v/8 = 2. Dabei
ist eine solche allgemeine Wurzel /a fiir natiirliche Zahlen n > 0 iiber die bisher beschriebe-
nen Potenzen definiert — es gilt nimlich genau dann /a = &, wenn " = a. In dem Term /a
nennt man n wieder den Exponenten und a den Radikanten.

Mithilfe dieser allgemeinen Wurzeln konnen Sie nun noch allgemeine Potenzen definieren,
genauer ausgedriickt Potenzen mit rationalem Exponenten: Es gilt namlich fiir eine ganze

Zahl n und eine natiirliche Zahl m genau dann a% =b,wenn ™ = a".

Ein Beispiel:
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Wichtige Rechengesetze fiir Potenzen und Wurzeln:

a'-at =ad""m L =g at = (Ya)' =a

am
@b = (@) = ()" Wa=va
(an)m:anm a’ = %: 61\/'5\/5: a
V1i=1 %:"% Wa-\/b=/a-b

Einfache (Un-)Gleichungen und Betrige auflisen

Gleichungen und Ungleichungen (mit oder ohne Betrige) werden Sie in allen Bereichen der
Mathematik wiederfinden.

Gleichungen in Angriff nehmen

Gleichungen konnen ganz unterschiedliche Strukturen haben. Es gibt ganz einfache Glei-
chungen — wie die linearen Gleichungen in einer Unbekannten, zum Beispiel 3x +4 = 13,
oder lineare Gleichungen in zwei Unbekannten, zum Beispiel 3y — 6x = 3. Dann kann die
Unbekannte aber auch in hoheren Potenzen auftauchen, wie in quadratischen Gleichungen,
zum Beispiel: x> + 2 = 3x. Wie Sie sehen, kénnen Gleichungen schnell recht kompliziert
werden: Ich konnte Thnen quadratische Gleichungen in mehreren Unbekannten oder gar ku-
bische oder noch hohere Potenzen anbieten. Konzentrieren Sie sich aber zunichst auf die
drei einfachen Fille: lineare Gleichungen in einer Unbekannten, lineare Gleichungen in zwei
Unbekannten und quadratische Gleichungen in einer Unbekannten.

Lineare Gleichungen in einer Unbekannten

Ein Beispiel: Eine Gleichung der Form 3x + 4 = 13 ist sehr leicht zu 16sen. Sie ziehen auf
beiden Seiten die 4 ab und erhalten 3x = 9. Nun dividieren Sie durch den Koeffizienten vor
dem, namlich durch 3, und erhalten die Losung x = 3. Sie konnen die Probe machen, indem
Sie die Losung fiir die Unbekannte einsetzen und priifen, ob eine wahre Aussage heraus-
kommt: 3 -3 +4 =9 4 4 = 13. Stimmt also.

Wenn Sie auf beiden Seiten einer Gleichung das Gleiche addieren beziehungs-
weise subtrahieren oder wenn Sie auf beiden Seiten der Gleichung mit einer
von 0 verschiedenen Zahl multiplizieren oder durch eine solche dividieren, dn-
dern Sie nicht das Losungsverhalten (beziehungsweise die Losungsmenge) der
Gleichung.

Durch dieses erlaubte Umformen konnen Sie schrittweise die Unbekannte auf eine Seite und
den Rest auf die andere Seite der Gleichung bringen und somit die Losung ablesen.

40



1> Die Krabbelkiste der Mathematik

Noch ein Beispiel: Wenn die Gleichung in der Unbekannten x und einem Parameter a gege-
ben ist als 3x + 4a = 18, dann l6sen Sie diese genauso: Ziehen Sie die 4a auf beiden Seiten ab
und teilen Sie das Ergebnis auf beiden Seiten durch 3. Sie erhalten schlieflich:

x = (18 — 4a) beziehungsweise x = 6 — 3a.

Ein Parameter ist einfach eine Variable, nach der Sie nicht suchen, sondern die
von auflen als Eingabe vorgegeben wird. Mit einem Parameter in einer Glei-
chung rechnen Sie wie mit einer Zahl. Nur bei der Division miissen Sie aufpas-
sen, dass dieser nicht 0 werden kann.

Und noch ein Beispiel: Betrachten Sie die Gleichung ax + 4 = 13. Dies ist ein Sonderfall fiir
das allererste Beispiel — dort war @ = 3. Sie ziehen wieder die 4 auf beiden Seiten ab und
erhalten ax = 9. Jetzt miissen Sie zwei Fille unterscheiden — ndmlich @ = 0 und a # 0.

Die Methode der Fallunterscheidung ist wesentlich in der Mathematik und ins-
besondere auch hier beim Losen von (Un-)Gleichungen.

Im ersten Fall, a = 0, ist natiirlich ax = 0 -x = 0, und zwar unabhingig, welchen Wert x
annehmen wiirde. Das heif3t, die Gleichung reduziert sich auf die Form 0 = 9 und dies ist eine
falsche Aussage. Es gibt keine Losung fiir diesen Fall.

Im zweiten Fall ist a # 0, so dass Sie durch a teilen konnen. So erhalten Sie die Gleichung
x =2 Diese Losung deckt sich auch mit unserer obigen Losung, denn fiir @ = 3 ist dann

=3.

wlo

X =

Zahnvéder im Getriebe

In einem Getriebe stehen sich zwei Zahnrader gegeniiber — das eine hat 12, das andere 30
Réader. Wie schnell dreht sich das grofRere, wenn das kleinere 1600 Umdrehungen pro Mi-
nute macht?

Dies entspricht offenbar einem umgekehrten Proportionsverhiltnis. Es gilt also die Glei-
chung: £ = -2 Nach der Unbekannten umgestellt erhalten Sie x = 121600 — 640. Das
grofsere Zahnrad dreht sich also 640 Mal in der Minute.

Lineare Gleichungen in zwei Unbekannten

Mit den Voriiberlegungen aus dem letzten Abschnitt ist dieses Thema leicht abzuhandeln.
Betrachten Sie die Gleichung 3y — 6x = 3 in den Unbekannten x und y. Dann kénnen Sie
diese Gleichung genauso umstellen wie vorhin, nur dass Sie sich fiir eine Variable entscheiden
miissen. Sie konnen schreiben x = % y— %, aber auch y = 2x + 1. Letzteres wird meistens be-
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vorzugt, denn interpretiert in einem x-y-Koordinatensystem stellt y = 2x + 1 eine Gerade
dar, wie Sie diese in Abbildung 1.1 sehen kénnen.

Geraden haben allgemein die Form y = mx + n mit dem Anstieg 7 und dem absoluten Glied
n. Wir werden darauf spater in Kapitel 9 noch naher und allgemeiner eingehen.

Was hat diese Gerade nun mit dem Losungsverhalten unserer Gleichung zu tun? Ganz ein-
fach: Jeder Punkt auf der Geraden ist eine Losung der Gleichung, das heif3t, jedes Paar (x, y),
das die Beziehung y = 2x + 1 erfiillt, [6st die Gleichung 3y — 6x = 3. Manchmal schreibt
man auch die allgemeine Losung als Paare der Form (x,2x + 1), wobei x eine beliebige reelle
Zahl ist. Insbesondere gibt es unendlich viele Losungen in diesem Fall.

Solche lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten und sogar mit mehreren Gleichun-
gen werden Hauptgegenstand unserer Betrachtungen in Teil IV dieses Buches sein.

Abbildung 1.1: Die Gerade y = 2x + 1 im Koordinatensystem dargestellt

Gemeinsam geht’s voran!

Die beiden Briider Peter und Paul sollen Kirschen pfliicken. Peter braucht fiir den gesam-
ten Baum drei Stunden; Paul ist generell schneller und wiirde nur zwei Stunden benéti-
gen. Wie schnell wiren beide fertig, wenn sie gemeinsam an die Arbeit gingen?

Gesucht ist die Zeit # (in Stunden), die beide gemeinsam benétigen. Peter schafft in einer
Stunde ein Drittel, Paul sogar die Hélfte des Baums. Daher stellen Sie die Gleichung auf:
%t + %t =1, denn Sie sind daran interessiert, wann der Baum (ein Baum) abgeerntet ist.
Vereinfacht als %t = 1 und umgestellt nach der Unbekannten erhalten Sie schlieRlich die
Antwort: £ = §, das heit nach ¢ = 1 + 1 Stunden, also nach einer Stunde und zwdlf Minu-
ten sind die Briider fertig. Teamarbeit lohnt sich!
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Ouadratische Gleichungen in einer Unbekannten

Nicht-lineare Gleichungen sind deutlich schwieriger zu losen. Quadratische Gleichungen, als
die nachste Stufe, haben wir gerade noch im Griff und das wissen Sie auch schon aus der
Schule. Sie kennen nimlich die sogenannte p-g-Formel, die Folgendes besagt:

Eine quadratische Gleichung x? + px + q = 0 hat im Fall, dass —q >0, fol-
gende zwei Losungen: x; = —5+1/% —¢ und xp = -5 — \/T —¢q. Wenn
”TZ —q < 0, gibt es keine (reellen) Losungen.

Ein Beispiel: Was hilft Thnen diese Regel, wenn Sie etwa die Gleichung x* + 2 = 3x vor sich

haben? Viel, denn Sie konnen diese Gleichung auf die p-g-Form bringen, indem Sie 3x auf

beiden Seiten abziehen und ordnen: x* — 3x + 2 = 0. Damit ist p = -3 und ¢ = 2. (Achten Sie
2

auf das Minuszeichen bei p.) Nun ist die Bedingung & — g = &2 —2 =98 — 1> 0 erfiillt

und so gibt es die beiden Losungen:

Vo= G og= P fimirl=i=2

_ p_ P, (=3 J1_3_1_2_
 oxo=—5-1\/G =7 =2 3=3=1

Die Losungsmenge besteht aus zwei Elementen und hat die Gestalt {1, 2 }.

Noch ein Beispiel: Losen Sie x> + 2x + 1 = () Sie erkennen sofort, dass p = 2 und ¢ = 1. Die
Bedingung ist auch erfiillt, denn ”— —qg=%—-1=7—7=02>0. Die Losungen ergeben sich
dann durch:

Vo oxi=S4\Eg=-2+V0=-1+0=-1

v ox= ———\/——q————\/— -1-0=-1

Damit besteht die Losungsmenge aus einem Element und hat die Gestalt {-1}.

Und noch ein Beispiel: Betrachten Sie die Gleichung x> +x +1=0. Dann ist p = 1 und
q = 1, aber die Losungsbedingung ist nicht mehr erfillt, denn es gilt:
2 —g=Y-1=1-4=_320. Die Gleichung hat keine (reellen) Losungen. (In Kapitel
12 werden Sie die komplexen Zahlen kennen lernen und sehen, wie diese Ihnen helfen,

solche Aufgaben zu losen.)

tische Gleichung erst auf die p-g-Form zu bringen, das heif3t, sie muss die Ge-
stalt x* 4+ px +¢ = 0 haben. So konnen Sie durch Umformen die Gleichung
3x = 6 + 3x? auf die Gestalt x> —x +2 = 0 bringen; lesen Sie dann erst die
Parameter p und g ab!

6 Achten Sie bei Anwendung der p-g-Formel immer darauf, die gegebene quadra-

Grafisch kénnen Sie Losungen der Gleichungen der Form x? + px + ¢ = 0 als Schnittpunkte
der Funktionen 7 (x) = x* + px + g mit der x-Achse auffassen. Im ersten Beispiel x* + 2 = 3x
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hat die Funktion £ (x) = x* — 3x + 2 also solche Schnittpunkte in x = 1 und x = 2. Im zwei-
ten Beispiel x2 + 2x 4+ 1 = 0 hat die Funktion g(x) = x* + 2x 4 1 nur einen solchen Schnitt-
punkt, ndmlich in x = —1, und schlieRlich im dritten Beispiel x> +x+1 =0 hat die
Funktion A(x) = x* +x + 1 keine Schnittpunkte mit der x-Achse. Betrachten Sie dazu die
drei Funktionen in Abbildung 1.2

Ungleichungen in den Griff bekommen

Ungleichungen haben die gleiche Struktur wie Gleichungen, nur dass anstelle des Gleich-
heitszeichens ein Ungleichheitszeichen steht, also wie in 3x + 4 < 13. Sie behandeln diese
auch dhnlich — bis auf eine zusatzliche Sache, die Sie beachten miissen, ist die Herangehens-
weise die gleiche.

Wenn Sie eine Ungleichung mit einer negativen Zahl multiplizieren (oder
durch eine solche dividieren), dann dreht sich zusatzlich noch das Ungleich-
heitszeichen um.

fix)=x*3x+2 g(X)=x42x+1
o &
(%) =
E [}
z 3
>
| | !
I | I
I I I
I I I
| | |
x-Achse x-Achse
h(x)=x*x+1
[<5]
(2]
£
(&)
<
>
x-Achse

Abbildung 1.2: Quadratische Funktionen im Koordinatensystem
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Lineare Ungleichungen im Griff haben

Wenn Sie das obige Beispiel 16sen mochten, dann ziehen Sie wieder die 4 ab und teilen durch
(die positive) 3 und erhalten schlief3lich: x < 3. Das war’s. Alle Zahlen, die kleiner oder gleich
3 sind, 16sen die Ungleichung 3x + 4 < 13. Fertig!

Spielen wir ein wenig mit diesem Beispiel, um die Materie zu verstehen. Bringen Sie die rech-
te auf die linke und die linke auf die rechte Seite, so erhalten Sie: —13 < —3x — 4. Nicht
besonders clever, sagen Sie — stimmt. Aber stellen Sie sich vor, das wire die Ausgangsglei-
chung. Die Losung muss nun aber die gleiche sein. Addieren Sie 4 auf beiden Seiten, so erhal-
ten Sie: —9 < —3x. Jetzt dividieren Sie durch den noch storenden Faktor, aber Vorsicht —
dieser ist nun eine negative Zahl! Sie erhalten nach dem Drehen/Umkehren des Unglei-
chungszeichens 3 > x. Anders geschrieben bedeutet dies aber gerade x < 3 und Sie erhalten
das gleiche Ergebnis!

Ouadratische Ungleichungen zihmen

Bei quadratischen Ungleichungen wird es schon wieder komplizierter, aber fiir Sie ist das
nun kein Problem mehr.

Einige Beispiele: Betrachten Sie die folgenden Ungleichungen: x> +2 < 3x, x> +2x +1 < 0
undx® +x+1<0.

Zunachst tun Sie so, als ob Sie Gleichungen hitten, und berechnen die Losungen dafiir. Im
ersten Fall haben Sie im Abschnitt Quadratische Gleichungen in einer Unbekannten weiter
vorn in diesem Kapitel bereits die Losungen x = 1 und x = 2 herausbekommen. Jetzt miissen
Sie tiberlegen. Entweder liegt der Bereich der gesuchten Losungen zwischen beiden Losun-
gen, also {x|1 <x < 2.}, oder gerade im Fast-Komplement {x|x <1 oderx > 2.}. Dazu
miissen Sie nur einen Wert aus einer der beiden Mengen testen, der nicht gerade einer der
Grenzen ist, also nicht 1 oder 2. Einfach ist in der Regel die 0. Testen Sie: 0> + 2 £ 3 - 0, also
liegt die 0 nicht in der Losungsmenge und somit ist die Losungsmenge gleich
{xl1<x<2}.

Mit der Schreibweise {x |1 <x < 2.} bezeichnet man die Menge aller Zahlen
zwischen 1 und 2 (inklusive der Grenzen). Mit {x |x < 1 oder x > 2.} bezeich-
net man alle Zahlen, die kleiner gleich 1 oder grof3er gleich 2 sind.

Im zweiten Beispiel x* 4+ 2x + 1 < 0 hatte die dazugehérige Gleichung nur die Losung x = —1.
Damit besteht die Losungsmenge entweder genau aus diesem Element {-1} oder ist gleich
der gesamten Zahlenmenge R. Der Test mit der Null ergibt, dass die erste Variante richtig
ist.

Im dritten Beispiel x* +x + 1 < 0 hatte die dazugehorige Gleichung keine Losung, somit ist
die Losungsmenge entweder die leere Menge oder wieder die gesamte Menge R. Testen Sie
erneut mit 0 und schon sehen Sie, dass Sie die leere Menge bevorzugen miissen.
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Echte Ungleichungen akzeptieren
Was andert sich bei echten Ungleichungen?

Einige Beispiele: Betrachten Sie folgende echte Ungleichungen: x> + 2 < 3x, x> + 2x + 1 < 0
und x2 + x + 1 < 0. Es dndert sich nicht viel, nur dass Sie IThre Grenzen bei der Angabe der
Mengen iiberdenken miissen; diese gehoren dann niamlich nicht mehr dazu. Die Uberlegungen
sind aber die gleichen.

Im ersten Fall kommen Sie (dhnlich wie im letzten Abschnitt) auf die Entscheidung zwischen
{x|1<x <2} und {x|x <1 oderx > 2.}. Diesmal gehoren die Grenzen 1 und 2 nicht
mehr dazu. Sie testen wie im vorigen Abschnitt angegeben und erhalten auch in diesem Fall
die erste Menge.

Im zweiten Fall haben Sie nur eine Grenze, die natiirlich auch nicht dazugehoren darf, so
dass Sie sich (ahnlich wie im letzten Abschnitt) zwischen der leeren Menge und {x |x # —1.}
entscheiden. Der obige Test verweist Sie auf die leere Menge.

Im dritten Fall hatten Sie keine Losungen fuir die zugehorige Gleichung, so dass Sie auch
keine Grenzen ausschlief3en miissen. Die Wahl zwischen der leeren Menge und der gesamten
Menge R bleibt. Der Test ist auch der gleiche und Sie entscheiden sich als Losung fiir die
leere Menge.

Betrige ins Spiel bringen

Die Gleichung |x| =3 hat zwei Losungen, ndmlich x =3 und auch x = —3, denn auch
|-3| =3.

Sie 16sen Betragstriche auf, indem Sie die beiden Félle unterscheiden, dass der
Wert zwischen den Betragstrichen einmal grofier gleich 0 und einmal negativ
ist. Im ersten Fall ersetzen Sie ihn durch Klammern. Im zweiten Fall ersetzen
Sie ebenfalls durch Klammern, aber schreiben zusatzlich ein Minuszeichen da-
VOr.

Ein Beispiel: Losen Sie die Gleichung |x — 3| = 1. Dazu betrachten Sie den ersten Fall
(x —3 >0, also x > 3) und losen die Gleichung (x — 3) = 1 und zum anderen den zweiten
Fall (x —3 < 0, also x < 3) und losen die Gleichung —(x — 3) = 1. Im ersten Fall erhalten
Sie x = 4, im zweiten Fall zundchst —x + 3 = 1 und damit x = 2. Beide Ergebnisse 16sen die
Ausgangsgleichung — machen Sie die Probe!

Bei Ungleichungen wird es ein wenig komplizierter, da Sie sorgfaltig arbeiten und etwas
buchfiihren miissen. Sie merken sich auf der einen Seite die Bedingung des Falls, den Sie
beim Auflosen des Betrages gerade untersuchen, und auf der anderen Seite 16sen Sie die ent-
standene Ungleichung. Beide Bedingungen, die durch den Fall gegebene und die durch die
Ungleichung entstandene, miissen gelten. Anschlief3end gehen Sie zum anderen Fall tiber
und wiederholen das Vorgehen.
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Noch ein Beispiel: Die Ungleichung |x — 3| < 1 lésen Sie wie oben angegeben und mit den
generellen Uberlegungen zu Ungleichungen, die Sie bereits aus den vorhergehenden Ab-
schnitten kennen. Sie erhalten nach Auflosen der Betragstriche zwei Fille, zum einen
x — 3 < 1, fur den (ersten) Fall, dass x — 3 > 0, und zum anderen —x + 3 < 1 fiir den (zwei-
ten) Fall, dass x — 3 < 0. Der erste Fall ergibt aus der Ungleichung x < 4 und aus der Fall-
bedingung x > 3; der zweite Fall ergibt zunichst —x < —2 und schlielich x > 2 aus der
Ungleichung und zusiatzlich x < 3 aus der Fallbedingung. Daraus erhalten Sie formal die fol-
gende Bedingung:

(x>3undx >4) oder (x>3undx>2)

Etwas geschickter notiert ergibt sich daraus die gewilinschte Losungsmenge
{x|2 <x <3 oder3 <x <4.}, was das Gleiche ist wie {x|2 < x < 4.}. Fertig|

Ein komplexeres Beispiel: Betrachten Sie die folgende Ungleichung mit zwei Betridgen:
lx — 1] + |x — 2| < 3. Gehen Sie ganz formal vor, entsprechend des obigen Rezepts, und un-
tersuchen Sie der Reihe nach folgende vier Fille:

v Falll:x—1>0undx—2>0.Dannist (x — 1) + (x — 2) < 3 zu losen.
v/ Fall2:x—1>0undx —2 < 0.Dannist (x — 1) — (x — 2) < 3 zu lésen.
v Fall3:x—1<O0undx —2>0.Dannist —(x — 1) + (x — 2) < 3 zu losen.
v Fall4:x—1<0undx—2 < 0.Dannist —(x — 1) — (x — 2) < 3 zu l6sen.

Damit haben Sie alle Moglichkeiten abgedeckt, namlich je zwei fiir jeden auftretenden Betrag
in der Ungleichung.

v Zu Fall 1: Die Fallbedingung ergibt einerseits x > 1 und andererseits x > 2. Die Unglei-
chung in diesem Fall 16st sich auf zu 2x — 3 < 3 und damit zu x < 3. Alle drei Bedingun-
gen miussen erfillt sein, so dass Sie die endgiiltige Losungsbedingung 2 <x <3
erhalten. (Die Bedingung x > 1 wird durch x > 2 einfach geschluckt.)

v Zu Fall 2: Die Fallbedingung ergibt wieder x > 1, aber auch x < 2. Die Ungleichung I6st
sich in diesem Fall auf zux — 1 —x + 2 < 3, also zu 1 < 3. Dies ist eine von x unabhan-
gige wahre Aussage, so dass Sie als endgiiltige Losungsbedingung 1 < x < 2 erhalten.

v/ Zu Fall 3: Die Fallbedingung ergibt nun x < 1 und x > 2. Hier brauchen Sie gar nicht
weiterzurechnen, denn diese Bedingung kann schon nicht mehr erfillt werden.

v’ Zu Fall 4: Die Fallbedingung ergibt x < 1 und x < 2. Die Ungleichung 16st nun auf zu
—x+1—-—x+2<3 und damit zu —2x + 3 < 3, also gilt —2x < 0. Umgestellt ist das
aquivalent zu x > 0. Als endgiiltige Losungsbedingung erhalten Sie 0 < x < 1.

Wenn Sie nun alle vier Fille zusammennehmen, erhalten Sie die Losungsmenge fiir die ge-
samte Ungleichung |x — 1| 4 |x — 2| < 3, gegeben durch:

{xl2<x<3v1i<x<2V0<x<l1}

Das ist aber das Gleiche wie die Menge {x |0 < x < 3}. Fertig.

47






