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A

Losungen und Losungswege

den ausfiihrlichen Losungsweg in das Buch aufzunehmen. Sie finden in diesem

Losungsteil zu den ersten beiden Ubungsaufgaben eines Kapitels jeweils die
Losung und den ausfiihrlichen Losungsweg. Zu den weiteren Aufgaben finden Sie
nur das Ergebnis. Die Losungswege zu allen Aufgaben des Buches konnen Sie unter
http://www.wiley-vch.de/ISBN978-3-527-71430-8 als PDF herunterladen.

B us Platzgriinden mussten wir leider darauf verzichten zu allen Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1: Einheiten umrechnen

Die universelle Gaskonstante, die fiir jedes beliebige Gas immer denselben Wert hat, wird in
diesem Buch durch das Formelzeichen R gekennzeichnet. Sie besitzt den Wert:

J

R =38,31447
mol -

Ein lateinisches R kennzeichnet die spezielle Gaskonstante eines speziellen Gases. Sie be-
notigen die Umrechnungstafel und suchen nach einem Zusammenhang der Energieeinheit J
und der Druckeinheit bar. In der Liste der Umrechnungsbeziehungen finden Sie den Eintrag:
1J=1Nm.

Da hier die Einheit bar noch nicht aufgetaucht ist, konnen Sie beim Druck nach der Ein-
heit bar suchen und diese mit Newton (N) in Verbindung bringen. Finden Sie die Umrech-
nungsbeziehung: 1 N/m? = 107> bar. Formulieren Sie daraus die Umrechnungsbeziehung
zwischen 1 N und bar.

I N = 107> bar - m?
Damit wird 1 N in der Umrechnungsbeziehung ersetzt, es folgt:
17=10bar- m?-m

I'N

In R kann jetzt die Einheit Joule ausgetauscht werden.

-5 . 2, . 3
R = 831447107 bar-m°-m _ ¢ 51447 1075 2™
mol - K mol - K

Als Ndchstes muss nur noch die Umrechnung der Langeneinheit m in die Langeneinheit De-
zimeter erfolgen. Finden Sie den passenden Eintrag in der Umrechnungstafel: I m = 10 dm.

&
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Es wird m3 bendétigt. Also gilt:
(1 m)® = (10 dm)? oder 1 m® = 1000 dm?

In der gewiinschten Einheit lautet die universelle Gaskonstante R:
s bar - 1000 - dm? bar - dm?

= 0,0831447

R =8,31447 x 10~
mol - K mol - K

R ist eine Naturkonstante, deren Einheit auf verschiedenen Arten angegeben werden kann,

die allerdings auf SI-Einheiten zuriickfiihrbar sind.

Aufgabe 1.2: Die Stoffmenge in einem Kilogramm
Wasser berechnen

Zuerst bendtigen Sie die relativen Atommassen der einzelnen Atome aus dem Periodensys-
tem der Elemente.

Teilchen Relative Atommasse
H-Atom 1,0079
H-Atom 1,0079
O-Atom 15,999

H,0-Molekdl ~ Summe = 18,014

H, O besteht aus zwei H-Atomen und einem O-Atom.

Die relative Molekiilmasse eines H,O-Molekiils betrdgt 18,014. Achtung, zu dieser Zahl
gehort keine Einheit, denn es ist die relative Molekiilmasse. Aber die Masse eines H,O-
Molekiils, die zur Ubung nebenbei auch noch berechnet werden soll, betrégt:

my, o = relative Molekiilmassey ¢ - u
my o= 18,014 - 1,660539 x 107 kg = 2,99129 x 107>° kg.

Die Masse eines H,O-Molekiils besitzt die Einheit kg. Zudem ist die relative Molekiilmasse
18,014 des reinen Wassers von Bedeutung. Die Zahl zeigt an, dass 18,014 g H,O gleich 1 mol
H,O sind. In diesem Buch soll immer diese definierte Molmasse mit dem Formelzeichen
my, gekennzeichnet werden.
8
m = 18,014 —
( Mol)HzO mol

Um die Molmasse my,, eines Stoffes zu bekommen, miissen Sie einfach zur relativen
Molekiilmasse des Stoffes (oder zur relativen Atommasse des Stoffes) die Einheit g/mol oder
kg/kmol anhdngen. Aus der Einheit Molmasse folgt: 18,014 g H,O entsprechen 1 mol H,O.

18,014 g H,0 £ 1 mol H,0

Achtung, die dimensionslose Zahl der relativen Molekiilmasse aus dem Periodensystem der
Elemente entspricht nur dann der Molmasse m,,,, wenn Sie zur Zahl die Einheit kg/kmol
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hinzufiigen. Weil 1 Kilogramm gleich 1000 Gramm sind, ldsst sich eine Dreisatzrechnung
durchfiihren.

18,014 g H,0 2 1 mol H,0

1gH,02 mol H,0

1
18,014

1000
1 HO2 —/— 1H,0 = 12 mol
000 g H,O 18.014 mol H,O = 55,512 mo

Ergebnis: 1 kg reines Wasser entspricht einer Stoffmenge von n = 55,512 mol H,O.

Aufgabe 1.3: An einem schragen U-Rohrschenkel die
Ablesegenauigkeit erhohen

Eine Moglichkeit zur Festlegung der Nulllinie ist die in der Abbildung eingezeichnete
gestrichelte Linie zwischen den Punkten A und B. Der Punkt A liegt im Tank, halb im Ol
und halb im Wasser. Der Punkt B befindet sich auf dem Hohenniveau von A und liegt im
Wasser des schragen U-Schenkels. Beide Punkte liegen in derselben Fliissigkeit (Wasser)
und spiiren den gleichen Druck: p, = py. An den Punkten A und B gelten die Gleichungen
aus der Hydrostatik.

PAa=Pot+Pp1" 8 Iy
PE=Pot P18 M3+ pw 8-y

Gleichgesetzt erhalten Sie y = pg; - (h; — h3)/pyw = 0,2465 m. Der Winkel « ist mithilfe der
Arcussinus-Funktion zu bestimmen.

sin(o) = 22X ™ ;21’2465 M 036325

a =arcsin(0,36325) = 21,3°

Aufgabe 1.4: Eine einfache Druckerhéhung
bewerkstelligen

Je hoher der Wasserspiegel /1, in der Steigleitung ist, desto starker wird die Luft im Behalter
komprimiert. Die Anzeige des eingebauten Manometers wird hauptsdchlich von der Héhe
h, — h, beeinflusst. Das Nullniveau NN liegt hier auf der Trennfliche zwischen Ol und
Wasser im Behdlter. Verlangern Sie diese gedachte NN-Line nach links bis zum Steigrohr.
Im Steigrohr ist der Druck auf der NN-Linie:

PN = Po +pw s 8 - (hy = hy)
Auf derselben NN-Linie im Behadlter ist der Druck genauso grof3, und zwar:
PNN = PManometer T P61 & A3+ b

——

~ 0
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Hier wird der Druckbeitrag p; der im Behdlter eingeschlossenen Luft vernachldssigt, weil
die Dichte der Luft sehr viel kleiner ist als die Dichte des Ols. Gleichgesetzt folgt fiir den
Luftdruck am Manometer: pyanometer = 1,419 bar.

Es wurde die Umrechnungsbeziehung 1 bar = 100000 kg/(m s2) verwendet.

Aufgabe 1.5: Den Druckabfall in einer Wasserleitung
berechnen

An der Rohrposition 1ist ein U-Rohr angebracht, das im linken Schenkel oben mit dem Was-
ser aus der Wasserleitung und unten mit Quecksilber gefiillt ist. Durch die Driicke p, in der
Wasserleitung und dem Atmosphdrendruck p, verschiebt sich das Quecksilber im U-Rohr
so, dass in derselben Fliissigkeit (Quecksilber) auf gleichem Niveau ein Druckgleichgewicht
entsteht. Legen Sie Ihre Nulllinie (NN) an die Stelle, wo im linken Schenkel die Quecksil-
bersdule beginnt. Das ist auch die Basis fiir alle gegebenen Hohenangaben. Genau auf dieser
Nulllinie 1asst sich das Druckgleichgewicht im U-Rohr so formulieren:

Potpug-&-hy=p +poy-g-L

Hieraus kann p, bestimmt werden. Im U-Rohr an der Leitungsposition 2 ist anlog
vorzugehen.

Potpug & hy=py+pw-g- L,

Der Druck p, ist auszurechnen, denn der Druckabfall p, — p, ist gesucht.

Pi— Py =pug & (hy —hy) —py-g- (L — L) = 0,0228 bar

Das Manometer an der Position 2 zeigt den Wasserdruck p, in der Leitung an.

Py =DPo+ Py & hy—pw-g- L, =2,00bar

Aufgabe 2.1: Mittlere spezifische Warmekapazitat
bei konstantem Volumen

Durch die Daten im Beispiel sind Anfangs- und Endzustand bereits mit den Indizes 1 und 2
markiert. Gesucht wird die mittlere spezifische Warmekapazitat cul’zzféi’:occ. Eine Tabelle
fiir die mittlere spezifische Warmekapazitdt bei konstantem Volumen ist nicht notwendig,

denn es gilt:
9 > _
cpll91 - cU|191 =R
Berechnen Sie zuerst cp|g2 von Sauerstoff; mit R erhalten Sie den Wert cvlgz.
1 1

o__ 1 el 9 e ™
CP|19| - (192_191) [192 cP|0°C 191 cpooc]
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191

Zwei lineare Interpolationen fiir c, 0°c und cp|;)2° c sind unausweichlich durchzufiihren.

Hierfiir bieten die Kasten in Kapitel 2 eine universelle Formel fiir beliebige lineare Interpola-
tionen. Wenden Sie die Formel an, und vergleichen Sie das Ergebnis mit IThrem individuellen

. . 9,=635 °C 9,=18,6 °C
Rechenweg. Es folgen zwei Nebenrechnungen fiir cplo oc und cpl0 oc
.o .. 9,=635 °C
Nebenrechnung fiir die Grole CP|0]°C :

Die Temperatur 635 °C liegt zwischen 600 °C und 700 °C. In Tabelle 2.3 sind fiir Sauerstoff
die passenden c¢,-Werte zu finden.

9
9 cPIo oc
600°C 0,993 kJ/(kg K)
700°C 1,005 KJ/(kg K)

1. Lineare Interpolation

Die Stutzwerte der linearen Interpolation sind:
X, =600 und  y =c,|% ¢ =0993
x, =700 und  y,=c,|7% ¢ =1005

Wie groR ist y(x = 635)? Die Interpolationsformel liefert:

1,005 — 0,993 700 - 0,993 — 600 - 1,005
== - - 635 - - = 0,9972
700 — 600 * 700 — 600
o k]
635 °C _
Cp 0°C —0,9972 kg—K
9,=18,6 °C,

Nebenrechnung fiir die Gro3e cpl0 oc

Die Temperatur 18,6 °C liegt zwischen den in Tabelle 2.3 gegebenen Temperaturdaten 0 °C
und 100 °C. Tabellenauszug;:

9
9 cPIo oc
0°C 0,915 kj/(kg K)
100°C 0,924 kJ/(kg K)
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2. Lineare Interpolation

Die Temperatur 9, = 18,6 °C liegt zwischen 0 °C und 100 °C, deshalb sind die Stuitzwerte der
linearen Interpolation:

x, =0 und Y = cp|g og =0,915
_ _ 1100 °C _
=100 und V) = cp|0 oc = 0,924.

Wie groR ist y(x = 18,6)? Die Interpolationsformel liefert:

0,924 — 0,915 100 - 0,915 - 0-0,924
=——— 18,6+
100-0 100-0

K]

= 0,91667

18,6 °C
&l =0.91667 ——

Die Nebenrechnungen sind beendet, und Sie kdnnen mit der Bestimmung der mittleren spe-
zifischen Warmekapazitdt bei konstantem Druck fortfahren.

=Gt [0 e =91l
p|§ié§;6:cc = m [18 6°C-0,91667 kgk—JK — 635°C-0,9972 kgk—JK
p|§i;§f:cc = m [18.6 - 0.91667 — 635 - 0.9972 ] k(;l;]
plg?:;if%f =0.9996 %

Es folgt die mittlere spezifische Warmekapazitdt bei konstantem Volumen.

9,=186°C _ 18,=186°C _
”|:91:635 °c — P|31—635 °C R
¢, |16 ", 9996—J — 25083
9= kg - K kg - K
K] 2598 KJ k]

9,=18,6 °C
el . =0,9996 =0,7398 ——
”|81=635 c kg ‘K 1000 kg - K kg - K
Alle Warmekapazitdten der Stoffe zwischen beliebigen Temperaturen sind immer positiv.
Wenn Sie mogen, konnen Sie die Aufgabe umdrehen und nachweisen, dass bei einer Erwar-
9,=635°C _ - |82=18,6 °c

=18,6 °C vly =635°C"

mung von 18,6 °C auf 635 °C gilt: ¢ |

Ruderich bapp01.tex V1 -10."August 2018 6:32 P.M.

Page 6



Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bapp0O1.tex V1-10."August 2018 6:32 P.M. Page 7

Lésungen und Lésungswege 7/

Aufgabe 2.2: Warmwasser bereitstellen

Aus der differenziellen Beziehung 6q = cp(19) - d9 wird durch die Integration zwischen
Anfangszustand 1, 9, = 10 °C bis Endzustand 2, 9, = 60 °C mit der Funktion

c,(9) =422 - 1,859047 x 107 - 9 + 2,2857143 x 107 - 9% — 4,266667 x 107° - §°

die spezifische Warme ¢,, errechnet.

2 9=60 °C
0q= ¢, (9)-dd=209,25 l -°C =209,25 ﬂ
? kg - K kg
1 9=10 °C
k]
=209,25 —
q12 kg

Denken Sie daran, dass bei allen Fliissigkeiten und allen Feststoffen ¢, gleich ¢, ist und
Temperaturdifferenzen in der Einheit °C gleich sind mit Temperaturdifferenzen in K. Das
Differenzial dJ ist eine Temperaturdifferenz. Die dem Wasser der Masse 30 kg zuzufiihrende
Warme ist Q,.

Q,, = m-q;, = 30 kg - 209,25 :—; = 6277,5K = 1,744 kWh

Aufgabe 2.3: Die Warmekapazitat einer Sodalésung
berechnen
Eine 8-prozentige Sodalosung besteht aus 8 Massenprozenten Soda (Backsoda, Natron) und

92 Massenprozenten Wasser. Zusammen also 100 Massenprozente. Nehmen Sie an, die So-
dalésung entspricht einer (beliebigen) Masse von m = 1 kg, dann gilt:

1 kg = mgy4, + my = 0,08 kg Soda + 0,92 kg Wasser

Die Massenanteile sind —-seda  — 0,08 fiir Soda und fiir Wasser — = = (0,92.
mgodatmw mgodatmw
CSodawasser = —MSoda__ Csoda T W Cw
Mgoda T My Mgoda T My
Csodawasser = 0,08 1,1711{;—?K +0,92 - 4’182kgk_-JK =3,941 k;_JK
kJ

Csodawasser = (CP)SOdawaSSer = (€,)sodawasser = 3-941 kg—K

Aufgabe 3.1: Das Molvolumen aus der Dichte eines
Gases berechnen

Die fiir das gesuchte Molvolumen hier zutreffende Gleichung lautet: V},,, = V' /n. Die Stoff-
menge n ist noch unbekannt, jedoch ist die Molmasse m,,, gegeben. Die Stoffmenge ldsst
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sich mithilfe der Gleichung n = m/m,,, berechnen. Somit kann die Stoffmenge n aus der
ersten Gleichung ersetzt werden.

V
Wil = — - m
Mol Mol
(0 m ()

Die Groe V' /m ist das spezifische Volumen v. Die Dichte p ist der Kehrwert des spezifischen

Volumens v.
_L_m
’ v V

1
VMO] == " My

P

1.m3 kg m>
Vg = ————— - 44,000 —— = 3,118
Mol ™ 14 114 kg kmol kmol

Fiir jedes Kilomol CO, wird ein Volumen von 3,118 m3 ben6étigt; die Dichte dndert sich dann
nicht.

Aufgabe 3.2: Molmasse eines H-Atoms bestimmen

Ein Mol atomarer Wasserstoff besteht aus 6,022136 x 10%* H-Atomen. Jedes H-Atom besitzt
eine Masse von 1,674 x 1072* g. Da 6,022136 x 10?* H-Atome genau ein Mol H ausmachen,
betrigt die Masse von 6,022136 x 10%* H-Atomen:

6,022136 x 10**H-Atome = 1 mol H-Atome = 6,022136 x 10%* - 1,674 x 107> g
1 mol H-Atome entsprechen also 1,008 g. Die Molmasse m,,, ist die Masse eines Mols.
(myo) = 1,008 g/mol

Im Prinzip wurde die Gleichung m = n - my;,; benutzt. Da die Molmasse die Masse eines
Mols eines Stoffes ist, muss zur Anwendung der Gleichung » = 1 mol gesetzt werden. Ein
Mol besteht aber immer aus 6,022136 x 10?® Teilchen (H-Atomen). Die Gesamtmasse von
6,022136 x 10%* Teilchen ist m = 6,022136 x 10?* - 1,674 x 10724 g = 1,008 g.

m 1,008 g
Myl = T Tmol 1,008 g/mol

Aufgabe 3.3: Stoffmenge eines Salzkristalls

Im Periodensystem der Elemente finden Sie die relative Atommasse fiir Natrium und Chlor,
die Sie aber mit der Einheit g/mol versehen miissen, da Sie an der Molmasse interessiert
sind.

(Mygo1)na = 22,990 g/mol
(Mygo)cy = 35,453 g/mol
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Die Molmasse der NaCl-Verbindungen ist durch die Summe der beiden Molmassen be-
stimmt. (my,)nac1 = 58,443 g/mol. Das bedeutet, dass 1 mol der NaCl-Verbindungen eine
Masse von 58,443 g besitzt. Die Losung gelingt mit dem Dreisatz.

1 mol NaCl £ 58,443 g

Mithilfe des Dreisatzes konnen Sie vorerst 1 g der NaCl-Verbindungen bestimmen. Sie
miissen die vorstehende Zeile (1. Satz des Dreisatzes) durch 58,443 teilen.

1 mol NaCl » 58,443
58443 58443 ©

1 mol NaCl A
58,443

Die Feststellung fiir die Basis 1 g war der 2. Schritt des Dreisatzes. Das Zeichen £ bedeutet
»entspricht«. Wenn Sie die letzte Zeile auf beiden Seiten mit 50 multiplizieren, erhalten
Sie auf der rechten Seite 50 g, genau die gegebene Zahl. Der 3. Schritt lautet:

~1I'mol NaCl o

N —ogaaz V8

50 mol NaCl
50 g & 20 mol NaCl
8= T 55443

50 Gramm NaCl-Verbindungen entsprechen einer Stoffmenge von » = 0,856 mol.

= 0,856 mol NaCl

Aufgabe 3.4: Massenstrom berechnen

Im Anfangszustand 1 kann der Druck p, mithilfe des hydrostatischen Grundgesetzes nach
Euler berechnet werden:

PI=DPo—Pw & Iy

ki
py=1bar —9983 ~5 . 9,81 . 0,14 m = 98628, ~
m S m

Die Dichte des eingeschlossenen Wasserstoffgases im Anfangszustand ist:
kg
3

m

P
= —— =0,0816
P R-T
Bevor der Massenstrom m berechnet werden kann, ist es erforderlich, den Volumenstrom
V festzustellen. In der Zeitspanne von 224 Sekunden hat sich das Anfangsvolumen V, =
0,05 Liter auf V, = 2,85 Liter erhoht. Die Volumendnderung betrdgt somit 2,80 dm3. Der Vo-

lumenstrom ist die Volumendnderung pro Zeitspanne.

. 2,80 dm’ Liter
V="—""—=00125 —
224 s S
Aufgrund der idealen Gasgleichung in der vierten Form gilt:
_nV
R-T



Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1 -10."August 2018 6:32 P.M. Page 10

10 Lésungen und Lésungswege

Denken Sie daran, dass der Massenstrom erst riickwirkend nach dem Schlieen des Ventils
ermittelbar ist, also nach der Prozesszeit von 224 Sekunden. Dann aber liegt der Gaszustand
2 vor, und der Druck p, geht in die ideale Gasgleichung ein. Wie grof ist der Druck p,?

Der Stromungsvorgang ist abgeschlossen, das Gas ist ein statisches Gas geworden, das heifit,
es gibt im Gas keine messbaren Gasgeschwindigkeiten. Wieder hilft hier das Grundgesetz der
Hydrostatik. Der Druck im Wasserstoffgas wird durch den Luftdruck p, und der Wassersdule
h, bestimmt.

Pr=Dotpw- 8 My

Berechnen Sie p, und fiigen Sie den Zahlenwert in die ideale Gasgleichung ein.
N ke
m 3

py=10°— +9983 —= 9,812 .0,19 m = 101860,7353
m S m

Zur Umrechnung benétigen Sie die Formel: 1 N = 1 kg - m/s?. Wie groR ist der Massen-
strom?

101860,73 N - 0,0125 dm? - kg - K
m=
m2-s-4123.8] - (273.15 + 20) K
N-dm? - kg N.dm’ - kg

m=0,001053 ——— = 0,001053
m2-s-]J m?-s-N-m

m? - kg

1000 m3 - s
Im Mittel strémten 1,053 X 107% kg Wasserstoffgas pro Sekunde in die Glasglocke.

kg

i =0,001053 =1,053x 107° =

Aufgabe 3.5: Luftfederung

Sie haben erkannt, dass hier zwei Gaszustdnde zusammenwirken. Sie miissen deshalb die
unterschiedlichen Werte der Zustandsgrofen klar auseinanderhalten. Demzufolge gilt fiir
den Anfangszustand: p; = 2,4 bar, 9, = 15 °C und V| = 4,8 Liter. Im Endzustand, also nach
der Verdichtung gilt: 9, = 47 °C, V, = 3,1 Liter. Gesucht wird der Druck p,. Das Gas sei ein
ideales Gas. Grundsatzlich wird dann jeder Gaszustand durch die ideale Gasgleichung be-
schrieben. Sie konnen somit fiir jeden Gaszustand die passende ideale Zustandsgleichung
notieren. Hier eignet sich die folgende Form der idealen Gasgleichung:

pi-Vi=m R - T, und py-Vo=my Ry T,

Natiirlich dndern sich die Gr6Ben m und R wahrend der Verdichtung nicht. Fiir diese Gréf3en
war also kein Index notwendig, aber der Form halber wurden sie mit den Indizes versehen.
Es gilt:

m; =m, und R, =R,

Sie konnen zum Beispiel die linke Gasgleichung nach m, die rechte nach m, umstellen und
gleichsetzen.

iV _ P Vs

Ri-Ty Ry T,
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R, ldsst sich mit R, kiirzen, und der Druck p, kann eindeutig bestimmt werden.
b, = PV . E
hn

Sie priifen sofort die Einheiten und erkennen, dass der Druck p, dieselbe Einheit besitzt
wie p,. Die Rechnung und die Umstellungen der Gleichungen scheinen in Ordnung zu sein.
Achten Sie darauf, dass das Formelzeichen T in der idealen Gasgleichung immer eine Tem-
peraturangabe in Kelvin erzwingt.

_ 2,4 bar - 4,8 Liter ) (273,15+47)K
T 273,15+ 15K 3,1 Liter

Durch die Verdichtung ist der Druck des idealen Gases auf 4,129 bar gestiegen.

= 4,129 bar

P>

Aufgabe 3.6: Druckausgleich bei verschiedenen Gasen

Wenn Mengenbilanzen bei Gasen durchgefiihrt werden, ist es wichtig, die Massen der Gase
zu betrachten. Das Volumen eignet sich hierfiir nicht, da ein Gasvolumen immer von Druck
und Temperatur abhdngig ist. Die Losungsstrategie ist folgende: Gesucht sind die Massen
der Gase in den Tanks vor dem Offnen des Ventils. Nach der Offnung ist die Gesamtmasse
die Summe aus den Einzelmassen und fiir das Gesamtvolumen gilt V; = V| + V,. Es kommt
die ideale Gasgleichung p- V' = m - R - T fiir die drei Zustdnde zur Anwendung.

Masse des Gases im Tank 1 (Zustand 1):
_p Vs 7Tbar-0,6 m? '
CR,-T,  296,7]-T,
Masse des Gases im Tank 2 (Zustand 2):
e — p»-V,  5bar-32m’ _
2T R,-T,  25987]-T,

ml kg'K

kg-K

Die Temperaturen 7| und 7, sind gleich. Wenn nach einer Weile die Druckwellen in den
Tanks abgeklungen sind, soll die Gasmischung durch den Index »3<« als gemeinsamer
Zustand charakterisiert werden. Dann gilt wieder die ideale Gasgleichung; sie lautet fiir den
Zustand 3:

p3- V1 +V)=my Ry T
m3=m1+m2

R, ist die Gaskonstante des Gasgemischs.

m m;
Ry =— R, +—="R,
ms ms
Gesucht ist der Druck p;.

p_(m+m).<L.R+L.R>.T.;
TN amy) T mpAmy) ) (0440
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1
py=(m, R, +my Ry T} - ————
3 1Ry 2 Ry) - 1y A
.V .V
e (BB )
R, -T; R, T W+
Vi+p, -V
Py = PL-ViTh "y _ 5,316 bar
i+

Nach dem Druckausgleich betrdgt der Gleichgewichtsdruck p; = 5,316 bar.

Aufgabe 3.7: Einen Gasbehalter auf Dichtheit prufen

Zur Losung wird wieder die Strategie benutzt, dass der Losungsweg iiber die Betrachtung der
Masse des Gases erfolgen muss, wie es die Aufgabe durch die Fragestellung schon andeutet.
Aufgrund der gegebenen Daten lassen sich Masse und Massendnderung des Gases bestim-
men. Sie haben erkannt, dass wieder zwei Gaszustdnde betrachtet werden miissen und dass
fiir jeden Gaszustand die ideale Gasgleichung gilt. Der Gaszustand 1 sei der Zustand zur Zeit
t = 0, der Gaszustand 2 bezieht sich auf die Messungen zur Zeit t = 15 Minuten.

Gaszustand 1: V, = 10 Liter, p, = 5,5 bar, T, = (273,15+20) K, R = 296,7 J/(kg K)
Gaszustand 2: V, = 10 Liter, p, = 5,3 bar, T, = (273,15+20) K, R = 296,7 J/(kg K)
Gaszustand 1, t = 0: Im geschlossenen Behalter befindet sich die Masse m,:

m _P1‘V1
' R.T,

Gaszustand 2, ¢ = 15 min: Im geschlossenen Behadlter befindet sich die Masse m,.

p-V
m2 =
R M T2
Da der Druck gefallen ist, muss m, kleiner sein als m,. Die entwichene Masse ist:
RS Y1 N
T RT, R-T, R RT,
(55-53)b 10dm’ - kg - K 00000229 P24’ - ke
m, —m,=(5,5—-15,3) bar =0, .
b 296,77 - (273,15 +20) K
10°] - kg - m?
m; —m, =0,0000229 ———— = 0,00229 kg
m3 -J- 1000
Infolge einer undichten Stelle am Verschluss sind 2,29 Gramm Gas aus dem Behdlter ent-
wichen.
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Aufgabe 3.8: Ein Kilogramm Gas im Normzustand
einschliel3en

Gesucht ist das Volumen der Luft, wenn die Masse der Luft m = 1 kg ist und die Luft sich im
Normzustand befindet. Die hierfiir geeignete ideale Zustandsgleichung lautet:

R. 1 kg-287.1]-273.15 K
mR-T __X8 J = 077396 2~ = 077396 3 - m?
p kg - K- 1,01325 x 10° Pa Pa J

V=L=0774m’

V=

Das berechnete Volumen des Gases von V = 0,774 m> soll im Kasten mit der inneren Kan-
tenldnge L untergebracht werden.

L =+/0,774 m3 = (0,774 m*)'/?* = 0,918 m

Der wiirfelférmige Kasten muss eine Kantenldnge mit einer inneren Abmessung von
L = 0,918 m besitzen.

Ware das Gas im Standardzustand (Druck p = 1,01325 x 105 Pa und Temperatur § = 25 °C) im
wiirfelférmigen Kasten eingeschlossen, miisste die innere Kantenldnge L = 0,945 m sein.
Durch die hohere Gastemperatur des Standardzustands wird auch ein im Vergleich zum
Normzustand grofleres Volumen bei konstantem Druck bendtigt.

Aufgabe 3.9: Ein dreistufiger Verdichtungsprozess

Hier ist eine Gleichung fiir die Temperatur des Gases im Zustand 4 zu entwickeln, damit
aus den gegebenen Zustandsgrofen die Temperatur T, berechnet werden kann. An jedem
Zustandspunkt und an jedem beliebigen Punkt auf der Zustandsfunktion gilt die ideale Gas-
gleichung. Weil weder Masse noch Volumen gegeben sind, wird hier die ideale Gasgleichung
(= thermische Zustandsgleichung) der 2. Form an allen vier Zustandspunkten benutzt. Das
Gas besteht immer aus denselben Teilchen; R = konstant.

py v =R-T,

p, U, =R-T, wobei Uy = ist

p3 . U3 = R . T3 WObei T3 = T2 iSt

Gesucht ist T,; mit p, = p, folgt aus den Gleichungen an den Zustandspunkten 4 und 3:

fep B RT v v
tTHOR U3 R o 3
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T, ist gleich T,. T, kommt aus der Gleichung am Zustandspunkt 2 und v, wird durch v,

ersetzt.
Yy Uy DUy Vg Py (R-T)
Ty=— T;=—" R :_§<
U3 U3 U3 P
——
=U=0
v
T4=_4.p_2.T1
U3 D

Die Priifung der Einheiten zeigt, dass T, die Einheit Kelvin erhilt.

Aufgabe 3.10: Eine luftgefullte Stahlflasche
kuhlt sich ab

Fiir den Zustand 1 der in der Flasche vorhandenen Luft direkt nach der Fiillung gilt:
pr-Vi=m-R-T,

Hieraus ergibt sich mit p, = 6 bar, V, = 0,020 m3, T, = (273,15+28) K die Masse der trockenen
Luft.

mo PV 3,98518 x 10 bar - m’
S R-T, R K

Am ndchsten Morgen ist die Stahlflasche infolge eines Temperatursturzes von 9, = 28 °C auf
8, = 5 °C geschrumpft und ihr Inhalt ¥V, ist nur noch 99 % von V. Die Masse der trockenen
Luft ist unverdndert geblieben. Fiir diesen neuen Zustand 2 gilt jetzt:

m-R-T, _m-R-T2

pz-Vz:m-R~T2 Oder p2:

v, 0997,
Die Masse m der Luft wurde im Zustand 1 bestimmt und kann eingesetzt werden.
-7 R-T T
p2=b-—2=p1-—2=5,598bar
R-T, 099V, 0,99 - T,

Aufgabe 3.11: Sauerstoff in Flaschen umfullen

Die Losungsstrategie beruht auf der Massenbilanz des Sauerstoffs, der aus dem Tank in
die x Flaschen umgefiillt wird. Alle Flaschen sind v6llig leer, das heift, der Druck in jeder
einzelnen Flasche ist praktisch null; ein Vakuum befindet sich in der Flasche, was nicht
besonders realistisch ist. Der maximale Druck in einer aufgefiillten Flasche (Index F) soll 60
bar betragen. Demnach ldsst sich die Masse des Sauerstoffs my in jeder Flasche berechnen.
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Aus der idealen Gasgleichung der Form p-V =m R - T folgt mit p; = 60 bar und Vi = 5
Liter = 0,005 m3:

Pe- V& 60bar - 0,005 m? bar - m?
mF = = = 0,3

R-T R-T R-T
Weil die Temperatur T und die Gaskonstante R sich nicht dndern, bleibt R - 7" konstant und
kann spdter gekiirzt werden.

Im groRen Sauerstofftank (Index T) ist der Anfangsdruck (pr),.x = 180 bar, der wéhrend der
Umfiillaktion abfdllt. Wenn der minimale Druck (p;),, = 60 bar im Tank erreicht wird, ist
die Umfiillaktion einzustellen, damit sichergestellt ist, dass alle Flaschen mit einem Druck
von 60 bar ausgeliefert werden. Die zu diesem Zeitpunkt aus dem Tank entnommene Sau-
erstoffmasse Amg berechnet sich wie folgt:

((pT)max - (pT)min) : VT _ (180 bar — 60 bar) -4 m3 _ bar - m3
R-T a R-T
Diese Masse wird in die x Gasflaschen abgefiillt. Es gilt: Am = x - m.

A _ ) -V
my _ ((PDmax = (PDmin) T — 1600 Flaschen
mg pr- Ve

Zusatzfrage: Normalerweise sind die Sauerstoffflaschen nicht leer, wenn sie in der
Umfiillstation abgegeben werden, sondern der Sauerstoff in der Flasche steht unter Atmo-
sphdrendruck. In der Flasche ist sozusagen noch ein Rest an Sauerstoff vorhanden. Wenn
der Restdruck in der leeren Gasflasche py = 1 bar betrdgt, wie viele Gasflaschen kann man
bei sonst gleichen Bedingungen aus dem Tank abfiillen? Losung: 1627 Stiick.

AmT =

X =

Aufgabe 3.12: Dauerbelastung eines pneumatischen
StoRdampfers

Zustand 1 beschreibt den unbelasteten Stofdampfer, Zustand 2 den belasteten. Im Zustand
1 betrdgt die konstante Masse der eingeschlossenen Luft:

-
m=———
R-T,
Infolge der Dauerbelastung steigt der Druck des Gases auf p, = 8 bar und das Gasvolumen

schrumpft auf V,. Die Gastemperatur T, ist nach einer kurzen Wartezeit wieder auf die An-
fangstemperatur vor der Dauerbelastung zuriickgegangen, sodass T, gleich T, ist. Es gilt:

m-R-T,
P2

Die Volumendnderung des Gases infolge der Dauerbelastung beruht auf dem Weg x des ver-
schiebbaren Kolbens:

h =

m-R-T,
) 4)

AV =V, =V,=V, -
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Die Masse m ist durch den Anfangszustand gegeben; zudem ist AV = x - D? - 7 /4.

-V, R-T.
AV=V1—p—1 1._2=Vl-<1—IA>=0,0015631’H3
R-T, P> P
Kolbenweg x = 4-4V =031l m
- D?

Aufgabe 3.13: Masse und Stoffmenge

Gegeben ist das Volumen V = 0,002 m3, deshalb ist die ideale Gasgleichung der 1. Form an-
zuwenden, um die Masse des Stickstoffgases zu bestimmen. Die Gaskonstante ist in Tabelle
3.2 mit R = 296,7 J/(kg K) aufgefiihrt.

m=P"Y _300¢
R-T

Die Dichte p kann aus der idealen Gasgleichung der 3. Form berechnet werden; aus der 5.
Form erhalten Sie die Anzahl der N, -Molekiile.

o 1,7 bar - kg - K -1000001—1961§
PER-T ~29677-273.15+ 19K bar-m3 3
. . 3.
Nas 1.7 bar - 0,002 m? - K 100000] _ ¢ o065 1072

k-T  1,38065% 10-23] - (273,15+ 19)K bar - m3
Mit der Formel N = n - N, ist eine Moglichkeit gegeben, die Stoffmenge n zu bestimmen.

N 842926 x 10> - mo

= L 0,1399 mol
" Naw 6,022136 x 1023

n

Aufgabe 3.14: Norm- und Standardzustand

Der Normzustand ist immer durch den Druck p = 1,01325 bar und durch die Temperatur 0 °C
festgelegt. Im Zustand 1 gilt p, - V; = m - R - T} wobei p, = 125 kPa, T, = (273,15+20) K und
V, = 350 ml = 0,00035m3 sind. Im Normzustand gilt ebenfalls die ideale Gasgleichung.

pin-Vin=m-R-Ty
Die Masse m und die Gaskonstante R bleiben unverandert. Deshalb kann man beide Glei-

chungen nach m - R umstellen und gleichsetzen. Das Volumen im Normzustand ist dann:

T
Ve =21 0Ny 4023 ml
: T

DiN 1

Im Standardzustand bei 1,01325 bar und 25 °C betrdgt das Volumen V, ¢:

T:
ﬂ.ﬁ.vl=439,lml
pis T

Vis

1
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Ist das gegebene Gas in einem 200 ml grof3en Behdlter bei einem Druck von 200 kPa (2 bar)
eingeschlossen, dann betrdgt die Temperatur im Behadlter:
_rV

T
T = —— =200 kPa - 200 ml-L =200 kPa - 200ml - —
m-R m-R PV

200 kPa - 200 ml
" 125 kPa - 350 ml

(273,15 +20) K= 268,02 K (entspricht — 5,1 °C)
Aufgabe 3.15: AuBergewdhnlicher
Verdichtungsprozess

Der Verdichtungsprozess beginnt am Zustandspunkt 1 mit den Koordinaten v; = 0,25 m?/kg
und T, = 330 K. Die Verdichtungsfunktion

_ 2368575 J.m’
P= v? kg?

)

die durch den Anfangspunkt lduft, gibt an, dass v in der Einheit m3/kg eingesetzt werden
muss und der Druck dann die Einheit J/m3 erhdlt. Am Zustandspunkt 1 ldasst sich der Druck
p, mithilfe der Verdichtungsfunktion oder mit der idealen Gasgleichung berechnen. Mit der
Verdichtungsfunktion erhdlt man:

_ 2368575 ] J

= - — =378972— entspricht 3,789 bar
=022 Tw m’ P
Somit sind am Zustandspunkt 1 alle Daten bekannt, um die Gaskonstante R bestimmen zu
konnen.
v
R = bt _ 287,1L
T, kg - K

Die Verdichtung ist abgeschlossen, wenn das spezifische Volumen v, = 0,1 m? /kg erreicht
ist. An diesem Zustandspunkt 2 ergibt sich fiir den Druck p, und die Temperatur T,:

D, = 2368575 L = 2368575i entspricht 23,686 bar
0,12 m3 m3
_ b0y

—825K oder T,=-L.T, =825K

T,
Uy

Die letzte Gleichung entsteht aus der Beziehung p, - U% =p,- U%, wobei fiir die Driicke
py =R -T,/v, und p, =R - T, /v, ersetzt sind.

Im Zwischenzustand 3, mit v; = 0,16 m®/kg, kann wieder mithilfe der Prozessfunktion der
Druck p, = 9,252 bar errechnet werden.
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Aufgabe 3.16: Masse und Dichte einer Stoffmenge

1,4 mol Stickstoff sind eingeschlossen in einem Behdlter. Ein Manometer zeigt den Druck
p = 719 kPa und ein Thermometer die Temperatur 9 = 36 °C an. Mit der idealen Gasgleichung
der 6. Form und der universellen Gaskonstante R erhdlt man das Volumen.

n-R-T _14mol-831447 Pa-m®- (273,15 +36) K
p mol - K 719000 Pa

Die Masse kann ebenfalls mithilfe der idealen Gasgleichung oder mit der Molmasse von
Stickstoff aus Tabelle 3.2 bestimmt werden.
p-V 7,19 bar - 0,005 m? - 1000 g - K - 100000 J 192
m= = — ,
Ry, - T 296,77 - (273,15 + 36)K - bar - m? &
8

=n- = 1,4 mol - 28,014 — = 39,2

Mm=n- My, mo — g

V= = 0,005 m®

Zur Berechnung der Dichte p kann die Masse m und das Volumen V herangezogen werden.

0,0392 k; k
p=2 = 27 KE 7.84 £
|4 0,005 m3 m3

Aufgabe 3.17: Zum 1. Gesetz von Gay-Lussac (Gesetz
von Charles)

Das Gesetz von Gay-Lussac und Charles beschreibt die Volumenanderung V(T) eines idealen
Gases infolge einer Temperaturdnderung gegeniiber der Bezugstemperatur T, = 273,15 K bei
konstantem Druck und konstanter Masse.

1

V(T)=V()’[1+J/'(T—To)]=Vo‘[1+273’T<

(T - To)]

Die Bezugstemperatur T,, von der aus die Temperaturdnderung zu messen ist, betragt
273,15 K. Alle Zustandsvariablen, die bei der Bezugstemperatur gegeben sind, haben den
Index »0<«. Mit T, = 273,15 K, V, = 10 Liter, y = 1/(273,15 K) und der neuen Temperatur
T = 303,15 K (entspricht 30 °C) nach der Zustandsanderung ergibt sich das Volumen des
Gases.

(303,15 K- 273,15 K)
273,15K

V =10 Liter - <1 + > = 11,098 Liter

Die alternative Rechnung fiihrt mit y = 1/T,, T, = 273,15 K und p = konstant zur idealen

Gasgleichung.
Py Vo=m-R-T, und pV=m-R-T
.V Vv
m-R:po—o und m-R=2"1
T, T

Gleichgesetzt und nach V umgestellt folgt mit p, = p:

y_T ., _303I5K

= 2D X 0 Liter = 11,008 Lit
T, " a;kIsKk e

&
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Aufgabe 3.18: Relative ZustandsgrofRen berechnen

Im Behadlter befindet sich ein ideales Gas, dessen Zustand stets durch die ideale Gasgleichung
p-v=R-T bestimmt werden kann. Wenn kleine Zustandsanderungen betrachtet werden,
lassen sich diese durch die partiellen Anderungen in der idealen Gasgleichung erfassen. Sie
konnen totale Differenziale benutzen oder die partiellen Ableitungen nach den vorhandenen
Variablen aus der idealen Gasgleichung bestimmen.

dip-v)y=dR-T)
dp-v+p-dv=R-dT

Die isotherme Druckdnderung erhdlt man mit dT = o:

_—p-dv

dp
1

Daraus folgt die relative Druckdanderung dp/p:

dp _ —dv
p v
Die Dichte p kann aus dem spezifischen Volumen bestimmt werden: p = 1/v. Die partielle
Ableitung ergibt:
- - d -
dp=21. 20 _ )z ey 2z
v v v p v

Zwischen relativer Druckdanderung und relativer Dichtedanderung dp/p stellen sich somit die
folgenden Beziehungen ein.

dp _—dv _dp

p v p

Aufgabe 4.1: Partialdrucke und Temperatur einer
Gasmischung

Mit den Stoffmengen 1,15 kmol und 0,55 kmol kénnen Sie mithilfe der Avogadro-Zahl N,,,
auf die Anzahl der H, - und N, -Teilchen schlieBen. Nach der Vermischung ist die Stoffmenge

der Mischung ng., die Summe der einzelnen Stoffmengen.

Noes = Ny +ny = 1,7 mol

Gesucht werden die Partialdriicke p, und p,.

Pi=DVi* DPges
n;
Pi= 7 " Dges
Ages £
ny 1,15 mol
D1 =DPu, = n_ *Pges = m - 420 kPa = 284,12 kPa
ges s
My 0,55 mol
P2=PN2 = n *Pges = m - 420 kPa = 135,88 kPa
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Vor der Vermischung waren die Driicke in den Behdltern py = 284,12kPa und py, =
135,88 kPa. Der Gesamtdruck p,., nach der Vermischung setzt sich aus den Summen der
Partialdriicke zusammen. Die Gesamtmasse m,,, und die Massenkonzentrationen einer
jeden Komponente x; lassen sich mit der Molmasse der Komponenten (m,,); bestimmen.

m; = n; - (Mye);
kg

my =my, = n - (Mmy); = 1,15 mol - 2,016m =23184¢g

k
My =my, = 1y - (Myy)y = 0,55 mol - 28’014Kg01 = 154077 g

Myes =my +my = 17,7261 g

Die Summe der Massenkonzentrationen (oder Massenanteile) muss die Zahl 1 ergeben.

m;
xi=
mges
LMo _23184g
"omg, 17,7261
m, 154077g
= = 20,8692
T T 11726l g

X, +%,=0,1308+0,8692=1 ok

Hinsichtlich der Massenkonzentration kann gesagt werden, dass die Mischung aus 86,92 %
N, und 13,08 % O, besteht. Sie konnen auch sagen, der O,-Anteil an der Mischung be-
lauft sich auf 13,08 Massenprozent. Zur Berechnung der Gaskonstante der Mischung ist die
folgende Formel anzuwenden.

I

R
R,..= x,Ri=x-Ri+x, R, =x; - + x5 -
ges ; i i 1 1 2 2 1 mMoll 2 mM012
R, =0,1308. 31T W g0y, 831847 W __ (99743 W
e 2,016 kg-K 28,014 kg - K kg - K

Die Mischtemperatur T,,; konnen Sie mit der idealen Gasgleichung ermitteln, denn sie gilt
auch bei Mischungen.

Pges Vv
My + R

ges ges
_ 420kPa- 0,01 m? - kg - K
£570,0177261 kg - 0,79743 kJ

ges —

=297,1K

Aufgabe 4.2: Eine Massenkonzentration in
Volumenanteile umrechnen

Index i = 1 sei Stickstoff, Index i = 2 Sauerstoff. Der Losungsweg ist folgender: Gegeben
sind die Massenkonzentrationen (Massenanteile) m; und die Molmassen (my,);. Daraus
lassen sich die Stoffkonzentrationen n; = m;/(my,,,); bestimmen. Da die N,-und O, -Teilchen

&
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dieselbe Temperatur in der Luft annehmen und beide Komponenten denselben Gesamtdruck
spiiren, sind T und p konstant. Die Stoffanteile y; sind dann die Raumanteile; diese werden

durch y; = n;/ng. berechnet.

ny= M 0708 1 = 0,0274 kol
(M)y 28014
=2 9232 0,0725 kol

27 Uy, 31,9988

Denken Sie daran, dass die Summe der Massenanteile die Zahl 1 ergeben muss, das heifit,
es sind nicht die Massenprozente, sondern der hundertste Teil davon fiir m; einzusetzen
(nicht 76,8, sondern 0,768).

Ryes = 0y + ny = 0,034665 kmol

Die Stoffanteile y; sind hier die Raumanteile V,

o 0,768 kmol
Ny 28,014 -0,034665 kmol

ges
n 0.232 kmol
Nee 31,9988 -0,034665 kmol

ges

= 0,7909

1=

=0,2091

W=

Bei Atmosphdrendruck und Raumtemperatur sind die Volumenanteile dieser Luft: V, =
Vstickstott = 7951 %05 V, = Vauerstoft = 20,91 %. Rudimentdr ausgedriickt, also 79 % Stickstoff
und 21 % Sauerstoff.

Versuchen Sie, aus der Schritt-fiir-Schritt-Rechnung eine allgemeine Formel dieser Aufgabe
herzuleiten. Die Formel ist:

m;

_ (Mygo1)i
U]
i=l (mygop);
Fiir die Komponenten folgt:
my my
(Mo (myio1)2
W=, o wd oy =
(Mygo1), (My01), (myio (myio1)a

Aufgabe 4.3: Die Dichte einer O,-N,-Gasmischung
berechnen

Das Stichwort »>Ideales Gas« beinhaltet unter anderem, dass die universelle Gaskonstan-
te R automatisch benutzt werden darf, ohne dass sie in der Aufgabenstellung gegeben sein
muss. Zum Zweck einer weiteren Ubung im Umgang mit Molmassen und Molvolumen kom-
binieren Sie die folgenden Formeln fiir das Molvolumen V), die Molmasse my;,; und das
spezifische Volumen v.

%
ol = —

n
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_m
Myjol = n
Vv 1
VD=— = —
m  p
Diese drei Gleichungen verkniipfen Dichte, Molvolumen und Molmasse. Die Dichte wird ver-
langt!

1
Mot =0 - my) = ; * Myfo1

Sie konnen diese Formel benutzen, indem Sie annehmen, dass im Tank n = 1 mol syntheti-
sche Luft vorhanden ist. Das hierfiir notwendige Volumen ist das Molvolumen V).

Betrachten Sie zuerst die Molmasse m,,,,. Die Molmasse von O, ist die Molmasse von O mul-
tipliziert mit der Zahl 2. Die Molmasse von O kommt aus dem Periodensystem der Elemente.
Dort finden Sie in der Hauptgruppe VI das Element O mit der relativen Atommasse 15,9994.

VI Hauptgruppe
8 Ordnungszahl
(0] Symbol
15,9994 | relative Atommasse

Abbildung 1: Die ublichen Eintragungen fur
O, in den Periodensystemen der Elemente.

Die Ordnungszahl gibt die Anzahl der positiven Elementarladungen im Atomkern an. In ei-
nem neutralen Atom ist die Ordnungszahl auflerdem die Anzahl der Elektronen.

Aus der relativen Atommasse 15,9994 fiir O wird die Molmasse my,, fiir O, wenn Sie die
Einheit kg/kmol oder g/mol dazuschreiben. Folglich gilt:

kg
(mMol)o = 15,9994 m
kg kg
(mM01)02 =2 15,9994 m = 31,9988 m

AuBerdem berechnen wir die Masse eines O,-Molekiils. Diese Molekiilmasse setzt sich aus
den Massen von zwei O-Atomen zusammen. Allerdings muss man daran denken, dass diese
Zahl 15,9994 die relative Atommasse m,,,/u ist. Die atomare Masseneinheit u betragt fiir
alle Atome 1,66054 x 10727 kg. Die Masse eines O-Atoms bezeichnen wir mit m,,,, = m,.

mo = 15,9994 - u
mo = 15,9994 - 1,66054 x 107" kg = 2,65676 x 107 kg
Die Masse eines 0,-Molekiils betragt das Doppelte:

mg, = 5,31353 x 107" kg
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So viel zum Unterschied zwischen der Masse eines Molekiils und der Molmasse eines Mols
an Teilchen.

Zuriick zur urspriinglichen Aufgabe. Es muss noch die Molmasse, die auch molare Masse
genannt wird, von N, bestimmt werden. Jetzt liefert das Periodensystem die Zahl
(g = 14,007 8
PivtolN = EH ol
(mygo)n, = 28,014 kg/kmol

Die synthetische Luft besteht aus 18 Massenprozent O, und 82 Massenprozent N,. Die Sum-
me ist 100 %. Deshalb ist die gesamte Molmasse (my;, ) dieser Mischung aus den Mol-
massen der Massenanteile zu bestimmen.

18 82 kg

(MyioDLuge = Too ~ ™vao, + 155 - (mygo))y, = 28,7313 *mol

Es fehlt noch das Molvolumen. Sauerstoff und Stickstoff sollen als ideales Gas behandelt
werden. Das Molvolumen eines beliebigen idealen Gases der Gesamtstoffmenge n = 1 mol

ist:
R.T
Vi =
Mol p
8.31447 ] |
Vo = 92148093 15 1 20) K -
Mol = ol + 20K 595 bar

3
Vi = 0,025657 2
mol

Schlieflich ist die gesuchte Dichte der synthetischen Luft:

kg
— (mMol)Luft _ 28,7313 kmol __ 1.1198 kg
= = = =1, —
Mol 0,025657 2= m

mol

In einem Kubikmeter befinden sich 1,1198 kg synthetische Luft. Denken Sie in der Formel
fiir V. und p an die Umrechnungen der Einheiten: 1 bar = 100000 J/m3, 1 kmol = 1000 mol.

Aufgabe 4.4: Gaslieferung an ein Zementwerk

Die spezielle Gaskonstante wird mithilfe der Gleichung

Rees = Xcn, * Ren, + Xco, - Reo,

berechnet. Hierzu miissen die Massenkonzentrationen ermittelt werden.

Mcy,
XcH, =
ges
Mco,
Xco, = s

ges
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Eingesetzt in die Gleichung fiir R, folgt:
ey Mco
RCS= - 4,RCH+._2.RCO
£ mges ¢ mges :

Die speziellen Gaskonstanten werden durch die Gleichung R; = R /(my,,); ausgedriickt.

Mcy, R Mco, R
ges —

R

mges (mMol)CH4 mges (mMoI)C02

Aufgrund der Information, dass sich die Masse mit 91 zu 9 Massenprozenten verteilt, ldsst
sich schreiben:

mCH4 =0,91- mges und mcoz =0,09 - mges'
R = 0,91 - Mg . R N 0,09 - Mg . R
- mges (mMol)CH4 mges (mMol)C02
Rpe =091 — 2 4009, —2
(mygol)ch, (mygo)co,

Die universelle Gaskonstante R = 8,31447 kJ /(kmol K) ist eine Naturkonstante und darf fiir

jedes beliebige Gas benutzt werden. Demnach kann man R, fiir die gegebene Mischung

berechnen:
8,31447 KkJ - kmol 8,31447 KkJ - kmol
R, =091 +0,09 -
g kmol - K - 16,043 kg kmol - K - 44,009 kg
J
R, =488,62 ——
ges kg - K

Das gelieferte Brenngas besitzt die spezielle Gaskonstante Rges = 488,62 J/(kg K). Wir be-
stimmen jetzt den Massenstrom fiir das Brenngas CH, in der Mischung. Dazu ist zuerst der
Gesamtmassenstrom m,, mithilfe der idealen Gasgleichung zu ermitteln; davon entfallen
91 % auf das reine Brenngas CH,.

. _pges'l./ges_Sbar'440m3'kg-K
Mees = R T~ 488.62]-h-283.15K

ges ges

kg
=1590,14 -2
h

Hier wurde die Umrechnungsbeziehung 1 bar = 100 kJ/m3 beriicksichtigt. Der gelieferte CH, -
Massenstrom betrdgt:

. . kg
mCH4 = 0,91 . mges = 1447,03 F

Mit dieser Massenstromangabe wird mithilfe der idealen Gasgleichung der Volumenstrom
in Normzustand V., bestimmt.

ey, - Rey, - Tin

VCH =
¢ DiN
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Die spezielle Gaskonstante fiir das Methangas ist nicht direkt gegeben; sie muss zundchst
berechnen werden:

_R

Rey, =
“ o (mye)cn,

— 51826 ——
kg -K

Der gesuchte Volumenstrom des Methangases im Normzustand ist:

1447,03 kg 3

1 ) bar - m
1,01325bar 1000007J"

. J
Ve in = -518,26 —— - 273,15K -
( CH4)14N kg ‘K

) 3
(Vew, i =2021,66 mT

Ubrigens, der Volumenstrom des mitgefiihrten Kohlendioxids im Normzustand belduft sich
auf 72,89 m3/h.

Aufgabe 4.5: Partialdriucke und Mischtemperatur

Gesucht sind pg,, und T, der Luftmischung unter der Annahme, dass die Luftmolekiile un-

tereinander Warme nur austauschen, bis jedes Molekiil die Mischtemperatur T, besitzt. Es
handelt sich hier um einen Mischungsprozess mit drei Gaszustanden. Gaszustand 1 bezieht
sich auf Tank 1, Gaszustand 2 auf Tank 2; der dritte Zustand ist der Mischzustand mit dem

Index ges.

Die Luftmassen werden jeweils aus der idealen Gasgleichung bestimmt.
¥, llbar-5m’-kg-K
b n OO B R 64906 ke
R-T, 287,17-295,15K
_ppV, 2bar-4m’-kg-K
T R-T, 287,1]-281,15K

Gesamtmasse und Gesamtvolumen:

m

my =9911kg

Moee =my +my = 74817 kg

V=V +V,=9m’

ges

Die Partialdriicke sind die Driicke einer Komponente einer Mischung, wenn sich die betrach-
tete Komponente alleine im Volumen der Mischung befinden wiirde. Der dann von dieser
Gaskomponente ausgeiibte Druck im Gesamtvolumen heiflt Partialdruck (oder Teildruck)
der betrachteten Komponente. Die Summe aus allen Partialdriicken der Komponenten der
Mischung ergibt den Gesamtdruck der Mischung. Dies ist das Gesetz von Dalton. Die ideale
Gasgleichung ist hierfiir auch zustandig! Die Partialdriicke sind:

m;-R-T, 64,906 kg - 287,1 J-295,15K

= = =6,1111 bar
Pr Vies 9m? - kg K
my,-R-T, 9911kg-287,1 J-281,15K
Dy, = = = 0,8889 bar
P2 Vies 9m3 - kg-K

Die Summe ergibt den Gesamtdruck der Mischung.

Poes = Pp, + Py, = 7,00 bar
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Zum Schluss dieses Beispiels ist noch die Mischtemperatur T, auszurechnen. Sie kénnen

wieder die ideale Gasgleichung zur Berechnung verwenden.
_ Pyes Vees  Tbar-9m’-kg-K
& m -R T 74817kg-287,1]

ges

=2933K

Am Ende des Ausgleichsprozesses wird ein Thermometer eine Temperatur der vermischten
Luft von 20,1 °C anzeigen.

Aufgabe 4.6: Brennwert einer Gasmischung

Die Formel fiir die Dichte einer Mischung finden Sie im Abschnitt > Die Dichte einer Gasmi-
schung«.

Pees = TG " PG + 1oL

Hierzu werden die Volumenanteile (Raumanteile) der Gaskomponenten r; und r; benétigt.

Vs 163
rG = — und =
I/ges Vges

Das Gesamtvolumen im Normzustand der Mischung betragt:

Vs =Vot+ V. =2m*+04m*=24m’

ges

Riickwadrts eingesetzt folgt die Dichte der Mischung p,., im Normzustand.

2 kg 04 kg kg

=—-1,191 = + = -12928 — =1,208 —=

Pees = 54 m 2.4 me m?
Die Gasmischung befindet sich in einem Raum mit dem Volumen V., = 2,4 m3, steht unter

ges
einem Druck von Pges = 1,01325 bar und hat eine Temperatur von Tges = 273,15 K. Neben

diesen Daten wird noch die Gesamtmasse m,,, bendtigt, um die individuelle Gaskonstante
R, mithilfe der idealen Gasgleichung

pges‘l/ges:mges'R - T

ges ges
bestimmen zu kénnen. Die Gesamtmasse der Mischung setzt sich aus den Einzelmassen der

Komponenten zusammen.

n'lgeS = mG + mL

Myes =pg - Vo + oL VL

kg
=

kg

— 3
My =1,191—2 -2’ +1,2028—% -

0,4 m’ =2,8991 kg

Somit kann die spezifische oder individuelle Gaskonstante bestimmt werden.

_ Pges - Vges

ges .
mges Tges

1,01325 bar - 2,4 m®> 100000 J J
pos = : =307,08 ——
2,8991 kg - 273,15 K bar-m3 kg - K
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In dieser Aufgabe spielt der Brennwert eines brennbaren Gases eine Rolle. Der Brennwert
eines genau definierten festen, fliissigen oder gasférmigen Brennstoffs gibt die Reakti-
onsenergie pro Kubikmeter oder Kilogramm des Brennstoffs bei einer stéchiometrischen
Verbrennung (mit genau berechneter Luftmenge) an. Brennstoffe, die nur aus Kohlenwas-
serstoffen und/oder Schwefel bestehen, haben einen Brennwert; Luft hat keinen!

Der Brennwert des hier vorgegebenen Brenngases betrdgt 4200 kJ/m3. In einem Volumen
von 2 m3 sind also 8400 k] Energie gespeichert. Nach der Mischung ist die Luft mit dem
Brennstoff homogen vermischt; die Mischung ist in einem Volumen von 2,4 m3 gespei-
chert. Der Energieanteil der Mischung hat sich nicht gedandert, da die Luft keinen Brennwert
besitzt, also keinen Energiebetrag bei einer mdéglichen chemischen Verbrennungsreaktion
liefern kann. Also ist im Volumen von 2,4 m3 ein Energiebetrag von 8400 kJ gespeichert. Da
sich der gegebene Brennwert auf 1 m3 bezieht, konnen Sie mithilfe der Dreisatzrechnung
den neuen Brennwert pro Kubikmeter Mischung berechnen.

In 2,4 m3 Volumen sind 8400 kJ Energie als Brennwert gespeichert. In 1 m3 Volumen sind
dann 8400 KJ/2,4 = 3500 K] Energie als Brennwert vorhanden. Der neue Brennwert der Mi-
schung pro Kubikmeter Volumen betragt daher 3500 kJ.

Alternativrechnung: In 1 m3 Volumen befinden sich 4200 KkJ Energie als Brennwert. Pro Ku-
bikmeter Brenngas wird 0,2 m3 Luft zugefiihrt, sodass sich in 1,2 m3 der Mischung auch nur
4200 K] befinden. Wie viel Energie ist dann in einem Kubikmeter der Mischung vorhanden?
In 1 m3 Volumen der Mischung befinden sich 4200 kJ/1,2 = 3500 K]J.

Aufgabe 4.7: Mischung aus gegebenen
Volumenkonzentrationen

Die Mischung besteht aus den Komponenten i = 1 (CO) und i = 2 (CH,). Gesucht wird die
spezielle Gaskonstante.

2
Rges = z Xj - Ri
i=1

Die Massenkonzentrationen x; sind nicht gegeben, lassen sich jedoch aus den Volumenan-
teilen y; ermitteln.

y, = —
' Vges

Die gegebenen Volumenanteile V; kénnen auf jedes beliebige Volumen V., bezogen wer-
den, deshalb kann ein Gesamtvolumen gewdhlt werden. Gewahlt wird V., = 1 m?. Das CO-
Volumen V, betrdgt dann 15 % von V. Entsprechend ist das CH,-Volumen V, 85 % von

1m3.

V,=015m> und V¥, =085m’
0,15 0,85

nEToowmd =
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Die dimensionslosen Massenkonzentrationen x; erhalten Sie mithilfe der Molmassen
aus dem Periodensystem der Elemente; es gilt (myo)co = 28,01 kg/kmol, (my;q)cpy, =
16,034 kg/kmol. Mit der folgenden Formel werden die Massenanteile der Komponenten

ermittelt.
X = Yi - (Myi);
Y1 - (MygoD)1 + Y2 - (Myge)2
V1 (M), 0,15 - 28,01 kg - kmol
e yy - (M) ) + Yo - (Mygo))a - (0,15 - 28,01 + 0,85 - 16,034) kg - kmol
x, =0,2356
Y2+ (Mygo1)2 0,85 - 16,034 kg - kmol
Y= V1 - (M) + Yo - (Mygor)o - (0,15 - 28,01 + 0,85 - 16,034) kg - kmol
x, =0,7644

Die Summe aus den Massenteilen muss die Zahl 1 ergeben, was hier der Fall ist. Jetzt sind
alle Vorbereitungen zur Berechnung der Gaskonstante der Mischung R, abgeschlossen. Die
spezielle Gaskonstante der Mischung wird mit der eingangs angegebenen Formel bestimmt.

Rys=x; " R; +x, R,

ges

. =0,2356 2968L+07644 518, zL_46604L
kg - K kg - K

kg - K

Aufgabe 4.8: Mittlere Molmasse einer Gasmischung

Die Dichte der Mischung im Normzustand wird durch die Gleichung

5

pges=zri‘pi

i=1

berechnet. Dabei werden die Raumanteile durch r; = V; /V,,, ausgedriickt.

ges

Vs = Vi + Vo + V3 +V, + Vs = (0,42 + 0,14 + 0,375 + 0,035 + 0,03) m* = 1 m?

ges

Die Dichte der Mischung p,, besitzt die Einheit kg/m3. Alle Daten gelten fiir den Normzu-

stand.
Vi +V2 +V3 +V4 +V5
p =—-p —.p _.p _.p _.p
T Ve Ve 0 Ve Ve Ve
042 0,14 0,375 0,035 0,03
Poes = 009+T 28,01 + + = 0,717 + + = 1,26 + = E 1,977

Die Einheit der Dichte p,, ist

kg
Poes =4.3315 o~
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Aus den gegebenen Volumenkonzentrationen und den Dichten lassen sich die Massenkon-
zentrationen der Komponenten berechnen.

1

Gleichwohl ldsst sich auch die Gesamtmasse mg, im Volumen V,,; bestimmen. Sie benétigen

die Massenanteile zur Berechnung der speziellen Gaskonstante.
Mo =p1 Vit py - Votps-Vitp,-Vitps-Vs
My = (0,09 - 0,42 + 28,01 - 0,14 + 0,717 - 0,375 + 1,26 - 0,035 + 1,977 - 0,03) kg

ges

m my ms

My =] 0,0378 + 3,9214 + 0,26875 + 0,0441 + 0,05931 | kg = 4,3315 kg
——

Die Analyse der Einheiten ergibt fiir die Gesamtmasse die Dimension kg. Der Wert ist zah-
lenmagig derselbe wie bei der Dichte der Mischung, denn es gilt auch die Gleichung m,., =
Poes * Vaes- Wenn Vo = 1ist, sind die Zahlenwerte von p,,, und m gleich. Nur die Einheiten

sind unterschiedlich! Betrachten Sie jetzt die spezielle Gaskonstante Rg.

5
Rges = Z Xi - Ri
i=1

Anstelle der speziellen Gaskonstanten sind in diesem Beispiel die Molmassen der Kompo-
nenten gegeben. Zusammen mit der universellen Gaskonstante

_J
kmol - K

ergeben sich die spezifischen Gaskonstanten R; = R /(my);.

R =8314,47

Es folgt weiter mit x; = m; /m

5
Rges = 2 - R

m ges (mMol )i

ges*

Die Groflen m,, und R kénnen vor das Summenzeichen gesetzt werden.

5
Rgesz R Z -

mges i=1 (mMol)i
_ 8314477 -kg-kmol 10,0378 39214 0,26875 0,0441 0,05931
£ 43315kg - kmol - K- kg | 2,016 1,25 16,042 ~ 28,052 44,01

J
R,.. =6095,568 ——
ges kg - K

Der gerundete Wert der speziellen Gaskonstante der Mischung ist 6,0956 kJ/(kg K). Die Mol-
masse der Mischung betragt: m,;,, = R/R,., = 1,364 kg/kmol.

ges

&
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Aufgabe 4.9: Eine Gasmischung fur
Schutzgasschwei3ungen

Fiir die Mischung und fiir jede einzelne Komponente gilt die ideale Gasgleichung. Aus Tabel-
len erhalten Sie die Molmassen (1my;o) o, = 39,948 kg/kmol und (myy,)co, = 44,01 kg/kmol.
Zusammen mit der universellen Gaskonstanten R = 8,31447 Pa m®/(mol K) ergeben sich
die spezifischen Gaskonstanten der Komponenten.

3 a3
= —2 08,13 B _ g3 bar-dm”
(Myto1) Ar K-kg K- kg

.m3 . 3

Reg = — 2 — 188,02 P _ | ggop bar-dm’
> (myco, K-kg K-kg

Aus den gewonnenen Daten lassen sich die Massen der Komponenten bestimmen.

Par* Var 40 bar - 1000 dm® - K - kg

my, = = = 66,009 kg
R, -Ty  2,0813 bar - dm?3 - (273,15 + 18) K
Pco, Vo, 25bar - 120 dm® - K - kg 5380 kg

m, = =
€27 Reo, - Teo,  1.8892 bar - dm? - (273,15 + 22)K
Somit ist die Gesamtmasse der Mischung Mges = 71,389 kg.

_my, 66,009 kg

= Mar = 0,9246
A e 71,389 kg
m 5,380 k
xco, = —2 = & 00754
Mg 71,389 kg

Die Summe x,, + Xco, = I dient als Kontrolle. Sie haben jetzt alle Daten zusammengetra-
gen, die fiir die Berechnung der spezifischen Gaskonstante der Mischung benétigt werden.

Ryes = Xar - Rar + Xc0, * Reo,

.m3 L3
R, =0,9246 - 208,13 22 ™" 4 754 . 188,92 22
g K-kg K- kg
. m?3 . 3
R, =206,68 Pa-m” _ 2.0668 bar - dm”
¢ K- kg K- kg

Der Gesamtdruck p,,, der Mischung berechnet sich wie folgt:

pges =Dart pCO2

_ Mp RAr “Ta
Par=

Vges
66,009 kg - 2,0813 bar - dm?> - (273,15 + 18) K
Par= g ( ) = 199,997 bar
200 dm? - K - kg
Mco, - Rco2 Teo,
Pco, = %

ges
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5,380 kg - 1,8892 bar - dm? - (273,15 + 22) K
Po, = = 14,999 bar
2 200 dm? - K - kg

Paes = 199,997 bar + 14,999 bar = 214,996 bar

Dieser Gesamtdruck entspricht gerundet 215 bar. Die Temperatur der Mischung T, wird
auch mit der idealen Gasgleichung bestimmt.

_ Dges - I/ges

ges T
Mgeg - Rges

214,996 bar - 200 dm® - kg - K
£ 71,389 kg - 2,0668 bar - dm?

=29143 K

Wir suchen die molare Wdrmekapazitdt bei konstantem Volumen (C,),., der Mischung.
Weil es meistens Tabellen fiir die Warmekapazitdt bei konstantem Druck C, gibt, kann die
Gleichung

(Cp)ges - (Cv)ges =R

genutzt werden. Die Anlage zur Herstellung von Schutzgas ist ein geschlossenes System oh-
ne Verbindungen zur Umgebung; deshalb ist die spezifische Warmekapazitat bei konstantem
Volumen fiir Energiebetrachtungen mafigebend.

I
(Cpges = D3 (G,
i=1
Miti=12Arundi=2 2 CO, folgt:

(Cp)ges = yAr'(Cp)Ar + Yco, * (Cp)CO2

Die Bestimmung der Stoffmengen n,, und n¢, erfolgt aus der idealen Gasgleichung fiir jede

Komponente der Mischung.

pi-Vi=n-R-T,
i=1: Argon

b = ParVar 40 bar - 1000 dm” - mol - K
AT, 0,0831447 bar - dm3 - (273,15 + 18 )K

i=2: Kohlendioxid

= 1652,375 mol

oo Peo Voo, 25 bar - 120 dm? - mol - K — 122249 mol
27 R-Teo,  0,0831447 bar - dm? - (273,15 + 22 )K ’
Stoffkonzentrationen:
ar 1652,375
A hco, | 1652,375 + 122,249
n
COo, _ 122,249 — 0,0689

Y2=Yeo, = 51 neo, 1652375 + 122,249
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Die Summe muss die Zahl 1 ergeben. Sie konnen jetzt die molare Warmekapazitdt bei
konstantem Druck der Mischung und die molare Warmekapazitdt bei konstantem Volumen

bestimmen.

J J
= 11-2 -37,11 =21,91
(Cpges (0,93 0,786 + 0,0689 - 37, )rno X 9 Omol-

(Cv)ges = (Cp)ges -R
(C)oe =21910 J —8,31447 J = 13,596 J
vrges ’ mol-K mol - K ’ mol -

Wenn Sie mogen, konnen Sie auch die Mischtemperatur mit der folgenden Gleichung
oM (G T+, - (C)y - T

€ ny - (C)y +ny-(Cp),y

iberpriifen. Die Temperatur der Mischung ist nach dieser Formel 291,61 K (18,46 °C). Die

kleine Differenz aus den beiden Rechnungen wurde durch Rundungen der Zwischenergeb-
nisse verursacht.

Aufgabe 4.10: Kaltes und heiRes Wasser mischen

Die Formel fiir die Mischungstemperatur ist hier notwendig. Sie kénnen diese Formel fiir
zwei Stoffmengen anwenden und die Mischtemperatur T, oder 9, mit den Anfangstem-
peraturen der Wassermengen dort einsetzen. Die Formel gilt auch fiir Temperaturen J in der
Einheit °C. Gleichzeitig ist die Massenbilanz 130 kg = my;; + My zu beachten. Normaler-
weise wird eine solche Mischungsaufgabe mithilfe des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik
bearbeitet, da aber dieses Thema erst weiter unten in diesem Buch behandelt wird, ist der
Weg iiber die Mischungstemperaturformel hier angebracht. Selbstverstdandlich kénnen Sie
spdter diese Losung mit dem 1. Hauptsatz leicht nachvollziehen. Die Formel fiir die Mi-
schungstemperatur fiir diese Aufgabe lautet:

ml . (cp)l . 191 + m2 . (Cp)z . 192

R —

ges my - (c )y +my-(c,)

Weisen Sie zum Beispiel den Index 1 dem kalten und den Index 2 dem heiflen Wasser zu.
Alle Wassermassen haben die Einheit kg, die Temperaturen sind in °C angegeben, und die
Einheit der Warmekapazitdt kann gekiirzt werden.

m, - 4,19 -10 °C+m, - 4,19 - 60 °C

40°C=
(m; - 4,19 + m, - 4,19)

Fiir die Gesamtmasse m,,, = 130 kg gilt:

my = Mg —my = 130 — m,

Fiigen Sie m, in die Gleichung fiir die Mischtemperatur ein, und dann l6sen Sie die entste-
hende Gleichung nach m, auf. Die Einheit der Masse ist kg.

m; -4,19-10+ (130 = m;) - 4,19-60 _ m; - 10+ (130 — m,) - 60
[m, - 4,19+ (130 —=m,) - 4,191  [m; + (130 — m))]
m, =52 kg

40 =
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Es werden m, = 52 Liter kaltes Wasser gebraucht. Aus m, + m, =130 kg folgt dann die Masse
des heiflen Wassers m, = 78 Liter.

Aufgabe 4.11: Mittlere Molmasse einer Mischung

In einem Mol dieser besonderen Mischung (Luft) sind 78,5 % N,, 21 % O, und nur 0,5 %
Argon. Das bedeutet, es gilt:

(mMol)ges =0,785 - (mMol)N2 +0,21 - (mMol)Oz +0,005 - (ygo)ar
(Mg ges = (0,785 - 28,014 + 0,21 - 31,998 + 0,005 - 39,948) kg/kmol
(mMol)ges = 287910 kg/kmol

Aufgabe 4.12: Dichte und Gesamtmasse einer
Mischung

Man kann das Gesamtvolumen V., beliebig wdhlen. Zum Beispiel Vg, = 1m3. Die Volumen-
anteile sind dann: V, = 0,92 m3, V, = 0,06 m3, V, = 0,02 m3. Die Massenanteile werden mit
m; = p; - V; berechnet: m, = 1,31458 kg, m, = 0,10704 kg, m; = 0,039536 kg. Die Summe

ergibt die Gesamtmasse: Mg, = 1,46116 kg.

Mit dem Massenanteilen und den gegebenen Molmassen erhalten Sie die Stoffmengen
ny = m;/(my);: 1y = 0,041083 kmol, n, = 0,0026795 kmol, n; = 0,0008984 kmol. ~ Die
Summe ergibt die gesamte Stoffmenge: n,, = 0,044661 kmol. Jetzt kdnnen Sie eine
prozentuale Aufteilung der einzelnen Stoffmengen n; bezogen auf die Gesamtstoffmenge

vornehmen: Mol%; = n; /R

(Mol%), = 0,91989, (Mol%), = 0,05999, (Mol%), = 0,02012

Die Molmasse und die Dichte der Mischung betragen:

3

Vv
(Mygoges = 3, 37+ (mygq); = 32.7152 kg /kamol

i=1 " &S

3
pi- Vi
Poes = D — = 1,46116 kg/m’

i=1 ges

Aufgabe 4.13: Die Warmekapazitat in einem
Experiment bestimmen

Die Aufgabe wird mithilfe der Mischtemperatur geldst. Index 1 bezieht sich auf das 01, 2 auf
Kupfer.

m-c,-T,+m,-c, T
T oM G 276 1y

ges

ml'cl+m2’62

Gesucht ist ¢, = ¢ = 1,974 kJ/(kg K).
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Aufgabe 5.1: Kompressionsmodul und értlicher
Gasdruck

Das Hooke’sche Gesetz bestimmt die gesuchte Grofle E..

dp
Fe=Vorgy
Das absolute Volumen V wird durch V' = m - v ersetzt. Die Ableitung davon ist dV = m - dv.
Damit ist es moglich, mit V, = m - v, das spezifische Volumen v einzufiihren, denn es muss
ein Bezug zur Isentropengleichung, in der auch v vorkommt, hergestellt werden.

dp _ dp

E =-m-v,- = -y,
¢ ° m-dv ° dv

Die Gleichung verlangt nach den Anderungen dp und do, die jetzt aus der Isentropenglei-
chung kommen miissen. Kappa « selbst ist konstant.

d(p - v*) = d(konstant)
dip-v*)=0
p-d@)+0v*-dp=0
pok-U odo+ 0 -dp=0

Gesucht wird do.

UK

dv+ —— -dp=0
p’K'UK_]
—vf . p~(&=D
o= Vv - dp
p-K
dv=—% .dp
p-K
Eingesetzt in den Ausdruck fiir E_ folgt:
-k -d v
Ec=_00.u=_o.p.’(
—v-dp v

Im Anfangszustand ist das spezifische Volumen der Luft v = v, und E_ wird einfach
E.=x-p

fiir den isentropen Verdichtungsprozess. Mit p = 1,01325 bar und « = 1,4 ergibt sich E, =
1,41855 bar oder E_ = 141855 N/m?>.

Aufgabe 5.2: Dichteanderung der Luft in einer
isothermen Atmosphare

Zuerst wird die relative Anderung der Dichte dp/p berechnet.

Die relative Anderung einer GroRe X ist das Differenzial der GréRe dX (Anderung
der GréRe), bezogen auf die Grofe X. Die relative Anderung entspricht also dX/X.

| &
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Das Stichwort »ideales Gas« zeigt an, dass die ideale Gasgleichung verwendet werden darf.
Natiirlich wahlen Sie hier die Form, in der die Dichte vorkommt.

p=p-R-T

Die spezielle (oder individuelle) Gaskonstante R und die Temperatur T sind Kkonstant.
Gesucht wird dp.

__d

" R-T

Diese Gleichung wird durch p = p/(R - T') geteilt.

dpdp R-T)

p R-T p

dp=dp-R-T oder dp

Somit steht fest, dass sich die relative Anderung der Dichte in einem idealen Gas mit kon-
stanter Temperatur auf die relative Anderung des Drucks reduziert.

dp _ dp
p p
Mit den Daten dp = 6200 Pa und p = 92000 Pa folgt der Betrag der relativen Dichtednderung
in Prozent.
dp 6200 Pa
—=—"—=0,06739
p 92000 Pa
d
L1674 %
P

Warum sind plétzlich Betragsstriche |6,74| vorhanden? Es kommt auf die Betrachtung an!
Am Gipfel betragt der Atmosphdrendruck 92000 Pa. Die Druckdifferenz, infolge der Hohen-
dnderung um 530 m, ist 6200 Pa. Sie wissen, dass am Boden der Atmosphdrendruck grofler
ist als in der Hohe. Also ist er am Fufle des Berges 92000 Pa + 6200 Pa = 98200 Pa. Die ideale
Gasgleichung p = p - R - T sagt aus, dass mit konstantem R und konstanter Temperatur die
Dichte der Luft abnimmt, wenn der Druck abnimmt, und umgekehrt.

Nehmen Sie zum Beispiel IThren Betrachtungsstandort am Fufle des Berges ein und wollen
die Dichte am Gipfel abschdtzen, so ist die relative Dichtednderung negativ.

d

L= 674%

p

Die Anderung der Dichte am Gipfel ist um 6,74 % kleiner gegeniiber der Dichte p am Fufle
des Berges (dp = —6,74 % - p).

Stehen Sie am Gipfel und haben dort Ihren Bezugsstandort und mdchten die Dichte am Fufie
des Berges wissen, so ist die relative Dichtednderung positiv, denn der Druck nimmt mit der
Tiefe zu und damit auch die Dichte.

d

L= 46,74 %

p
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Das bedeutet, dass die Dichteanderung vom Gipfel in Richtung zum Fuf3 des Berges etwa um
dp = + 6,74 % - p anwdchst, verglichen mit der Dichte p auf dem Gipfel. Die Basisgrofe p ist
die Dichte am Beobachterstandort.

Die zweite Frage beschaftigt sich mit dem Kompressionsmodul E. der Luft in einer isother-
men Atmosphdre am Fuf3e des Berges. Das Hooke’sche Gesetz der Gase lautet:

dp
Ee=-Vo 4
Am Fuf3e des Berges betrachten wir ein Luftvolumen V von der Groe des Anfangsvolumens
V,. Mit ¥, = V und der Erweiterung mit p/p = 1 folgt:

E=-y.2. 9
p dv
__ v
=T P

Die ideale Gasgleichung in der Form p-V =m - R - T liefert mit m - R- T = konstant die
Anderungen der verbleibenden Variablen.

d(p - V') = d(konstant)
14
dp-V+p-dV=0 oder — =

E. vereinfacht sich erheblich.

-p dp
dp P

E. wird durch den Druck am Fufle des Berges bestimmt. E. = p = 98200 N/m?. Fazit: Die
Elastizitdt E_ eines idealen Gases bei isothermen Vorgadngen ist der Druck des Gases selbst.

Aufgabe 5.3: Kompressionsmodul einer Olmenge
bestimmen

Nach dem Hooke’schen Gesetz der Fluide wird der Kompressionsmodul E, durch eine Druck-
dnderung dp und eine Volumendnderung dV des Anfangsvolumen V, bestimmt.

d
Ec = _I/O . _p
dv
Alle Daten sind bekannt, deshalb werden die Differenziale dp und dV in guter Naherung durch

endliche Differenzen Ap = (45 — 1) bar und AV = —38,6 cm3 ersetzt. Das Minuszeichen steht
fiir die Verkleinerung des Volumens.

3
ECE—V(,-£=—16dm3 ,_Addbar L psem’
AV —38,6 cm3 dm3

E,.~1,824 GPa = 1,824 GN/m?

18238,34 bar
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Aufgabe 5.4: Dichteanderung versus
Kompressionsmodul

Das Hooke’sche Gesetz muss so umgeschrieben werden, dass dort die Dichte p und die Dich-
teanderung dp erscheinen. Dies gelingt mit der Formel fiir die Masse m = p - V' und deren
partiellen Ableitungen. Die Masse m ist konstant; somit ist dm gleich null.

dm=d(p-V)

dp
_7 .
Zusammen mit dem Hooke’schen Gesetz erhalten Sie:

d V, dp-
Ec=—V0‘—p=——O-M

dv VvV —dp
Wenn die Masse konstant ist, gilt fiir den Anfangszustand und fiir den Endzustand die
Beziehung:

O=dp-V+p-dvV oder dv = |4

m=p,-Vo=p-V oder pP=0py —

Eingesetzt in das Hooke’sche Gesetz der Fluide folgt mit V' =V, — |AV|:

2 2
bl (B (K N
¢ Vv ° dp V. —|AV| ° dp

Daraus ergibt sich die gesuchte Formel fiir die Dichtedanderung:

(Yo Y.
=\v.-avi) *E

c

Mit den gegebenen Daten und E_ = 18238,34 bar ergibt sich die Dichtednderung:

v, 2 Ap 0,016 : kg 44 bar
Ap=—2—1) -p,- == L8028 . T4
V.- [AV] E,  \0,016—3.86x10- m3  18238.34 bar
kg
3

m

Ap=1,988

Die positive Dichtedanderung zeigt an, dass bei der Kompression die Dichte um 1,988 kg/m3
zugenommen hat.

Aufgabe 6.1: Wie hoch steigt ein Ballon?

In den Gleichungen zur Standardatmosphdre beziehen sich alle GroB8en mit dem Index o auf
das Nullniveau NN = 0 oder y = 0 m, was dem Meeresspiegelniveau entspricht. Im Koor-
dinatensystem des Ballonfahrers ist seine praktische Grundlinie y = 350 m. Dort zeigt sein
geeichtes Barometer vor dem Start den Druck p = 96 kPa und eine Lufttemperatur von 18 °C
an. Der vom Ballonfahrer gewdhlte Tag hat eigene meteorologische Grunddaten, die nicht
mit den Daten der Standardatmosphdre zusammenfallen.
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In der Abbildung ist die Druckverteilung der amerikanischen Standardatmosphadre skizziert,
die auf Meeresspiegelniveau den Bezugsdruck p, = 1,01325 bar angibt. Die feste Bezug-
stemperatur T, = 288,15 K gilt auf Meeresspiegelniveau. Am besagten Tag der Ballonfahrt
unterschieden sich der Bodendruck und die Bodentemperatur am Flugplatz von den Be-
dingungen der amerikanischen Standardatmosphare. Der Ballonfahrer entscheidet, dass die
amerikanische Standardatmosphdre gewdhlt wird. Allerdings werden der Bezugsdruck und
die Bezugstemperatur so verdndert, dass die gemessenen Daten am Flugplatz eingehalten
werden konnen. Weil die Bezugsgrofen immer auf Hohe des Meeresspiegels definiert sind,
miissen diese Werte zuerst bestimmt werden.

y AA y /Druckverlauf wihrend der Ballonfahrt
""""""""" bezieht sich auf Meeresspiegelniveau: NN = 0 m

bezieht sich auf Flugplatzhohe: NN =350 m

'
3
'
—>
|
N
[\
(=]
3
|

[Druckverteilung in der Standardatmosphére

p in bar
< ~N\ b7 '\ Ve T ™ “Y
PAINNINS 0,78 0,96 I 101325
T
1.00

Abbildung 2: Zur Druckverteilung in der Atmosphare des Flugplatzes.

Zunachst wird die neue Bezugstemperatur 7, am Flugtag berechnet: In der Temperaturver-
teilung

T(y)=T;-a-y

muss ein modifizierter Bezugswert 7, gefunden werden, mit dem die Temperatur
T(y = 350 m) = (273,15+18) K auf Flugplatzhohe erreicht wird.

T(y =350 m) = (273,15 + 18) = T* — 0,0065 % 350 m

T; = (291,15 +2,275) K=293,425 K modifizierter Temperaturbezugswert
9% =20,275°C

Anschliefend berechnet man den modifizierten Druckbezugswert p; am Flugtag: Aus
der Druckverteilung der Standardatmosphadre folgt mit p(y = 350 m) = 96 kPa:

Tr—a-350m\ *
T*

o

p(y=350m)=96kpa=p;-<

Hieraus ergibt sich der modifizierte Druckbezugswert pj = 100,011 kPa. Das heif3t, am
Flugtag ist der Luftdruck auf Meeresspiegelniveau y = 0 m genau 100,011 kPa. Somit
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hat der Ballonfahrer seine an die amerikanische Standardatmosphdre angelehnte eigene
modifizierte Standarddruckverteilung.

*

T/ —a-y Ra
p(Y) =Dps- ——=—) =100011kPa-

o

293,425 —q - y\ ®
203,425

Die restlichen Grofen kommen aus der urspriinglichen amerikanischen Standardatmo-
sphdre, da sie fiir die modifizierte Standardatmosphdre einfach iibernommen werden. Der
Ballonfahrer stellt diese Gleichung nach y um und erhlt:

R-a
-1 p(y) 0
= 293425k [ —22 )" _293425k
Y= ( <1oo,011 kPa> >

Dies ist die Hohenformel des Ballonfahrers als Funktion des Luftdrucks p(y). Der Druck
muss in der Einheit kPa angegeben werden, dann erhdlt man y in der Einheit m. Die
Messung des Luftdrucks p(y) = 78 kPa ergibt nach dieser Formel eine Hohe y = 2084 m {iber
Meeresspiegel oder 1734 m {iber Flugplatzniveau.

Zusatzfrage: Was ist, wenn der Start des Ballons an der Nordseekiiste y = 0 m erfolgt und
dort zuféllig genau der Normdruck p = 1,01325 bar und eine Lufttemperatur von 15 °C vor-
handen sind? Der Ballon steigt auf; in einer gewissen Hohe zeigt das geeichte Barometer im
Korb den Druck vom 0,83 bar an. Auf welcher Héhe y befindet sich das Barometer? (Losung:
y =1650 m)

Aufgabe 6.2: Luftdruck am Berggipfel

Zuerst wird der Druck p, in der Hohe y = 0 m (entspricht Meereshohe) an diesem Tag mit
der barometrischen Hohenformel berechnet, die nur fiir eine isotherme Atmosphdre gilt:

p(y) =p0-e_<%>

Er ist sozusagen der Bezugsdruck. Die Daten hierfiir sind alle bekannt, denn in der H6he
y = 740 m kennt man den dort herrschenden Atmosphdrendruck p = 98 kPa. Mit der Bedin-
gung p(y = 740 m) = 0,98 kPa konnen Sie auf den Druck auf Meereshéhe p, zuriickrechnen.

9.81 m-740 m-kg-K

0,98 kPa = p, - e_<52~287.l 14(273.15+22)K)

Es folgt p, = 106,765 kPa. Die Bestimmung des Drucks auf dem Gipfel erfolgt wieder mit der
barometrischen Hohenformel, denn p, ist jetzt bekannt, und p(y = 1055 m) kann berechnet

werden.
9.81 m-1055 m-kg-K

p(») = 106,765 kPa - e‘(m) = 94,49 kPa

Zuletzt erfolgt die Berechnung der Luftdichte auf der Bergspitze mithilfe der idealen Gas-
gleichung: p = p - R - T. Mit R = 287,1]/(kg K) und der Umrechnungsbeziehung 1 J = 1 kPa -
m? /1000 ist in der isothermen Atmosphire die Dichte der Luft:
_ p(y=1055m) - kg -K
P = 2871727315+ 22) K
94,49 kPa - kg - K - 1000 kg

p= =1,1151 =
287,1 kPa - m3 - (273,15 + 22)K m?

&
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Am FuBle des Berges, die Hohe sei die Meeresspiegelhéhe y = 0 m, ist die Dichte der 22 °C
warmen Luft p = 1,2599 kg/m?>. Die Druckabnahme mit der Héhe bewirkt in der Luft mit
konstanter Temperatur eine Dichteabnahme um -11,5 %.

Aufgabe 6.3: Auftrieb in der Atmosphare

Schweben heif}t, die Gesamtgewichtskraft des Ballons ist gleich der Auftriebskraft des Bal-
lons in der Luft. Die Schwebebedingung lautet: F = G.

Gesamtgewichtskraft: G=pg-Vg-g=mg-g
Auftriebskraft: F=pu- Vg g
Sie bendtigen die Dichte der Luft p; ¢ aus der idealen Gasgleichung.

. p(»)
PLuft = R-T(y)

Weil die Atmosphdre die Standardatmosphadre ist, konnen Sie die Formel fiir die Druckver-
teilung und auch die Formel fiir die Temperaturverteilung als gegeben ansehen und dadurch
die Luftdichte als Funktion der Hohe bestimmen.

g
T,—a-y\re
= (B522)

o

Ty)=T,—a-y

£
T,—ay \Ra
o (B2

o

PLuft = R-(T,—a-y)

D, T,—a-y (%_1)
pLuft_R-T :
o

T,

[}

Die Bedingung fiir Schweben, F = G, nimmt jetzt die Form
Pruft - Ve -&=mp - g

an. Vy ist das Volumen des kugelférmigen Ballons

wobei d der Durchmesser des Ballons ist. Die Gleichgewichtsbedingung in der Schwebehdhe
y = 750 m lautet:

P, T,—a-750 m <%_1> x-d3
R.TO'< T > "6

o

& =mp-§

In dieser Beziehung sind mit Ausnahme von d alle Gré3en bekannt. Die Umstellung dieser
Gleichung liefert den erforderlichen Ballondurchmesser d.
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Daten: p, = 1,01325 bar, R = 286,9 J/(kg - K), T, = 288,15 K, a = 0,0065 K/m,
g =9,807 m/s?, mg = 7,4 kg

P 6-my-R-T,
I <To—a<750 m)(%_l>
po (= —
d®>=12,400 m*

d=v12,400 m3 =2315m

Der theoretische Wert fiir den Ballondurchmesser ist 2,315 m. In der Praxis kann dieser Bal-
londurchmesser nur sehr schwer eingestellt werden. Daher ist die Schwebehdhe Gliicksache,
denn die Auftriebskrifte reagieren sehr empfindlich auf Anderungen des Ballonvolumens.
Befindet sich der Wetterballon am Boden, auf der H6he y = 0 m, umgeben vom Bodendruck
p, = 1,01325 bar, so ist dort die Auftriebskraft (F, = 78,0 N) grofler als die Gewichtskraft des
Ballons (G = 72,572 N). Der Ballon steigt von selbst in die ruhende Atmosphdre auf.

Aufgabe 6.4: Luftdruck am Boden eines Erdschachts

In der >»Schachtatmosphdre« herrscht eine Temperatur von

by _ 94kPamikgK _
T= poRpuft 1,120 kg287.1] — 2923 K,

die unabhdngig von der Tiefe ist. Denken Sie an die Einheiten, die umgerechnet werden
miissen: 1 kPa = 1000 kg/(m s2), 1 ] = 1 kg m?/s2. Wenn die Temperatur der Atmosphdre
konstant ist, gilt die barometrische Héhenformel.

Fiir y = 0 m ist p = p,. In der Schachttiefe y = —~800 m ist der Luftdruck héher als an der
Erdoberfldche. Der Druck am Boden des Schachtes betragt:

—9.81 m:(=800 m)-1,12 kg-m-s?

p=94kPa - e( s?94m?1000 kg ) = 103,2 kPa

Sie wissen noch aus Ihrer Mathematikausbildung, dass der Exponent der e-Funktion oder
das Argument des Logarithmus frei von Einheiten sein miissen. In der Klammer, dem Ex-
ponenten der e-Funktion, wurde die Umrechnung 1 kPa = 1000 kg/(m s?) benutzt.

Aufgabe 6.5: Auftriebsfehler bei prazisen Wagungen
in der Luft

Beim Experiment wurde festgestellt, dass die Waage im Gleichgewicht verharrt, wenn die
Massen der Wagestiicke auf der einen Seite der Balkenwaage my; = 725 g entsprechen. Somit
betrdgt die Masse des Zylinders auf der anderen Seite wahrscheinlich auch 725 g. Das ist
die iibliche Art, die Massen von Gegenstdnden mit bekannten Massen von Wagestiicke zu
vergleichen, wenn die Dichte der umgebenden Luft sehr viel kleiner ist als die Dichten der
Wagestiicke und des zu wiegenden Gegenstands. Die Dichte der Luft kann dann vernach-
lassigt werden. Ist das nicht der Fall, dann ist eine Auftriebskorrektur zu beriicksichtigen:

&
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Der Zylinder und die fiir das Gleichgewicht notwendigen Wagestiicke kdnnen unterschied-
liche Dichten haben. Die Massen sind grob gesehen jeweils 725 g, aber die Volumina sind
unterschiedlich, wenn die Dichten der auf beiden Seiten der Waage liegenden Gegenstdnde
unterschiedlich sind. Damit wirken in der Atmosphdre unterschiedliche Auftriebskrdfte auf
die Gegenstdnde in den Waagschalen. Welche Masse m,, hat der Zylinder wirklich?

Stellen Sie fest, wie grof3 die Dichte der Luft p; bei der Messung war. Die Dichte wurde nicht
gemessen, aber Luftdruck und Lufttemperatur wurden registriert. Sie errechnen mithilfe der
idealen Gasgleichung p = p - Ry, - T die Dichte der Luft und erhalten p; = 1,180 kg/m?>.
Das exakte Gleichgewicht herrscht an der Balkenwaage, wenn folgende Gleichung erfiillt

ist:

my-g —pL-g-Vy= my-g — p-g-Vy
—— N—— —— —
Gewicht Auftrieb Gewicht der Auftrieb an

Zylinder am Zylinder =~ Wagestiicke = den Wagestiicken

Die Gewichtskrafte wirken in Richtung der Fallbeschleunigung g, die Auftriebskrafte ent-
gegen dieser Richtung, deshalb sind die Auftriebskrdfte mit einem Minuszeichen versehen.
Die Erdbeschleunigung kann gekiirzt werden.

my=my+p -V, —p - Vy

. 2 My
Mit Vy=r; -m-h, und Vw = — folgt:
Pw
m
2 w
my=my+p -1y, w-h,—p - —
Pw
m
my; = my + py, - <r%-7r-hz——w>
Pw
N '
Auftriebskorrektur

m, =725g+0257g="725257¢g

Sie sehen, dass fiir die Beriicksichtigung der Auftriebskorrektur die Luftdichte p, , das Volu-
men des zu messenden Gegenstands V,, die Masse der aufgelegten Wagestiicke my, und die
Dichte der Wagestiicke py, bekannt sein miissen.

Aufgabe 6.6: Zeppeline kénnen auch Lasten tragen

Schweben heiflt, die Gesamtgewichtskraft des Luftschiffs ist gleich der Auftriebskraft des
Luftschiffs in der Luft.

k
Masse der Heliumfiillung: my, =p -V =0,161 _g3 - 16000 m* = 2576 kg
m
Gesamtmasse mit Fracht: My, = 15500 kg + 2576 kg = 18076 kg
Gewichtskraft: G = my - g = 18076 kg - 9,81 92 =177 325,56 N
S

Auftriebskraft: Fy=p gV
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Die Dichte der Luft (Index L) dndert sich mit der Hhe iiber Grund. Die ideale Gasgleichung
pr. = p. - Ry - T; und die barometrische Hohenformel, die nur bei einer isothermen Atmo-
sphdre gilt, beschreiben die Dichtedanderung der Luft.

_( &y
P =), - € <RL-TL) Barometrische Hohenformel

Beide Gleichungen zusammengenommen ergeben die Dichte der Luft in jeder beliebigen
Hohe y iiber Grund. Zuvor ldsst sich R; - 77 durch (p;),/(pL), ersetzen, denn infolge der
unbekannten, aber konstanten Temperatur der Luft gilt dies auch in jeder Hohe y.

_(&>
PRy Ty =(p), e ‘Mt
(pL)o 21-(PL)o )

= = . _( (Lo
oL L. (pL), - e

gy(pL)o )

pL=(pL)s e

Somit erhalten Sie fiir die Auftriebskraft F, den Ausdruck:

£y (Lo )

Fy=g-(p)), V- e_< (LYo

Die Schwebebedingung des Luftschiffs lautet: Auftriebskraft F, ist gleich Gewichtskraft G.

gy(pL)o

g (pL)o V. e_< (PL)o ) =My &

Die Auflosung nach y bringt die gewiinschte Gleichung fiir die Schwebehohe.

—(pL)o < Mees )
y= -In
g (p)o 9l

Aus den gegebenen Daten berechnet man die maximale Schwebehéhe y = 290,6 m.

Zusatzfrage: Wie hoch ist die Lufttemperatur? Sie benétigen hierfiir die Gaskonstante der
Luft, R = 287,1J/(kg K). Losung: T; = 1 bar/(R - 1,168 kg/m?) £ 25 °C

Aufgabe 6.7: Wie tief taucht ein Kérper in eine
Flussigkeit beim Schwimmen ein?

Die Bedingung fiir das Schwimmen eines Korpers liefert die Eintauchtiefe h.
F,.=G
pw-g-(B-X-h+p -g-(B-X-(H=h)=pg-g-(B-X-H)
Gesucht ist die Tiefe h.
_ H - (px — p1)
(pw = pL)

Mit den Daten betragt die Tiefe h = 0,82177 m. In der Praxis wird oft der Auftrieb in der Luft
vernachldssigt. Wie tief wiirde dann der Quader eintauchen?
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Wenn Sie p; = 0 setzen, dann ergibt sich eine Eintauchtiefe von 0,822 m, was hier im Rah-
men der Messgenauigkeit liegt.

Ist die Schwimmlage stabil? Die Schwimmlage ist stabil, wenn der Schwerpunkt des einge-
tauchten Korpers Sy, tiefer liegt als der Schwerpunkt des ganzen Korpers Sy, was hier der
Fall ist. Der Schwerpunkt der eingetauchten Quadermasse Sy, ist um die Strecke e = H/2 — h/2
tiefer als der Schwerpunkt des ganzen Quaders Sy.

Abbildung 3: Die Schwimmlage des Korpers ist
stabil.

Aufgabe 6.8: Der Auftriebszug im Schornstein

Stellen Sie sich vor, dass das Abgasvolumen im Schornstein einen Gaskorper darstellt, der
wegen seiner hohen Temperatur von 230 °C einen Auftrieb erfdhrt, wenn er sozusagen ohne
seine Hiille aus Mauersteinen oder Rohren in der kdlteren Atmosphadre steht. Der Betrag der
Gewichtskraft dieser Abgassdule sei G; und den Betrag der Auftriebskraft bezeichnen Sie
mit F,.

Go=pc-8"V

Dabei ist p die Dichte bei 230 °C. Das Volumen V ist einfach Grundfldche A mal Schornstein-
hoéhe h. Der Betrag der Auftriebskraft wird mit der Formel

Fy=p.-gV

berechnet. Die Auftriebskraft ist das Gewicht der durch das Abgasvolumen V verdrangten
Luftmasse der Dichte p,. Wenn G gleich F, ware (Schwebezustand), wiirde das Abgas im
statischen Gleichgewicht sein und nicht durch den Schornstein stromen. Der Schornstein-
zug, der jetzt betrachtet wird, wdre dann null.

Bilden Sie die Differenz der Krdfte F, — G5 und bezeichnen Sie diese mit AF.
AF=p -g-V—-ps-8-V
AF=(p.=pc) 8-V =(pL=pg)-g-A-h

Schornsteinzug ATF =(p.—pg) & h



Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1-10."August 2018 6:32 P.M. Page 45

Lésungen und Lésungswege 45

Der Schornsteinzug besitzt die Einheit eines Drucks, also zum Beispiel Pa. Zundchst ist es
wichtig, die Dichte des Abgases bei der herrschenden Temperatur im Betriebszustand des
Schornsteins zu ermitteln. Im Standardzustand gilt fiir das Abgas:

Pin=(clinR-Tix
kg

1,01325 bar=1,311— -R - 273,15K
m3

Im Betriebszustand gilt fiir das Abgas:
P =0pc R-(273,15+230)K
1,01325 bar=pg - R - (273,15 + 230) K

Gleichgesetzt folgt die Dichte des Abgases p:

k
pg - R- (273,15 +230) K=1,311 —% -R-273,15K
m
k
po=0.7117 -
m
Mit dieser wahren Dichte im Betriebszustand des Schornsteins ergibt sich fiir den Schorn-
steinzug:
AF

kg m
2 129-0,7117) =2 . 9.81 2 .70 m = 397 Pa
A m3 s2

Bei funktionierenden Schornsteinen muss der Zug moglichst grof sein, damit die Rauchgase
aus den Brennkammern abgesaugt werden und gleichzeitig der Brennraum mit Luft aus der
Umgebung der Brennkammer versorgt wird.

Aufgabe 6.9: Archimedes und Gold

Berechnen Sie aus den beiden Messungen die Dichte der Miinze und vergleichen Sie den
errechneten Wert mit der tatsdchlichen Dichte von reinem Gold, pg,q = 19300 kg/m3. Die
Kraftebilanz bei der 1. Messung der Miinze in Luft ergibt:

M =G
Die 2. Kraftebilanz aus der zweiten Messung ergibt:
M2 + FA = G

Die Werte M, und M, wurden an der Federwaage abgelesen. Aus den beiden Gleichungen
lasst sich die Auftriebskraft F, bestimmen.

F,=M,-M,
Die physikalische Gleichung fiir die Auftriebskraft ist aber auch:

Fp = pw - & Vmiinze
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Setzen Sie die beiden letzten Beziehungen gleich.
M, — M, = py - & - Vmiinze

In dieser Gleichung kommt vorerst noch nicht die gesuchte Dichte der Miinze vor, aber durch
die erste Messung ist bekannt, dass aus der physikalischen Gleichung

G = M| = pumiinze * & * Vmiinze

die Dichte der Miinze theoretisch bestimmt werden kann.
Vagtige = ——1

Miinze — Priinge - &
Eingesetzt in die Gleichung M, — M, folgt:
M, - M, = M,
! 2T w8 PMiinze * 8
Die Erdbeschleunigung g kann gekiirzt werden.

M,

Pmiinze = Pw - m
kg 6,65 N
m? (6,65 —625) N
Die Miinze sieht aus wie eine Goldmiinze, ist aber nicht aus reinem Gold, denn die Dichte
aus dem Experiment stimmt nicht mit der wahren Dichte pg,y = 19300 kg/m3 liberein.

kg
3

Prtiinge = 1000 = 16625 —

Aufgabe 6.10: Ochslegrad

Die Mostdichte ist bei 20 °C gemessen worden. Sie bendtigen nur noch die Dichte von Wasser
bei 20 °C und kénnen dann sofort den Ochslegrad angeben. Bekannt sind die Dichte von
Wasser bei 4 °C, p, .c = 1000 kg/m3, und der isobare Ausdehnungskoeffizient von Wasser
74°c = 1,0616 x 1074 K~*. Mit der Formel fiir den isobaren Ausdehnungskoeffizienten fiir
Fliissigkeiten und dem spezifischen Volumen v ergibt sich:

1 dv_
v dT_y
U=l und dv-p)=v-dp+p-dv=0
P
—d
_p:ydT
p

Die Integration von 9 = 4 °Cund p = p, . bis § =20 °Cund p = p,, - ergibt:

Pooc g 9=20°C
J ¥y J d9
pyoc P 9=4°C

In (”ZO—C> =y (20°C—4°C)
P4 °cC

Ruderich bapp01.tex V1 -10."August 2018 6:32 P.M. Page 46
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— 716 K
Prec=Psec-e’

k ! k
pro 26 =1000 = . 19893107 — 99830 —%

Mit dieser Dichte des Wassers bei 20 °C erhalten Sie den gesuchten Ochslegrad.

Ochslegrad = 1000 - (1,083i - 0,9983i> — 84,7 °Ochsle
cm? cm? /20 °c
Der Winzer Bruno will beim nachsten Mal im Internet nach der Dichte des Wassers bei vor-

gegebener Temperatur suchen. Die Maische wird jedenfalls einen guten Wein hergeben.

Aufgabe 7.1: Divergenz eines zweidimensionalen
Vektorfelds

Die Divergenz div(¢) hat im zweidimensionalen Raum dieselbe physikalische Bedeutung wie
in drei Dimensionen. Der Wert gibt an, wie grof} die Flussdichte des Feldes, also die Flussrate
pro Volumeneinheit, ist. Auch in zweidimensionalen Feldern gilt, dass die Stromung nur
dann inkompressibel ist, wenn die Divergenz des Geschwindigkeitsfelds null ist. Sie miissen
nur die Gleichung

oW o) o)

div(?) =
dx ady 0z

auf zweidimensionale Felder reduzieren und iiberpriifen, ob div(¢) null wird. Gegeben sind
die u- und v-Geschwindigkeitskomponenten, deshalb gilt:

div(¢) = oW , o)
dx dy
Mit u(x, y) = x — y?> und v(x, y) = x> — y sind die partiellen Ableitungen:
@ =1 und @ =-1
ox dy

div(?)=1-1=0

Die Summe wird null; deshalb ist die Strémung mit dem gegebenen Geschwindigkeitsfeld
inkompressibel. Fiir alle Punkte im Vektorfeld dehnt sich das Fluid weder aus noch wird es
verdichtet. Durch diese Rechnung kdénnen Sie erkennen, dass mit der Operation div(? ) aus
einem Vektorfeld ¢ ein skalares Feld (manchmal auch nur eine Zahl) entsteht.

Aufgabe 7.2: Ein allgemeines Vektorfeld eines Gases

Die Geschwindigkeitskomponenten u und w sind zeitabhdngig. Die allgemeine Kontinui-
tatsgleichung fiir Gase lautet:

dp . —

— +div(p-¢)=0

” (p-¢)

Jede Stromung hat eine positive Dichte p. Unter der Annahme, dass die Dichte konstant ist,
kann p aus der Klammer entfernt werden.
ap

— +p-di < =0
o p-div(c)
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Berechnen Sie div(?).

div(@)=@ -x=»)+Q2-y—4-x)+(=y) =0

Die Divergenz ist null, das Geschwindigkeitsfeld ist inkompressibel. Wenn Sie dieses Ergeb-
nis in die Kontinuitatsgleichung

0 .
Py div(d) =0
ot N y
=0
einsetzen, ldsst sich feststellen, dass die Dichte keine Funktion der Zeit sein kann, denn
dp/dt muss auch null sein. Die Dichte ist konstant im Feld.

Aufgabe 7.3: Eindimensionale Kontinuitatsgleichung

Die allgemeine eindimensionale Kontinuitdtsgleichung fiir stationdre (dp/dt = 0) Bewegun-
gen in x-Richtung lautet:

Ap -
(b-w _,

ox
Es gibt nur die x-Achse und nur x ist die unabhdngige Variable. Diese einfache Differenzi-

algleichung verlangt, dass das Produkt (p - u) in x-Richtung konstant ist, denn sonst ist die
Ableitung nicht null.

p - u = konstant

Nehmen Sie an, dass eine beliebige Stromréhre den konstanten Innenquerschnitt A besitzt.
Die Gleichung kann auf beiden Seiten mit A multipliziert werden.

p-u-A = konstant - A
——
neue Konstante

Auf der rechten Seite der Gleichung entsteht durch die Multiplikation mit einer konstan-
ten Grofe A eine neue Konstante. Welche Einheit hat die neue Konstante? Priifen Sie auf
der linken Seite die einzelnen Einheiten: Die Dichte p ist in kg/m3, die Geschwindigkeit in
x-Richtung u in m/s und die innere Querschnittsfliche des Stromrohrs A in m? angegeben.
Folglich besitzt die neue Konstante die Einheit kg/s. In der Physik hat nur der Massenstrom
m diese Einheit. Die eindimensionale und stationdre Kontinuitdtsgleichung einer beliebigen
Stromrohre lautet:

pru-A=m

Diese Massenerhaltung darf man auch an zwei auseinanderliegenden Stellen 1 und 2 langs
der Stromrohre anwenden. Dann schreibt man aber:

prup Ay =ty Ay
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Die weitere Erkenntnis ist, dass die Stromro6hre einen inneren Stromungsquerschnitt haben
muss, der jedoch ldngs der x-Achse variabel sein darf. An jeder Stelle der Stromrdhre strémt
innerhalb eines konstanten Zeitintervalls, zum Beispiel in 1 Sekunde, dieselbe Fluidmasse
durch den dort vorhandenen Innenquerschnitt.

Aufgabe 7.4: Ein rechteckiger Luftkanal

Der rechteckige Kanal hat die Abmessungen B/H = 1/1,5 und somit eine innere Querschnitts-
flache A von:
2
A=B-H = H
1,5
Zusammen mit den vorgegebenen Daten fiir den Volumenstrom V' = 4000 m?/h und die
Stromungsgeschwindigkeit u = 4 m/s ergibt sich aus der Gleichung
2
V=u-A=u- Ll
1,5

die gesuchte Hohe H des Kanals.

Y, . 3.
H=\/1,5 V=\/1,5 4000 5 ) css
u

3600 s -4 m
Die Breite des Kanals wird durch das Verhaltnis B/H bestimmt.
H
B=—=04303m
1,5

Um den Massenstrom mit der Kontinuitdtsgleichung bestimmen zu kdnnen, ist es notwen-
dig, die Dichte aus der idealen Gasgleichung zu kennen:

. p l.4bar-kg-K
T R-T 287,17 -(273,15+60) K

Somit ergibt sich ein Luftmassenstrom von:

= 1,4637 kg/m’

p

. k 3 k
m=p-V =14637-8 . 40002 — 1626 -2
m3 3600 s S

Aufgabe 7.5: Ist das Feld einer Grenzschichtstromung
inkompressibel?

Die Kontinuitdtsgleichung in zwei Dimensionen lautet fiir diesen Fall mit p = konstant:
0

du oV _
dox dy
Da die Geschwindigkeit u(x, y) gegeben ist, kann die Ableitung du/dx berechnet werden.
Anschlieflend muss v aus der Kontinuitdtsgleichung ermittelt werden.

0

Mit du/ox = 14 - x - y/5 nimmt die Kontinuitdtsgleichung die folgende Form an:

()_v_—14-x-y
ay 5
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Es gibt zwei Wege zur Losung: Sie konnen erstens die Differenzialgleichung l6sen oder zwei-
tens die Integrationsregel »Trennung der Variablen« verwenden. Beide Wege sind gleich-
wertig! Wir 16sen die Integrale, die sich aus der Kontinuitdtsgleichung ergeben (zweiter

Weg).
14-x-y
ov=—| ——= .9
[V J s 7
v+c—_14'x-y—2+F(x)
=5 2

Bei partiellen Integrationen werden die Integrationskonstanten beliebige Funktionen der
anderen vorhandenen Variablen. Das rechte Integral muss iiber y integriert werden, deshalb
ist die Integrationskonstante eine beliebige Funktion von x. C, 1dsst sich in F(x) unterbringen.
Die Geschwindigkeitskomponente v ist:

—14
v(x,y) = 10 x-y* + F(x)-C,
—_——

f(x)

Aus der Randbedingung an der Wand v(x, y = 0) = 0 folgt weiter, dass f(x) verschwindet.
Die Geschwindigkeitskomponente v ist:

-7
V(x,y)=?-><-y2

Es ergibt sich das zweidimensionale Vektorfeld:
?:{%.xz.y+6’9.y5/28; _?7.x.y2}

Die Frage, ob das Feld inkompressibel ist, ldsst sich mit der Divergenz in zwei Dimensionen
leicht beantworten:

. Jdu ov

div(¢) = — + —

() dx  dy
Genau diese Gleichung haben Sie benutzt, um v(x, y) zu bestimmen. Wenn keine Rechen-
fehler gemacht wurden, ist das Vektorfeld inkompressibel, denn div(?) = 0. Infolgedessen

gibt es keine Punkte im Feld, bei denen sich das Fluid ausdehnt oder verdichtet. Das Feld ist
quellen- und senkenfrei.

Aufgabe 7.6: Zwei Gasstrome werden gemischt

Die Massenstrome in den zufiihrenden Leitungen lassen sich mit der eindimensionalen Kon-
tinuitdtsgleichung in Stromrdéhren berechnen.

my=pp-up- A
Hy=py-Uy- A
In der Gasleitung 3 fliet der Massenstrom ri; = ri1) + i1, ab.

iy =A-(py-up+py )
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Der Massenstrom ri1; ist aber auch durch
iy =p3-Uz- A

berechenbar. Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich die Dichte in der abfiihrenden
Leitung 3.

p3-u3- A=A-(p-up+py-up)

pr-Up+py-ly

py= 20Ty 3686 kg /m?
U3
Kk k
iy = 13686—= - 12,12 .02 m? =3312 8
m S S

Aufgabe 7.7: Ein Geschwindigkeitsfeld auf
Inkompressibilitat priufen

Ein inkompressibles Feld liegt vor, wenn die Divergenz des Vektorfelds null ist.
0 0 0
div(@) = 20, 2 oW)
ox ady 0z
Mit den gegebenen Geschwindigkeitskomponenten u, v und w folgt:
_A(x+y)  0x=2-y) 00
o0x dy 0z

div(€)=A+(-2)+0  soll 0 ergeben!

div(?)

Nur fiir A = 2 wird das Feld inkompressibel. Die folgende Abbildung zeigt die Geschwindig-
keitsvektoren an ausgewdhlten Punkten.

P1: C—l)= {2'_2}

y A
P,: @= {4':—4}
2 P2 P\P\ Py: G; = {6, -3}
e T~ P T = {8,-2)
—~——_
0 » X
-1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 4: Geschwindigkeitsvektoren an ausgewahlten Stellen im Feld.
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Aufgabe 7.8: Wie schnell steigt der Wasserspiegel
in einem Gefal3?

Wenn laufend mehr Wasser in den Tank einstromt als auslduft, steigt der Wasserspiegel
mit der Zeit an. Sie konnen diesen Sachverhalt durch eine zeitabhdngige Massenbilanz
formulieren.
iy = O

2T dr
Da ri1; und auch 1, zeitlich konstant sind, ist die Zunahme der Wassermasse im Tank dm
pro Zeiteinheit dr auch konstant, denn auf der linken Seite der Bilanz steht eine Konstante,
also muss auch auf der rechten Seite eine stehen. Die Masse wird folgendermafien ersetzt:

ml_

m=p-V=p-h(t)-A
dp-h)- 4) _
ar =ny 2

Die Grundflache des Tanks und die Dichte des Wassers sind konstant und diirfen deswegen
vor den Ableitungsoperator (d/dt) gezogen werden.

dh(t
dt
Die sich ergebende Differenzialgleichung lautet:
dh(t)  my—m,
dt ~ p-A

Auf der rechten Seite stehen nur konstante Zahlen. Die Frage ist, welche Funktion h(t)
ergibt abgeleitet eine Konstante? Natiirlich wissen Sie, dass jede lineare Funktion bei der
Ableitung eine Konstante liefert. Wenn Sie die beiden verbleibenden Variablen h und t

trennen, also die Losungsmethode fiir Differenzialgleichungen 1. Ordnung »Trennung der
Variablen« anwenden, erhalten Sie

p-A

Die Integration der Gleichung

o (32

ergibt:

ml_m2
h= 1+ C
< p-A >

C ist die Integrationskonstante, die aufgrund der Anfangsbedingung h(t = 0) = 0 verschwin-
det. Die Hohe des Wasserspiegels ist durch die Gleichung

h=<m1_m2>-t
p-A
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bestimmt. Mit den gegebenen Daten folgt:
h=00012 ¢
s

Zum Beispiel ldsst sich feststellen, dass nach 50 Sekunden der Wasserspiegel um 5 cm
gestiegen ist.

Aufgabe 7.9: Stromungsverzweigung in einer Arterie

Die Summe der Massen an den Stellen 2 und 3 muss mit der Masse an der Stelle 1
iibereinstimmen, da zwischen den Stellen keine weiteren Verzweigungen vorhanden sind.
Die Kontinuitdtsgleichung (Erhaltung der Masse pro Zeiteinheit) lautet deshalb:

my = My + My
Mit u = ¢ = Geschwindigkeit und der Formel i1 = p - ¢ - A gilt an jeder Stelle:
prei-Ay=poc Ay tpcyt A

Die kreisrunden Querschnittflichen an den Stellen 1, 2 und 3 kénnen durch A = d? - 7 /4
errechnet werden.

p-cl-d2—=p-c2-d22+p eyt d -

In dieser Gleichung sind vorerst ¢, und ¢; noch unbekannt. Es wird eine weitere Gleichung
benétigt, damit zwei unabhdngige Gleichungen fiir die beiden Unbekannten entstehen. Die
Information, dass an den Stellen 2 und 3 im Blutkreislauf die Massenstréme gleich sind,
liefert die notwendige zweite Gleichung.

Daraus folgt:
03 * d;

2
d2

2 _ 2 —
C2 * d2 —_ C3 * d3 Oder C2 —_

Eingesetzt in die erste Gleichung zur Erhaltung der Massenstrome ergeben sich schlief3lich
die gesuchten Geschwindigkeiten.

2 _ 3d2 2 2

-d; 7 d+c3d—2c3d
2

_a (4
5=2'\G

2
<—3> —09719— (“mm) =1.176
d, 10 mm S

_<14mrn

2
) =09719 2
11 mm S
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Aufgabe 7.10: Wasserstandsanderung in einem Tank

Nehmen Sie vorerst an, dass der Wasserspiegel im Behdlter unverdndert bleibt. Dann gilt
aus Griinden der Kontinuitdt: Der zustromende Massenstrom ist gleich dem abstrémenden
Massenstrom.
iy = 11y + 1ty
prey-Ap=pecyr Ayt prcy Ay
2 T _ 2.z 2. Z
p.cl.dl .Z_p.cz.dz.z.l_p.c?).d?).z

Sie kénnen p - 7 /4 kiirzen.
) -d12=c2-d§+c3-d§
Mit den gegebenen Daten ergeben sich die Volumenstrome des Wassers.

2,52 .0,080° m®=1,52 .0,050> m? + 1,22 .0, 100> m?
S S S
m3 m? m?>
0,01602 =0,003752% +0,01202%
S S S

3 3
0,0160“‘T =0’01575mT

—_—— N——
Zulauf Ablauf

Der Vergleich der Volumenstrdme am Zulauf und an den Abldufen zeigt, dass mehr Vo-

lumen pro Zeiteinheit in den Behadlter einstromt als ausstromt. Der Wasserspiegel steigt.

Die Steiggeschwindigkeit des Wasserpegels erhalten Sie durch die Einbeziehung des Be-

hélterdurchmessers d = 2 m. Die Volumenstromdnderung AV = (0,0160 — 0,01575)m> /s =

0,00025 m? /s wird im Behilter gespeichert und lisst den Wasserspiegel ansteigen.

3
AV = 0,000252%
S

Auch fiir die Zunahme der Wassermenge im Behdlter gilt die Formel fiir den Volumenstrom

V =c - A, wobei A die Behaltergrundfldche ist. Daraus kann die Steiggeschwindigkeit ¢ des
Wasserspiegels berechnet werden.

4-AV
CcC =

d*-n

Mit d = 2 m folgt ¢ = 0,0000796 m/s = 0,287 m/h.

Aufgabe 7.11: Beschleunigte Hochdruckstromung
eines heiBen Gases

Hier treffen Stromungsmechanik und Thermodynamik aufeinander. Dieses Fachgebiet
nennt man Gasdynamik, deren Hauptanwendungsgebiet die Uberschallstromung ist, bei
der Dichtednderungen eine wesentliche Rolle spielen. Auch fiir Uberschallstromungen gilt
die Kontinuitdtsgleichung.
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my=m,
pr-c Aj=py-cy- Ay

Die Zustandsgroen p;, p,, A, A, und ¢, sind vorldufig noch unbekannt. Mithilfe der idealen
Gasgleichung, die an jeder Rohrposition gilt, konnen die Dichten in der Kontinuitatsglei-
chung durch bekannte Zustandsgrofen aus der Thermodynamik ersetzt werden.

pi=p-R-T; und p,=p,-R-T,

P 14
.cl . l=
R-T; R-T,

‘C2‘A2

Die spezielle Gaskonstante dndert sich nicht, denn die Molekiile der Stromung dndern sich
ja nicht. Da A, gleich A, ist, folgt fiir die Stromungsgeschwindigkeit c,:
n T
—_—_— . — . C2
n T,
o= 1 bar (470+273,15)K
7 8bar (380 +273,15) K

Die stromende Luft im Rohr wird wegen der negativen Dichteanderung innerhalb des Rohrs
immer schneller.

C

2207 = 3120
S S

Aufgabe 7.12: Volumenstrom eines Gases aus einer
Erdgasquelle

Das hier betrachtete Erdgas besitzt zwei Zustande. In der Messstation sei der Zustand 1 und
in den Gaskavernen tief in der Erde sei der Gaszustand 2. Die Kontinuitdtsgleichung fordert,
dass der Massestrom des Gases durch das senkrechte Bohrloch konstant ist.

Die Massenstrome werden mithilfe der idealen Gasgleichung ausgedriickt:
. Pi- V1 Dy Vz .
ml == = ]/n2
R-T, R-T,
. T, .
V,= LN 14
p T

_ 7bar (32+273,15)K
" 74bar (24 +273,15) K
Wenn an der Messstation 1200 m3 pro Stunde durch die Pipeline stromen, dann verliert das

Gas in den Kavernen 116,57 m3 pro Stunde. Die Massenstrome sind jedoch an den Positionen
1 und 2 gleich.

. m?> m?>
|2 - 1200 — =116,57 —
2 h h
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Aufgabe 7.13: Wie schnell lasst sich ein
Schwimmbecken fullen?

Der zustromende Massenstrom m dient nur zum Auffiillen des Beckens.

= dm
dr
oy V) BT
dt dr

Die Dichte des inkompressiblen Wassers ist konstant und kann gekiirzt werden. Auch Lan-
ge und Breite dndern sich nicht, wenn die zufliefende Wassermenge den Boden des Pools
bedeckt; sie kdnnen aus der zeitlichen Ableitung herausgezogen werden. Nur die Tiefe T ist
eine Funktion der Zeit t.

. dTr
V=L -B —
dr

Die Steiggeschwindigkeit des Wasserspiegels ist die Tiefendanderung mit der Zeit dT/dt.

ar _ V. _ 0140625 22

dd L-B S

Die Tiefe am Ende der Fiillzeit ist 1600 mm. Geschwindigkeit ist Tiefe pro Zeit. Dann folgt
fiir die Zeit:

p= 1000MM:S 43997~ 189,63 min

0,140625 mm
Alternativer Weg: Wenn zum Beispiel in fiinf Minuten ein Volumen von 5 - 60 - 4,5 Liter
gleich 1350 Liter im Becken ist, verteilt sich diese Menge am Grund des Beckens, und es
stellt sich eine Tiefe des Wassers von T = 42,1875 mm ein. Mithilfe der Dreisatzrechnung

konnen Sie auf die Zeit zum Fiillen von 189,63 Minuten schlieBen.

Nach 5 min ist die Tiefe T = 42,1875 mm.

1 mm Tiefe stellt sich in min ein.

42,1875

5-1600
42,1875

Die Zeit bis zum randvollen Auffiillen betrdgt 189,63 Minuten.

1600 mm Tiefe stellen sich in min ein.

Aufgabe 7.14: In welcher Zeit wird ein Trichter mit
Wasser gefullt?

Die zustandige Massenbilanz ist wegen des fehlenden Ausflussmassenstroms einfach:
. dm
m=—
dr
_de-V)

-V
’ dr
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Die Dichte ist konstant; fiir den Trichter gibt es aus der Geometrie eine Formel fiir sein
Volumen.

r’-m-h
3
Weil sich aber mit der Zeit t das mit Wasser gefiillte momentane Trichtervolumen mit der
Hohe h und dem Radius r dndert, ist das Wasservolumen im Trichter V eine Zeitfunktion.
(r(t)* - @ - h(1)
3
Die beschreibende Differenzialgleichung lautet jetzt:

V=

V=

L d (0P -z b
V=g < 3 )
v==. %«rm)z 0)

Der Radius r(t) hangt linear mit der Hohe h(t) zusammen, denn fiir t = 0 Sekunden ist r = 0
und h = 0 und am Ende der Fiillung, wenn t = t; ist, betragen r(t;) =1 m und h(t;) =2 m.

Da die Beziehung r(t) = h(t)/2 gilt, vereinfacht sich die Differenzialgleichung:
) h2(t

4
Q)

1-0

r(t) = -0

- h(t)

> h(1)

0m 2m

Abbildung 5: Die lineare Funktion r(h(t)) des Trichters.

Es ist eine gewohnliche Differenzialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir
die Hohe des Wasserkegels h(t) entstanden.

dn’() _12.v
dr T

Die mathematische Losung dieser Differenzialgleichung erhalten Sie etwas einfacher, wenn
zum Beispiel die Umformung

da(r)y 12V
3.0 —— =2
@ dr 1
dh@t) _4-v 1

dr T h2(1)
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vorgenommen wird. Die allgemeine Integration ergibt:

=L . V2 v-2-1+C-2
T

Durch die Anfangsbedingung h(t = 0) = 0 verschwindet die Integrationskonstante C, die
Wasserhohe h(t) folgt der Gleichung:

hy=L V12V 721
T

Berechnen Sie jetzt die Fiillzeit t = t;;, die sich einstellt, wenn die Wasserhéhe h = 2 m erreicht

ist.
h(;:tE)=2m=l-\S/IZ-V-ﬂZ-tE
T
3.3, 3 o3 . mi .
jp=2mox _8omioxemin 100007 L 561 8 min
12.V - 72 12 - 8 - Liter 12

Innerhalb von 261,8 Minuten ist der Trichter mit Wasser gefiillt.

Alternative Rechnung: Wenn der Trichter randvoll ist, sind dort 2,094395 m3 Wasser vor-
handen. Pro Minute sind 8 Liter = 0,008 m3 Wasser geflossen. Um einen Kubikmeter Wasser
aufzufangen, ist die Zeit von 1/0,008 gleich 125 Minuten erforderlich. Fiir das Volumen von
2,094395 m3 Wasser sind somit 261,8 Minuten nétig.

Warum haben wir dann die Rechnung iiber die Differenzialgleichung gemacht? Weil die Zu-
satzfrage hinsichtlich der Steiggeschwindigkeit des Wasserspiegels im Trichter noch nicht
beantwortet ist. Der Anstieg des Wassersiegels pro Zeiteinheit ist dh(t)/dt. Mithilfe der Dif-
ferenzialgleichung wurde h(t) bereits ermittelt.

W) 8 (L i3y

dt dr \=x
dh@®) 1 V.z-VI12

e 3 v m oy

Mit V' = 0,008 m?/min folgt die Funktion der Wasserspiegeldnderung dh/dt im Trichter.
d(h@®) _ 0,10421 m_

dt »1+ min
()]

Zum Beispiel ist die Pegelgeschwindigkeit bei t = 5 min gleich 0,0356 m/min.

Aufgabe 8.1: Vergleichsrechnung zwischen
realem und idealem Gas

1) Ideale Gasgleichung: Die Dichte ist der Kehrwert des spezifischen Volumens.

p=-
v
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Aus der idealen Gasgleichung der Form
p-v= R-T
folgt fiir die gesuchte Dichte:

o 40 bar - kg - K -100000'1—67620E
T R-T  18897] -(273,15+40)-K bar-m3  m?

2) Aus der Realgasgleichung

P

p-v=12z(CO,pI)-R-T

ergibt sich wieder mit p = %:
p

P 2CO.p. 9 R-T

Der Realgasfaktor z ist aus Abbildung 8.7 zu ermitteln. Er betrdgt bei 40 bar Druck und einer
Temperatur von 40 °C genau z = 0,8. Die Dichte ist dann:

_ 40 bar - kg - K 100000 - J
~0,8-18897 -(273,15+40)K  bar - m3

Der Unterschied zwischen dem richtigen Wert 84,525 kg/m3 und dem falschen Wert von
76,620 kg/m3 betragt 7,9 kg/m3. Das entspricht einem prozentualen Fehler von — 9,35 %:

100(76,620 — 84,525)/84,525 = —9,35 %. Die mit der idealen Gasgleichung berechnete Dichte
ist also um 9,35 % kleiner als die richtige Dichte aus der Realgasgleichung.

k
= 84,505~
m?

p

Zusatzfrage: Wie grof3 ist der Dichteunterschied von CO,, wenn das Gas unter einem Druck
von 3 MPa und einer Temperatur von 10 °C steht und die Berechnungen erst mit der idealen
Gasgleichung und dann mit der Realgasgleichung vorgenommen werden? Losung: 25 %.

Aufgabe 8.2: Den Druck in einem Behalter bestimmen

Das Behadltervolumen ist bekannt, deshalb empfiehlt es sich, mit v = V' /m das Volumen in
der Realgasgleichung einzufiihren. Aus p - v = z(p,9) - R - T folgt dann:

p-V=z(p,9) -m-R-T

In der Aufgabenstellung gibt es zwei Luftzustdnde. Der Index 1 kennzeichnet den Zustand
der Luft bei p, = 60 bar, 9, = 0 °C, T, = 273,15 K. Daraus lasst sich die Masse der Luft m im
Behalter bestimmen.
n-v

m=———————

z(p;,9,) R T

60 bar - 0,4 m* - kg - K

m=

z(p;,9;) - 287,17-273,15K

Den Realgasfaktor entnehmen Sie dem Diagramm in Abbildung 8.4. Die genaue Ablesung
dort ergibt:

2(60 bar, 0 °C) = 0,977
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Somit folgt fiir die Masse m:
_ 60bar-04m’-kg-K 100000 -]
©0,977-287,1]-273,15K  bar - m3

Der zweite Bruch auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung ist fiir die Umrechnung
von bar in J/m3 notwendig. Dieser Bruch ergibt die Zahl 1, weil 100000 J = 1 bar - 1 m? ist.

m= 31,324 kg

m

Weil keine Luft entnommen wird, bleibt die Masse konstant. Der zweite Luftzustand,
versehen mit dem Index 2, kennzeichnet die erwdrmte Luft bei der Temperatur 9, = 20 °C.
Fiir diesen Luftzustand ist der Druck p, im Behalter gesucht. Auch fiir den zweiten Zustand
gilt wieder die Realgasgleichung.

Dy V=2(py,8) -m-R-T,

m‘R‘TZ
p=\—p— - 2(py, 9,)

Die hier notwendige Virialgleichung z(p,, 9, = 20 °C) ist als Polynom fiinften Grades gege-
ben. Der Druck p im angegebenen Polynom ist p,.

31,324 kg 28711 QT3S +AOKY
= -z .
P2 04 m’ kg K P2: %2
_ (65908331 -] barem) oo
b= me 100000 ) ~FP2 2

P, = (65,9083 bar) - z(p,, 9,)
Darin ist die dimensionslose Funktion
2(py, 9,) = 1,0 — 2,490067 x 10~*p, + 1,7837443 x 107°p3 + - - - + 3,635653 x 107'?p3

das gegebene Polynom.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass (m- R-T,/V), die erste Klammer in der
Gleichung fiir p,, die Einheit bar besitzt. Damit ist klar, dass der Druck p, auch die Einheit
bar bekommt. Dariiber hinaus ist in Abbildung 8.4 der Druck auf der Abszisse in bar
angegeben, deshalb beziehen sich alle dimensionslosen Realgasfaktoren z auf die Vorgabe
eines Drucks in der Einheit bar. Die Zahl z(p,,d,) kénnen Sie aus dem Diagramm leider
nicht ablesen, denn der Druck p, ist unbekannt. Sie gehen daher einen anderen Weg bei der
Bestimmung des Drucks p,. Sie verwenden die gegebene Virialgleichung. Insgesamt muss
die Zahlenwertgleichung

P, = 65,9083 (1 — 2,4900671 x 10™*p, + 1,7837443 X 10°p3 + - - - + 3,635653 x 10™"%p))

nach p, aufgelost werden, was analytisch nicht geht. Die Fixpunktmethode ist hierfiir
bestens geeignet, obwohl die Zahlenwertgleichung auch als Nullstellenproblem behandelt
werden kann.

Fixpunktmethode: Bei dieser Methode muss in der zu l16senden Gleichung nur die unbekann-
te Grofle, hier p,, links vom Gleichheitszeichen alleine stehen, was hier zufallig der Fall ist.
Rechts vom Gleichheitszeichen darf irgendein Ausdruck, also eine beliebige Funktion der
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Unbekannten p,, stehen. Um den Uberblick zu behalten, geben Sie den linken und rechten
Seiten neue Namen. Zum Beispiel:

Linker Ausdruck:

Li(p,) =p,

Rechter Ausdruck:

Re(p,) = 65,9083 (1 —2,4900671 x 10~*p, +1,7837443 x 10~%p] + - - - 4+ 3,635653 x 107'*p?)

Im ndchsten Schritt werden beide Ausdriicke in einem gemeinsamen Diagramm mit der
Abszisse Druck p, in der festgelegten Einheit bar aufgenommen. Dabei kann Ihnen ein Com-
puterprogramm niitzlich sein.

Ll(pz) A
Re(py) Linke Funktion
80 — - ;
i Rechte Funktion
: Rel
04l R
Ay é
22— } P
T 40  Fixpunkt 80 p» in bar
Startwert
Ll(pz) A
Re(py) L?nke Funktion
Ll(pz)
80 — -
i Rechte Funktion
Re(p,)
; o
40— , f
v ‘
=i . : +——»
40  Fixpunkt 80 p> in bar
Startwert

Abbildung 6: Grafische Darstellung des Iterationsprozesses mit verschiedenen
Startwerten
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Die linke Funktion Li ist immer eine Gerade mit dem Anstieg tan(45°). Der Schnittpunkt
zwischen Li und Re ergibt die gesuchte Losung. Es kénnen auch mehrere Schnittpunkte exis-
tieren, dann sind auch mehrere Losungen mdglich. In der Abbildung ist der Schnittpunkt der
sogenannte Fixpunkt, der auf der Abszisse oder auf der Ordinate abgelesen werden kann. Fiir
sehr grobe Berechnungen geniigt die Ablesung aus der grafischen Darstellung. Jedoch soll
hier der wirkliche Druck p, mit einer Genauigkeit von einem Tausendstel Bar ermittelt wer-
den. Das geschieht mittels eines Iterationsverfahrens, das immer aus der gleichen Prozedur
besteht.

Sie suchen sich einen Startwert p,, zum Beispiel schdtzen Sie p, = 38 bar. Dieser Wert
wird als Argument in die rechte Funktion Re(p,) eingesetzt und der sich ergebende Funk-
tionswert muss mit dem Schatzwert verglichen werden. Nur ganz selten ist dann Li(p,)
= Re(p,), was schon die Losung ware! So viel Gliick beim Schdtzen haben die Wenigsten,
deshalb folgen jetzt Iterationsschritte. Hierzu bitte nicht erneut schitzen, sondern mit dem
Ergebnis Re(p,) die Iterationsprozedur erfiillen. Das folgende Schema zeigt die einzelnen
Schritte der Iteration.

Startwert: p, = 38 (der Startwert ist immer eine Schdtzung)

Es folgt: Li(p, = 38) =38 Re (p, = 38)=6‘5,269I15
| T <

1. Iteration:  Li(p, = 65,26915) = 65,26915 Re(p, = 65,26915) = 65,01712

| T <
2. Iteration: Li(p, = 65,01712) = 65,01712 Re(p, = 65,01712) = 65,01812

<
<

| T
3. Iteration: Li(p, = 65,01812) = 65,01812 Re(p, = 65,01812) = 65,01811

| T :
4. Iteration:  Li(p, = 65,01811) = 65,01811  Re(p, = 65,01811) = 65,01811

Nach vier Iterationen ist Li(p, = 65,018 bar) = Re(p, = 65,018 bar) = 65,018 bar. Das ist die
Losung: Der Druck p, steigt bei einer Temperaturerh6hung auf 20 °C auf den Wert p, = 65,018
bar. Das Sicherheitsventil am Behdlter 6ffnet nicht bei der Temperatur von 20 °C.

Wenn Sie mogen, konnen Sie die einzelnen Iterationsschritte in der Abbildung nachvollzie-
hen und feststellen, dass der Schnittpunkt sozusagen von den einzelnen Iterationsschritten
umfahren wird, bis schlie@lich bei der vierten Iteration der Schnittpunkt mit der geforder-
ten Genauigkeit erreicht ist. Bitte versuchen Sie eine neue Berechnung mit einem anderen
Startwert als 38 bar. Sie werden sehen, 65,018 bar wird wieder die Losung sein.

Aufgabe 8.3: Den Stoffstrom durch eine Gasleitung
berechnen

Der Massenstrom wird mithilfe der Realgasgleichung bestimmt.
p-V=zm-Rey T

Die spezielle Gaskonstante erhalten Sie aus Tabelle 3.1, der Realgasfaktor z wird zwischen
den Kurven aus Abbildung 8.6 linear interpoliert.
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Bei p = 0 bar betrdgt der Realgasfaktor z = 1,0. Bei p = 40 bar ist z = 0,94. Die lineare Inter-
polation ergibt: z =1 — 15 (1 — 0,94)/40 = 0,978.

J
1{(:1_14 = 518,2 kg_K zZ = 0,978

Aus der Realgasgleichung (Zustandsgleichung) folgt:

: PV
m= —
Z-Rey, - T
15 bar - 12,670 m? - kg - K bar - m’ - k
= a m - Xe =0,00125776 = " XB
h-0978-5182) - (273.15+ 25 K heJ
105 - m3 - k k
in=0,00125776 2 1M K& _ 155 506 K8
m3-h-J h

Der wirkliche Massenstrom in der Versorgungsleitung belduft sich auf 125,776 kg pro Stunde.

Die Dichtebestimmung des Gases erfolgt mit der Gleichung

p— E’
Vv
125,776 kg - h k
p= 2 D8 g 907 2B
12,670 m3 - h m3

Der Stoffmengenstrom # kann zum Beispiel die Einheit kmol/h besitzen. Damit ist die pro
Zeiteinheit (1 Stunde) durch die Leitung stromende Stoffmenge n gemeint. Die einfachste
Bestimmung des Stoffmengenstroms erfolgt mit der Formel:

_ m
(myioD)ch,
wobei my;, die Molmasse von CH, ist. Sie kann aus Tabelle 3.2 entnommen werden oder

mithilfe der relativen Atommassen aus dem Periodensystem der Elemente nachtraglich er-
rechnet werden.

(myio)cn, =1+ (Myggp)e + 4 - (Mygo)p,

(o ders = 112011 =8 44 . 1.0079—E_ — 16,043 —8
Mo)cH, = " kmol ’ kmol ~ ~  kmol
Der Stoffmengenstrom belduft sich auf:
kg
o 1257776 = kmol
=" kg 8
16,043 —& h
kmol

Alternativ kdnnen Sie auf die Gleichung p-V = z - 71 - R - T ausweichen, wobei R die uni-
verselle Gaskonstante ist.
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Aufgabe 8.4: Wirkliche Dichteanderung eines
stromenden Gases

Teil a) Methan sei ein ideales Gas. Der Massenstrom 1, an der Stelle 1 ist bekannt, also gilt
die ideale Gasgleichung der vierten Form an jeder Position.

P1‘V1 = - R-T,

Die Dichte des Gases an der Position 1 ist:

; kg - K > ki
my p1 _ 20bar g 10°] — 15.553 _g3
m

v, R-T, 5182] (273,15-25K bar-m?

P =
Aus der Gasgleichung kann der Volumenstrom an der Position 2 2berechnet werden.
P2‘172=m2‘R'T2

Wegen der Massenerhaltung pro Zeiteinheit (Kontinuitdtsgleichung) gilt r1; = m, und
infolge der reibungsfreien Stromung ist p; = p,.

m -R-T, 16kg 5182] (273,15+0)K

V2: =
D s kg - K 20 bar
L3
Vy = 1132371 —— = 11323712 ™ — 0,113 m?/s
s - bar s- 1057
m 1,6 kg-s k;
py=_ D88 4y 459 8
V, s:0,113m? m3

Teil b) Methangas wird durch die Realgasgleichung wirklichkeitsndher beschrieben als mit
der idealen Gasgleichung. Die wirkliche Dichte an der Stelle 1 ist berechenbar mit v = 1/p in
Zusammenhang mit der Realgasgleichung.

p-v=z(p,9)-R-T

p== x(p.8)-R-T=p z(p.)-R-T
P

P 9), RT,

Sie bendtigen den Realgasfaktor z, fiir den Gaszustand 1 mit p, = 20 bar und 9, = =25 °C. In
Abbildung 8.6 ldsst sich aus dem Diagramm der Realgasfaktor z, = 0,937 ablesen.

_ 20 bar -kg-K
©0,937-518,2]-(273,15-25)K

Die Umrechnung der Einheiten von bar in Joule J gelingt mit der Beziehung 1 bar = 10> J/m3.

10°-7-k k:
J = 16,599 %8
m3

k
— 0,00016599 22" X8

P1

p, = 0,00016599 3
m° -]

Diese Dichte ist realistisch. Der prozentuale Fehler gegeniiber dem Ergebnis aus der idealen
Gasgleichung betrdgt —6,3 %.

(15,553 — 16,599)
16,599

Dichtefehler = 100 % =—-6,3%

&
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Die Dichteberechnung mithilfe der idealen Gasgleichung fallt 6,3 Prozent geringer aus ver-
glichen mit der berechneten Dichte aus der Realgasgleichung.

Wie grof ist der wirkliche Volumenstrom an der Stelle 2? Die mit dem Realgasfaktor z
modifizierte vierte Form der idealen Gasgleichung lautet:

p-V=zp98 -m-R-T
Deshalb gilt an der Position 2 (Gaszustand 2):
Pz’Vz =2z(p,9), -1my -R-T,

Mit p, = p, (reibungsfreie Stromung) und mit m, = ri1; (Kontinuitdtsgleichung) ldsst sich
der Volumenstrom bestimmen, wenn vorher der Realgasfaktor an der Stelle 2 aus dem Dia-
gramm abgelesen wird.

2(p.9), = z(p, = 20 bar, 9, = 0 °C) = 0,958

. z(p,9), -m; - R-T
V,= (p, 9), 1 2
P

ml'R‘Tz
141

3 3
> =0,958-0,113 mT = 0,108 mT

V,=0,958 <
Die runde Klammer ist das Ergebnis aus dem ersten Teil (V,-Losung). Der Volumenstrom
0,108 m3/s ist sehr realistisch, da der Realgasfaktor aus genauen Messungen stammt. Der
prozentuale Unterschied zum Ergebnis im Teil a betrdgt fiir den Volumenstrom V, etwa
+4,6 %.

Die Dichte p, an der Position 2 in der Versorgungsleitung dndert sich infolge der Warme-
aufnahme in der Rohrleitung.

kg
m m ’ kg
pp=—t=—t=—_ = 14815 =
V2 I/2 0,108? m

Methan ist gegeniiber der Position 1 leichter geworden, weil seine Temperatur bei einer iso-
baren Stromungsbewegung gestiegen ist.

Aufgabe 9.1: Druckdanderung eines idealen Gases
infolge einer Temperatur- und Volumendnderung
Gesucht wird das totale Differenzial dp des Gases, das der idealen Gasgleichungp-v =R - T

folgt. Die spezielle Gaskonstante ist konstant. Wenn Sie die Gasgleichung nach p umstellen,
ist p eine Funktion der unabhdngigen Variablen v und T.

p=R T—>p=f(v,T)

v
Das totale Differenzial der Funktion p = p(v, T') lautet:

9 9
dp=<—p> v + —p> -dT
ov ), aT J
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Nebenrechnungen:

9 :i(R'T>=R.T.__1
ov ), ov v v?

) o0 (RT)_R

or /), oT v v

Somit folgt:

dp=_R'T-du+5dT
v? v

Kennt man die Anfangstemperatur T, die Temperaturdnderung dT, das spezifische
Volumen am Anfang der Zustandsidnderung v und die Anderung dv, so folgt aus dem totalen
Differenzial die Druckinderung dp. Natiirlich sollen die Anderungen dv und dT klein sein,
damit der Gesamtfehler als vernachldssigbar akzeptiert werden kann.

Aufgabe 9.2: Volumendnderung eines
Van-der-Waals-Gases infolge einer
Temperaturanderung

Gesucht wird die Ableitung dV(T)/dT eines beliebigen Van-der-Waals-Gases, das allgemein
der Zustandsgleichung

V2
folgt. Der universelle Zusammenhang fordert, dass als Ausgangsbasis eine implizite
Zustandsgleichung vorliegen muss. Diese muss zundchst formuliert werden.

<p+“'”2>-(V—n-b)=n-m-T

)
s >-(V—n-b)—n-2R-T=o

S, V., T)= <p+

Flir jedes bestimmte Van-der-Waals-Gas sind die Grofen a, b und auch die univer-
selle Gaskonstante R konstant. Die Grofe n ist die Stoffmenge des Gases und die soll
ebenfalls konstant bleiben. Bestimmen Sie die Volumendnderung dV, wenn sich die
Temperatur um d7" dndert und der Druck p konstant bleibt.

Gesucht wird (dV(T")/dT) ) und diese partielle Ableitung ist in der Gleichung des universellen
Zusammenhangs aufgefiihrt.

)\ (dIW) (VDN __,
av ), \ dp /, ar ),

v\ _ -1
(%) -
T v

dav

(dV(T)

dr >,, <—§f<v,p(v>>> . (—g,f(p,np»)
9 9 .
AU LE Ny s/ eTe) ),
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Beginnen Sie mit der Bildung der vier Ableitungen in der impliziten Form, die danach in die
vorstehende Gleichung einzusetzen sind.
—2.a-n*-(V-n-b) a-n?

0
(s 707pv) = % +p+ 2

(aif(v,p(m)) =V —b-n
4

T

<§f(V,p(V>)> =V —b-n
/4

v
(/o)) =-n-®

Die gesuchte Ableitung lautet:

<dV(T)> ~ 1
T, TCmn ] (v
V—bn n-R
v\ _ n-R-v3
ar J, 2-nd-a-b—a-n*>-V+p-V3

Im letzten Schritt wird die universelle Gaskonstante durch die Einfithrung der Van-der-
Waals-Zustandsgleichung ersetzt, um die Temperatur in der Gleichung zu haben.
dv(T) _p-V4—n-p-b-V3+a-n2-Vz—a-n3-b-V
ar ), T-Q-m-ab—a-n2-V+p-V3)

Mdchte man wissen, wie sich das Volumen eines Van-der-Waals-Gases infolge einer Tem-
peraturerhéhung bei konstantem Druck dndert, so lisst sich mit dV(T)/dT die Anderung des
Volumens berechnen.

Aufgabe 9.3: Messfehler mit totalen Differenzialen
abschatzen

Aus Kapitel 6 iibernehmen Sie die Formel fiir die Dichte der Miinze.

M 1
Pmiinze = Pw - m

Die Dichte der Miinze hangt von der Dichte des Wassers und von den Messungen M, und M,
ab. Das sind die unabhangigen Grof3en, sodass man schreiben kann:

PMmiinze = [(pw> M|, M5)

Das totale Differenzial kann daraufhin leicht angegeben werden.

of of of
dpmiinze = =— " dpy + — -dM| + — - dM
PMiinze o Pw oM, 1Ty M, 2
. . er iap £ oM
Die Funktion f ist hier f = py, Ml_l]VIZ .
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In der Fachsprache werden die drei partiellen Ableitungen als Empfindlichkeiten der Funk-
tion hinsichtlich der Variablen bezeichnet. Die partiellen Ableitungen sind:

of M

dpw - M, - M,

of __ v pw - M,
oM, M, -M, (M,- M,)?
of pw - M,

oM, (M, = M,)?
Eingesetzt in die Grundform des totalen Differenzials ergibt sich:
M, -dpy  py-M,-dM,  py - M, -dM,

dpure =
PMiinze M, — M, (M, — Mz)z (M, - M2)2

Die Differenziale dpy,, dM,, dM, sind die zufdlligen Fehler, die durch zufallig vorhande-
ne Einwirkungen entstehen und deshalb eine statistische Bedeutung haben. Solche Fehler
sind Ablesefehler bei Anzeigen, die nicht vermeidbar sind und geschdtzt werden miissen.
Sie schdtzen also, dass die Dichte des Wassers mit einem Fehler von 0,004 kg/m3 behaftet
ist. Dann wire dpy, = 0,004 kg/m?>. Sie vermuten, dass bei den Gewichtsbestimmungen der
Miinze in der Luft der Ablesefehler von dM,= + 0,01 N und bei der Messung vom M, in Was-
ser der Fehler dM, = 0,005 N betrdgt. Der maximale Fehler bewegt sich in einem gewissen
Bereich, der durch das totale Differenzial so angegeben wird:

M, pw - M, pw - M,
dpmis =——|dpy|l + —— - |dM|| + —— - [dM,
I pMunzel M] —M2 I le (M1 —M2)2 I 1| (M1 —M2)2 I 2|
Es werden Betrage bei den zufélligen Fehlern eingefiihrt und alle Glieder zusammengezahlt,
um den maximalen Gesamtfehler |dpyiinze| angeben zu konnen, mit dem die Messungen
behaftet sind. Fiir die Dichte der Miinze gilt dann:

M,

PMmiinze = Pw * M. — + |dpMijnze|

1 2
Falls sichergestellt ist, dass die Dichte des verwendeten Wassers exakt bekannt ist, dann ist
dpy = 0. Der Gesamtfehler fdllt geringer aus, namlich:

d | = M, - |dM, [+ M, - |dM,|
PMmiinzel = Pw (M, — M,)?

Neben zufélligen Fehlern gibt es noch systematische Fehler, die durch erkennbare einseitige
Messabweichungen bei mehreren Messungen entstehen und deshalb vermeidbar sind.

Aufgabe 9.4: Die Anderung der inneren Energie
eines Van-der-Waals-Gases infolge einer
Verdichtung des Gases

Sie haben bereits im Beispiel in Kapitel 9 die Formel fiir die differenzielle Anderung der
spezifischen inneren Energie kennengelernt:

ap
du=cv-dT+<T-a—T—p>-dU
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Jetzt muss die Gleichung nur noch auf das Van-der-Waals-Gas angewendet werden. Hierzu
ist die Van-der-Waals-Zustandsgleichung notwendig, denn der Gradient dp/dT ldsst sich
nur aus der entsprechenden expliziten Gasgleichung bestimmen.

)
<p+aVZ )-(V—b-n)zn-ER-T

Zuerst sollten Sie mit der gegebenen Masse m = 0,4 kg die Stoffmenge n des Argons

bestimmen.
0,4 k
n="_ = gk = 0.01001 kmol
Myl 39,948 —&

kmol
Zudem ist es vorteilhaft, die Gasgleichung nach p aufzulGsen, sodass Sie die Ableitung dp/oT
berechnen konnen.
_nR-T a- n’
PEv e~ 2

odp_ n-R

oT  (V —b-n)

Berechnen Sie jetzt den Ausdruck (T . <§—;) - p).
‘@_ n-R-T

or (V —-b-n)

Tla_p_ _nRT [(n-R-T _a-n2
of P w-bn \W-bn 1
op a-n?

T-— —p=
or Ty

Eingesetzt in die Gleichung fiir die differenzielle innere Energie du ergibt sich:

)
duzcu-dT+<aV;l >-dv

Zwischen dem Volumen V und dem spezifischen Volumen v gilt die Beziehung:
|4

v=—
m

Daraus folgt mit m = konstant:

dv= Lay
m

Schliefllich liefert die Integration vom Anfangszustand 1 bis zum Endzustand 2 die gesuchte
spezifische innere Energiedanderung u, — u,.

2

)
Jduz[cu-dT+[ LU ] 7
1

m-V?2
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Mit n = m/my,,; und ¢, = konstant folgt weiter:

a-m V, =V
”2_“1=CU(T2_T1)+(m )2'<V-V
Mol 1

Uy — uy = 03122 kgk—IK 52K

-dm® 0.4 kg - kmol - 3
4 1.355 bar-dm® 04 kg - kmo .<0,05 0,08>m

mol? 39,948 kg 0,05- 0,08 / m®
u, —u, = 15,9797 :—;

Uy—U =m-(uy—u,) =04kg- 159797 :—; =63919 K

Der erste Term ¢, - (T, — T,) ergibt 16,2344 kJ/kg und fiir —= (VZ_V' ) erhalten Sie nur

M) RS

-0,2547 kJ/kg. Auf die Einheit kJ/kmol umgerechnet folgt fiir u, — u,:

k] kJ
Uy — Uy = 15,9797 k_g My = 638,357 m

Sie haben bestimmt erkannt, dass Druckangaben fiir die Berechnung der inneren Energie-
anderung nicht notwendig sind.

Aufgabe 9.5: Die spezifische innere Energieanderung
eines idealen Gases bestimmen
Verwenden Sie die Formel aus Aufgabe 9.4 und finden Sie heraus, warum fiir ein ideales

Gas die GroRe du = ¢, - dT ist. Die universelle Gleichung fiir die allgemeine Anderung der
inneren Energie eines beliebigen realen oder idealen Gases ist:

ap
du=cu-dT+<T-a—T—p>-dU

Im Falle eines idealen Gases vereinfacht sich diese Gleichung erheblich. Die ideale Gasglei-
chung lautet:

p-v=R-T

Sie benétigen die Anderung des Drucks infolge einer Anderung der Temperatur, also dp/dT.
Aus der idealen Gasgleichung folgt:

Jdp _R

aT v
Diesen Ausdruck kénnen Sie in die Gleichung fiir du einsetzen.

du=cu-dT+(T-%—p>-dv
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Sofort erkennen Sie, dass T - R/v nichts anderes ist als der Druck p aus der idealen Gasglei-
chung. Die Klammer verschwindet, und das Ergebnis fiir alle idealen Gase ist:

du=c,-dT

Bei kleinen Temperaturdnderungen (bis etwa 80 °C Temperaturunterschied) kénnen Sie c,,
als Konstante behandeln, bei gréf3eren Unterschieden zwischen Anfangs- und Endzustand
ist ¢, = ¢,(T) jedoch eine Funktion der Temperatur. In der gegebenen Aufgabe ist die War-
mekapazitdt bei konstantem Volumen konstant. Die Integration liefert:

2

2
Idu=va-dT
1

1

U,-U=m-c,-(T,—T))=12,11KJ

Mit den gegebenen Daten erhalten Sie: (u, — u,) = 34,60 kJ/kg und (U, - U,) = 12,11 kJ. Die
spezifische innere Energie, also der spezifische Energieinhalt des idealen Gases, hat wahrend
des Verdichtungsprozesses um 34,6 kj/kg zugenommen, weil u, grofier ist als u,. Absolut

gesehen sind nach Erreichen des Endzustands im Gas 12,11 k] Energie mehr gespeichert als
zu Beginn des Verdichtungsprozesses.

Aufgabe 10.1: Industrieller Lufterhitzer

Leistungsdaten (88 W und 800 W) zeigen an, dass der erste Hauptsatz als Leistungsbilanz
benutzt werden muss. Die Systemgrenze ist die innere Oberfldche des Kanals. Die Anpassung
des Hauptsatzes an das System ergibt:

(g;)12o=0 Warmeddammung
- (W) = (Py)y + (Py)y
m-(wg); =0 aufgrund der reibungsfreien Stromung
Z, =2, horizontaler Kanal

In der Leistungsbilanz verbleiben nur die folgenden Glieder:

62—62

P+ (Py)y=mr-(hy—h))+m < S > 1. Hauptsatz als Leistungsbilanz

In der spezifischen Enthalpie h, ist die gesuchte Temperatur T, verborgen. Die zweite Unbe-
kannte ist die mittlere Stromungsgeschwindigkeit c, am Austritt des Kanals. Aufgrund der
Annahme, Luft sei ein ideales Gas, gilt:

hy—hy=c, - (T, = T))
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Die Kontinuitdtsgleichung liefert zusammen mit der idealen Gasgleichung den Massen-

strom.
P1
pl-cl-A=p2-c2-A —) c2=cl-—
P2
. 14 p
m=p -c-A und = — und =
P € P1=R. T, P2 =R T,

Werden diese Beziehungen im 1. Hauptsatz beriicksichtigt, entsteht die folgende Gleichung
fiir T,, in der alle gegebenen Groflen vorkommen.

P, + (Py),) -2 p*- R>-T?
(( el)l ( 61)2) + 2-CP-T1 + C]2=2'Cp'T2+c]2 1—22
prec-A §

— —
(1/T))?

Entstanden ist eine quadratische Gleichung fiir T,, die nur eine reelle Losung besitzt. Die
einzelnen Terme sind:

k
pr =L = 120878 &
R-T, m3
Py, + (P
5. Ll +( el)2=54416,551 J
pr-cr-A kg
2
20, T +c2=5791815 L +36 =
kg s2
J
206, =2010-T,
PR T2 2
cf <‘—22> =4,3357602 x 107* - T} —
p s2 K2

Da die Einheit m2/s? gleich J/kg ist, muss die gesuchte Temperatur die Einheit Kelvin haben.
Eine Zahlenwertgleichung fiir T, ist entstanden.

544416,551 + 5791815 + 36 = 2010 - Ty + 43357602 x 10~ - le
K K?

Um eine reine Zahlenwertgleichung zu bekommen, ist folgender Ansatz iiblich:
T,=x-K
544416,51 +579181,5 +36 =2010- x +4,3357602x 107* - x*

Die Gleichung ist erfiillt fiir x = 315,219. Somit ist die Temperatur am Kanalende T, = 315,22 K,
was etwa einer Temperatur von 9, = 42 °C entspricht. Am Kanalende ist die Dichte der Luft
p, = 1,10498 kg/m3, die mittlere Stromungsgeschwindigkeit ¢, = 6,563 m/s und der
Volumenstrom betrdgt V2 =0,0295 m? /s. An der Stelle 1 ist der Volumenstrom infolge
der kleineren Geschwindigkeit etwas kleiner: V; = 0,027 m®/s. Allerdings betrigt der
gerundete Massenstrom an jeder Stelle im Kanal /1 = 0,03264 kg/s.
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Aufgabe 10.2: Wasserturbine

Unter der Annahme, dass nur die Leistung der potenziellen Energie des Wassers zur
Verfiigung steht, folgt aus dem 1. Hauptsatz:

1
(W) + (Z(WR») =g (z— 7))
N—— i=1 12 S——
1 MW N oo’ 100 m
15000 W

Der Massenstrom wird gesucht.
. 10° W + 15000 W

g (z2,—2))
L2 kg-m? 2 k
jpo L01S000W-82 ) ocokgm?t 2 ook
9,81 m-100 m s3 m2 s

Angenommen, die Dichte des Wassers ist 1000 kg/m3, dann verldsst ein Volumenstrom von
etwa 1,0347 m3 Wasser pro Sekunde die Turbinenaustrittséffnung.

Aufgabe 10.3: Die Reibungsarbeit in einer
Stromung ermitteln
Der erste Hauptsatz fiir dieses offene System vereinfacht sich etwas, weil das Fluid keine

technische Arbeit (keine Pumpe oder dergleichen ist vorhanden) leistet und kein irreversi-
bler Warmeaustausch vorliegt.

I C2 _ C2
@)1 + (W) + <Z (wR)i> =(hy —h)+ <%> +8-(z—z)
v T i=1 12

Wasser ist inkompressibel und infolge dessen bleibt die Dichte p und das spezifische Volu-
men v = 1/p konstant.

hy=¢c, - T+p,-v und hy=c¢c, - T+p,-v

Eine Spiegelabsenkungsgeschwindigkeit an der Stelle 1 des grofen Tanks gibt es nicht
und infolge dessen ist ¢, = 0. An der Stelle 1 herrscht der Druck p, = 1 bar. Mit den festen
Abmessungen am Versuchsstand z, = 3,5 m, z, = 0,4 m, L = 4 m koénnen aus den beiden
Gleichungen

VICZ-d2~7T/4

1 C2
<Z(wk)i> =v-(p2—p1)+52+g-(22—21)
12

i=1



Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1-10."August 2018 6:32 P.M. Page 74

74 Ldésungen und Lésungswege

die Gréfen c, und die Reibungsarbeit bestimmt werden.

I . 2
1 1/4-V
<§(wR)i>12=; -(pz—p1)+ §<m> +g-(z2—z1)

I
(Z (wR)i> =(9,2156 + 8,7204 — 30,441) J_ —12,505 el

i=1 12 kg kg
Das Fluid verliert pro Kilogramm Wasserdurchsatz die Energie von 12,5 J zur Uberwin-
dung der Reibungseffekte am Einlauf zum waagerechten Rohr und im Rohr der Ldnge
L = 4 m. Wiirde man etwas entfernt vom Einlauf, dort, wo die Einlaufstérungen im Ge-
schwindigkeitsprofil ausgeglichen sind, ein zweites Druckmessgerdt im waagerechten Rohr
anordnen, kdnnte man in neuen Versuchen den Reibungseffekt nur im Rohr zwischen den
Drucksensoren ermitteln.

Aufgabe 10.4: Die Leistung einer Wasserpumpe
berechnen

Es handelt sich um ein offenes System. Die Systemgrenze beginnt am Wasserspiegel 1 im
unteren Tank A, sie wird durch die vom Wasser benetzten Innenwdnde gebildet und endet

am Wasserspiegelniveau 2 im oberen Tank B. Der erste Hauptsatz in integraler Form lautet
allgemein:

1 CZ _ c2
()12 + (W))pp + (Z (wR)i> =(hy —h)+ < 2 5 l > +8-(z,—2z)
\,—J i=1 12

Fiir jedes Medium gilt fiir die spezifische Enthalpie an den Stellen 1 und 2:
hy=(c,), T, +p,- 0y und hy =(c,) - Ty + py - vy

Kein Warmeaustausch bedeutet T, = T,; fiir das inkompressible Wasser ist p, = p,, somit ist
v, =1/p, =1/p, = 1/p.Inden groRen Tanks gibt es keine Spiegelabsenkungen, deshalb ist
an den Stellen 1 und 2 die Geschwindigkeit des Wassers null. In den Rohrleitungen betrdgt
die mittlere Geschwindigkeit ¢ des Wassers jedoch:

R 14
d*-r
Jedes Kilogramm transportiertes Wasser muss gegen die Schwerkraft g in den oberen Tank

B befordert werden und erhdlt die spezifische potenzielle Energie g - (z, — z;) mitz, =0 m
und z, = H.

Auf der linken Seite des ersten Hauptsatzes fdllt die irreversible Warme fort, denn aufgrund
einer guten Warmeddammung an den wasserfiihrenden Teilen des Systems gibt es keinen
Warmeaustausch. Die Rohnetzberechnung verlduft so, dass ein Rohrsystem aufgeteilt wird
in gerade Rohrstrecken und in Fittings (Einbauteile), die zusammen den Druckverlust durch
Reibung ausmachen. Wenn die Geschwindigkeit des Fluids bekannt ist, ldsst sich fiir jedes
gerade Rohrstiick mit vorgegebenem Rohrdurchmesser und Lange sowie mit der kinema-
tischen Zahigkeit des Fluids die Reynoldszahl der Rohrstromung im Rohrstiick ermitteln.

&
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Kennt man auerdem die relative Rauigkeit der Innenwdnde der Rohre, so kann man aus ei-
nem speziellen Rohrreibungsdiagramm (Moody-Diagramm) den Rohrreibungsbeiwert 4 fiir
dieses Rohrstiick bestimmt. Diese Prozedur muss fiir jedes einzelne Rohrstiick durchgefiihrt
werden, wenn es in der Ldnge, in der Rauigkeit oder im Durchmesser verdndert ist. Inge-
nieure fiir Stromungsmechanik ermitteln auSerdem aus Tabellen oder Diagrammen noch
die Summe der Widerstandsbeiwerte ¢ der benutzen Fittings im System und beschreiben so
den Druckverlust in der Anlage, der in die folgende Rechnung als Reibungsarbeit zwischen
den Punkten 1 und 2 der Anlage eingeht.

1 I 2 J c?
(3w, =z».£.‘i+ YL
2, (Wr)i N IV )
i=1 12 i=1 1 _]=1
h,—/’ S— —
Rohrreibung Reibung durch
Einbauteile

Mit dem Laufindex i und j werden die Rohrstiicke und die einzelnen Einbauten durchgezahlt.
Fiir diese Aufgabe gilt:

1
L 4(L1+ L2 2

Die Daten fiir alle Glieder des ersten Hauptsatzes liegen vor. Weil die Gesamtformel zu lang
ist, verglichen mit der Breite dieser Buchseite, werden die einzelnen Glieder ausgerechnet.

¢=179577m/s
m=c-A=40kg/s
hy—hy =22 20— 150 m?)s?
PP

g-(z,— z;) = 323,73 m?/s?

1
—(2 (wR)i> = 345,917 m?/s>
i=1 12

Daraus ergeben sich die spezifische technische Arbeit und die Leistung.
2
m
(w,), =529,937 =

W)y =m- (W), =211975W

Die Leistung der technischen Arbeit wird an den Schaufeln der Pumpe benétigt, um das
Wasser in den oberen Tank zu transportieren und um die Reibungsarbeit zu kompensieren.

Falls im unteren Behdlter A der Druck des Luftpolsters sich bei 1 bar = 100 kPa einstellt, muss
die Pumpenleistung erh6éht werden auf 27197,5 Watt, denn der Vordruck des Luftpolsters
hilft dann nicht, die Fliissigkeit ein Stiick in das Ansaugrohr zu schieben.
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Aufgabe 11.1: Isobare Expansion eines idealen Gases

Die Arbeit, die bei der Ausdehnung der Luft auflen am System abgenommen werden kann,
ist die (absolute) thermodynamische Arbeit W,, in der Einheit KkJ.

Wihp=m-wp,

Die spezifische thermodynamische Arbeit ist:
Uy
Wiy = — J p(v) - dv,
Uy
wobei p konstant sein soll und deshalb vor das Integral gezogen werden kann.
Uy
Wy = _PJ'dU =—p- (1, -0
Uy
Somit gilt fiir W,,:
Wi =—-m-p-(v;—v)

Die ideale Gasgleichung bringt die Temperaturen T, und T, ins Spiel:

R-T, R-T,
v = und Uy =
p p
R * T2 R ° Tl
Wyh=-m-p- -—— ) =—m-R-(,-T))=-m-R-(9, -9
p p
Gesucht ist die Temperatur T, im Endzustand des Systems.
W
9, = +9
2T R 1

Achtung: Beim Einsetzen der Daten an die Vorzeichenregelung fiir die Arbeit denken. Die
thermodynamische Arbeit wird vom System abgegeben, verringert also die innere Energie
des Systems und muss deshalb negativ eingesetzt werden.
_ —(=30Kk]) -kg-K
27 22kg-0,2871K
Der isobare Expansionsvorgang mit der Abgabe der Volumendnderungsarbeit erreicht bei
69,5 °C Lufttemperatur im Zylinder den Endzustand 2.

+22°C=6949 °C

Aufgabe 11.2: Mischungstemperatur und
Gleichgewichtsdruck einer Gasmischung
Dieser Mischvorgang von CO,-Gasen fiihrt auf die Mischungstemperatur aus Kapitel 4, die

jetzt aus dem ersten Hauptsatz fiir geschlossene Systeme abgeleitet werden soll. Es sind drei
Gaszustdnde vorhanden.
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Folgende Indizes werden gesetzt:

Gaszustand 1: Im Tank A bekommt das Gas den Index 1 fiir seinen Anfangszustand bei ge-
schlossener Verbindungsleitung zum anderen Tank.

Gaszustand 3: Im Tank B bekommt das Gas den Index 3 fiir seinen Anfangszustand bei ge-
schlossener Verbindungsleitung zum anderen Tank.

Gaszustand 2: Im Tank A bekommt das Gas den Index 2 fiir seinen Endzustand bei offe-
ner Verbindungsleitung zum anderen Tank nach dem Ausgleichsvorgang. Im Tank B erhdlt
das Gas auch den Index 2 nach dem Ausgleichsvorgang. Beide Tanks haben dann denselben
Gaszustand; denselben Index 2.

Erster Hauptsatz nur fiir das geschlossene System Tank A, zwischen Gaszustand 1 und 2:
My - (Grey)in + My = Wiy = My Uy — My - Uy
Erster Hauptsatz nur fiir das geschlossene System Tank B, zwischen Gaszustand 3 und 2:
My (Qrey)zy + Mp - W3y = My - Uy — My - Uy

Wenn keine reversible Warme durch die Warmeisolierung der beiden Tanks gelangt und
keine thermodynamische Arbeit im Spiel ist, gilt: (grey)12 =0, (Grey)3» =0, w;, =0 und
ws, = 0. Die Hauptsdtze lauten jetzt:

My -y —my -u; =0 und mg Uy —mg - u3 =0
my-c,-Ty—my-c,- T} =0 und mg-c, - Ty—mg-c, -T;=0.
. ~ . ~

' '

Anderung der inneren Energie Anderung der inneren Energie

im Tank A zwischen 1 und 2 im Tank B zwischen 3 und 2

Die Anderung der inneren Energie nach der Mischung im Tank A bedeutet, dass das Gas
im Tank A diesen Energiebetrag gewinnt, falls T, grofer ist als T, oder verliert, wenn T,
kleiner ist als T,. Ahnlich sind die Verhiltnisse im Tank B. Die Anderung der inneren Energie
im Tank B tritt als Energieverlust an das Gas des Tanks A hervor, wenn seine Temperatur T,
grofler ist als die spdter sich einstellende Mischtemperatur T,. Die Mischtemperatur ist aber
momentan noch unbestimmt.

Mit anderen Worten: Wenn die innere Energie eines Gases bei der Mischung abnimmt, dann
muss dieser Energiebetrag die innere Energie des anderen Gases erh6éhen. Im Endeffekt darf
keine innere Energie verloren gehen, da infolge der warmegeddmmten Wande (adiabate
Wadnde) und der nicht vorhandenen Arbeit die innere Energie konstant bleibt. Da das System
(Tank A und Tank B) adiabat ist, miissen sich die Anderungen der inneren Energien in den
einzelnen Tanks nach dem Mischprozess aufheben. Das heift, die Anderungen der inneren
Energien miissen zusammengezdhlt null ergeben.

(my-c, - Ty—my-c,-T))+(mg-c, - Ty—mg-c,-T3) =0
Es ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Mischtemperatur T, entstanden.
my-c, - Thy+mg-c,-Ty=my-c, - Ty +mg-c,-T;

my-c,-T; +mp-c, -T
T, = A v 1 B v 73 Mischungstemperatur
my - c,+mg-c,

&
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Weil angenommen wird, dass die spezifische Warmekapazitdt ¢, im Temperaturbereich 30 °C
bis 65 °C konstant ist, darf c, gekiirzt werden. Bei grofleren Temperaturunterschieden sollte
gepriift werden, ob der dadurch entstehende Fehler akzeptiert werden kann.

p_maTitmg Ty 2kg: (27315 +30)K+4kg- (273154 65) K
L= =

my + mg 2kg+4 kg
T, =326,483 K
-9+ -9 2kg-30°C+4kg-65°C
82=mA | T My 3 _ g g =5333°C

mpy + mg 2kg+4kg

Der Druck nach der Mischung und die Volumina der Tanks werden mithilfe der idealen Gas-
gleichung ermittelt.

V, = =0,382m’
141
mg -R-T
Vp=——"2=051lm’ und V. =0893m’
P3
py- Vi + V) =(m+my)-R-T,
p, = 4,144 bar

Wenn Sie mogen, kénnen Sie nochmals die Temperatur T, mit den temperaturabhdngigen
spezifischen Warmekapazitdten c,(7") berechnen. Sie benétigen hierzu die folgende Tabelle
der c,(T)-Werte. Als Losung ergibt sich gerundet die Temperatur T, = 53,72 °C.

9°C TK ¢, kI / (kg K)

30 303,15 0,6615
35 308,15 0,6665
40 313,15 0,6715
45 318,15 0,6764
50 323,15 0,6813
55 328,15 0,6861
65 228,15 0,6957

Daten der spezifischen Warmekapazitét ¢ (T) des Gases CO,

Aufgabe 11.3: Nutzungsgrad eines Prozesses

Der Mikrowellenofen ist ein geschlossenes System, das Wasser in der Schale ist das Untersu-
chungsobjekt. Die Mikrowellenstrahlung regt die Wassermolekiile an, starker zu schwingen;
so erhoht sich die innere Energie des Wassers. Arbeit wird in der Mikrowelle nicht geleistet.
Der erste Hauptsatz als Energiebilanz ist hierfiir zustdndig, das konnen Sie aus der gegebe-
nen Leistungsangabe 1200 W schlielen.

(Qrev)12 + & _ UZ Ul

At Ar Ar At
—— ——
1200 W =0
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Mit W, = 0 und der Prozesszeit At = 132 s folgt:
Uy=m-c, T, und U=m-c, T
: m
(Orev)i2 = A7 ¢, (I, =T,

Auf der linken Seite steht die Leistung der Mikrowellenstrahlung von 1200 Watt, die ins-
gesamt vom Strahler in den Mikrowellenraum abgegeben wird. Allerdings erwarmt nur ein
Teil davon das Wasser in der Schale. Es verging die Zeit von 132 Sekunden, bis sich die Tem-
peratur des Wassers von 10 °C auf 50 °C erhoht hat. Das heif3t, Sie miissen auf der linken
Seite noch einen Faktor einfiihren, den Nutzungsgrad #, der kleiner als 1 sein muss, da Sie
nur die Energie bestimmen wollen, die das Wasser aufgenommen hat.

. m
n- (Qrev)12 = E : cp : (TZ - T2)

Auf der rechten Seite der Gleichung steht die Warmeenergie, die das Wasser in der Schale
aufgenommen hat. Der Sinn des Prozesses ist, die Temperatur des Wassers zu erhéhen. Jetzt
ist die Leistungsbilanz in Ordnung und der Nutzungsgrad (entspricht hier dem Wirkungs-
grad) n kann ermittelt werden.

m-c, - (T2 - Tz)
n=——"—"—"=053 oder n=53%

At - (Qrev)12

Sicherlich fragen Sie sich, warum in der Formel die spezifische Warmekapazitdt bei konstan-
tem Druck c, steht, obwohl die innere Energie mit ¢, gebildet wird. Nur bei idealen Gasen
giltu = ¢, - T', bei allen Fliissigkeiten und Festkorpern gilt jedoch ¢, = c,,.

Aufgabe 11.4: Kaltes und heiRes Wasser mischen

Es kann der erste Hauptsatz fiir geschlossene Systeme benutzt werden. Das am Anfang kalte
Wasser erhdlt den Index 1, das warme Wasser den Index 2 und die fertige Mischung den Index
3. Es gibt drei Wasserzustande. Arbeit wird nicht geleistet! Reibung wird vernachlassigt. Die
irreversible Warme ist dann die reversible Warme.

Das kalte Wasser nimmt bei der Mischung die Warme Q,, auf. Eine Warmeaufnahme dient
zur Erhohung der eigenen inneren Energie; also ist der Warmebeitrag positiv.

my - Grey =my - c, - (T3 =T))
——
QZU
Das warme Wasser gibt bei der Mischung die Warme Q, an das kalte Wasser ab und verrin-
gert seine innere Energie; also ist der Beitrag negativ.

my - (_qrev) =my -y (T3 - T2)
—_——
Oap

Wenn keine weitere Warme entweicht, wovon Sie ausgehen kénnen, ist der abgegebene War-
mebertag Q,, gleich dem aufgenommenen Warmebetrag Q,,.

—my-c,- (I3 =T)) =my-c, - (T3 =T))
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Temperaturdifferenzen in Kelvin entsprechen Temperaturdifferenzen in °C.
—my-c, (I3 —9,)=m-c, - (-9 Gleichung fiir die Mischungstemperatur

In dieser Beziehung gibt es zwei Unbekannte, eine weitere Gleichung ist also notwendig, um
die Aufgabe zu 16sen. Nehmen Sie die Gleichung zur Erhaltung der Masse.

m3=m1+m2

Somit gibt es zwei Gleichungen fiir die Unbekannten m, und m,. Mit den Daten: J, = 70 °C,
9,=10°C, ¢, = 4,18 kJ/(kg K), 9, = 40 °C folgt:

—my ¢, (93 =9, =(m3—my)-¢c,- (95 -9,)

m m
m, = 73 = 45 Liter und m; = — =45 Liter

Konnten Sie diese Zahlen erraten? Probieren Sie diese Aufgabe mit den gleichen Zahlen,
jedoch mit einer Mischtemperatur von 38 °C. Losung: 48 Liter Kaltwasser und 42 Liter
Warmwasser ergeben 90 Liter bei 38 °C.

Aufgabe 11.5: Adiabate Expansion eines idealen Gases

Eine adiabate Entspannung eines idealen Gases wird durch die Adiabatengleichung
beschrieben:

p - v* = konstant
Die Gleichung gilt zwischen dem gegebenen Anfangszustand 1 und dem Endzustand 2.
py - U] = p, - U5 = konstant

Wahrend des Prozesses bleibt die eingeschlossene Masse m des Gases konstant. Deshalb
folgt mit V =m- v:

pl . I/IK — p2 . I/2K
Mithilfe dieser Gleichung kénnen Sie V, bestimmen:

/K 5/7
V,=V,- <’ﬁ> = 0,026m’ - (2) =0,1534 m’
b 1
Die thermodynamische Arbeit wird am einfachsten mithilfe der in Tabelle 11.3 angegebenen
Formel ermittelt.
k=1

o O <,2>(7)_1

k—1 Py
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Wenn diese Gleichung mit der Masse m, die nicht bekannt sein muss, multipliziert wird,
erhdlt man W, und V.

k-1

_mu <P2>(T)
m:-Wpp=——" - -1

k—1 15

k=1
W _hep|(p () 1_0,026m3-12bar 1\ |
|G T E e \(s) o
K P ;

Wy, =-0,3965 m® - bar = —39,65 kJ

Das Minuszeichen zeigt an, dass die Arbeit W}, von 39,65 KkJ von der Maschine abgege-
ben wird. Bitte liberzeugen Sie sich, dass auch die beiden folgenden Formeln zum Ergebnis
fiihren.

V. . 178 K—1
Wi, = LA = -1
Kk—1 v,
Man erhdlt W,, durch das Ersetzen des Druckverhdltnisses p,/p, mithilfe der Adiabatenglei-

chung. Alternativ kénnen Sie auch folgende Gleichung benutzen:

_Pz'Vz_P1'V1
Kk—1

Aufgabe 12.1: Entropieproduktion eines
expandierenden idealen Gases

Die spezifische Entropiedanderung ds kann mithilfe einer passenden Gleichung aus
Tabelle 12.2 berechnet werden. Da das Volumen V' =m - v und die Temperatur im An-
fangszustand gegeben sind, wird die Gleichung

c
ds=-=.-dT + E-du
T v

ausgewdhlt. Der Ausdehnungsvorgang ist isotherm und somit ist dT = 0. Die Integration
zwischen Anfangszustand 1 und Endzustand 2 ergibt formal:
2 2

st:R-J@
v

1 1
Gegeben sind V, und V, und nicht die spezifischen Volumina v, und v,. Also miissen V, und
V, mithilfe der allgemeinen Beziehung V' = m - v eingefiihrt werden.

V=D, v V,

2
. : v;
s;— s =R- J mdv _g. { dm U)=R-J'd—V=R-ln 2
m-o % % v,

V=D, V=0, Vi
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Die Masse des Gases bleibt konstant. Mit den Daten des Anfangszustands erhdlt man die
spezielle Gaskonstante R.

R:P1‘V1
m'Tl
sos =P (2
2T v,
-V v,
m'(Sz—Sl)=p1T 1-ln<72>
1 1
-V Vi 3 bar - 0,6 m’ 0,77 bar - m?
s, s =P g (2] 2 3bar0om’ 0T 6 001497
271 T “<Vl> 300K\ 06

Mit der Umrechnungsbeziehung 1 bar = 100000 J/m3 folgt die positive Entropiednderung:

S, =8, =149,7 !

K
Die Entropie S, im Endzustand muss grof3er sein als S,. Im System wurde Entropie erzeugt,
weil ihr Betrag um 149,7 J/K gestiegen ist. Sie konnen auch sagen, dass Unordnung wah-
rend des Prozesses geschaffen wurde. Der Druck p, wird mithilfe der idealen Gasgleichung

berechnet.
m-R-T, p -V
Dy = = = 2,337 bar
v, v,

Wenn Sie das Beispiel umdrehen und einen Verdichtungsprozess von 0,77 m3 bis 0,6 m3
untersuchen, erhalten Sie eine negative Entropieanderung, die die Gasteilchen zusammenr-
ticken ldsst; dadurch entsteht mehr Ordnung im System.

Aufgabe 12.2: Ist die reversible Warme 6q,.,(T, v) eine
ZustandsgroRe?
Wenn in der Thermodynamik eine Funktion f(x,y) ein totales Differenzial df besitzt,

dann ist f eine Zustandsfunktion. Fiir f(x, y) muss dann der Satz von Schwarz erfiillt sein.
Nehmen wir voriibergehend an, dass der Ausdruck

R-T
0qpey, =C, - dT + —— - dv
v
ein totales Differenzial der Funktion q,., = f(7', v) ist. Dann muss die Form

aqrev aqrev
By = | —zev ) g7 4 (Zhev ) 4
frev < or ) T\ ),

bestdtigt werden konnen. Der Koeffizientenvergleich liefert:

aqrev _ aqrev _ R-T
— | =c, und —_— =
or /, ov ), v




Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1 -10."August 2018 6:32 P.M. Page 83

Lésungen und Lésungswege 83

Andererseits muss der Satz von Schwarz erfiillt sein. Er lautet fiir diese Aufgabe (mit
f =gy, x=Tund y = 0v):

0 (%4rev\ _ 0 (9rey
ov \ aT oT \ ov

Die ersten Ableitungen sind schon durch den Koeffizientenvergleich festgelegt.

) =57 (550
R

Also gilt:

0+ R Der Satz von Schwarz ist nicht erfiillt!
v

Die linke Seite ist ungleich der rechten Seite. Die spezifische Warmekapazitdt c, hangt bei
einem idealen Gas nicht von v ab. Die gemachte Annahme, dass dq,,, ein totales Differenzial
sei, war nicht richtig!

Aufgabe 12.3: Ist die Entropie ds eine
Zustandsfunktion?
Wenn die Entropie s(T', v) eine Zustandsgrofle sein soll, dann muss der Satz von Schwarz

erfiillt sein, denn nur dann gilt das totale Differenzial ds als Zeichen einer Zustandsfunktion
in der Thermodynamik.

0 (0s(T,v) o (9s(T,v)
= — ) = = —= Satz von Schwarz
ov oT oT ov
ds = 9s(T,v) dT + 9s(T.0) dv totales Differenzial
aT ov

Zuerst wird ein Koeffizientenvergleich zwischen der gegebenen Gleichung in der Aufgaben-
stellung und dem totalen Differenzial durchgefiihrt.

as(T,v) ¢, ds(T,v) R
= — und —_— ==
oT T ov v

Diese Terme gehen als innere Ableitungen in den Satz von Schwarz ein.

5 (7)=57 (3

0=0

Der Satz von Schwarz ist erfiillt, die Entropie s(7,v) ist eine Zustandsgrofe. Thr Wert
im Endzustand eines beliebigen Prozesses ist nicht vom Prozessweg (nicht von der
Prozessfithrung) abhdngig. Ausgehend vom Anfangszustand eines Prozesses ist es egal, wie
der Endzustand erreicht wird.
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Aufgabe 12.4: Ist der zweite Hauptsatz der
Thermodynamik verletzt?

Fiir das Gesamtsystem miissen die Kontinuitdtsgleichung, der erste Hauptsatz und der zwei-
ter Hauptsatz erfiillt sein, sodass es keinen Widerspruch zu den thermodynamischen Geset-
zen gibt. Das Gesamtsystem wird in zwei Teilsysteme zerlegt: Das erste Teilsystem umfasst
den Anfangszustand 1 (p, = 6 bar) und den Endzustand 2 (p, = 1,5 bar, T, = (273,15 — 14) K).
Das zweite Teilsystem wird auch vom Anfangszustand 1 (p, = 6 bar) versorgt und endet im
Zustand 3 (p, = 2 bar, T, = (273,15 + 70) K). Aus der Kontinuitétsgleichung folgt:

ml 20,4 . ml +m3

Fiir den Massenstrom ri; folgt sofort:

7513 = 0,6 . ml

Der erste Hauptsatz als Leistungsbilanz fiir offene Systeme mit einer einzigen Eintrittsoff-
nung I =1und J = 2 Austrittséffnungen lautet:

J=2 I=1 =2 . 1=1

. . . . m"cZ mi-c
(Qrev)12+(I’Vt)12=ZH2_ZH1+Z 12 - 2]

j=1 i=1 j=1 i=1

J=2 I=1
+g'<2mj'22—zmi'zl>
=1 i=1

Infolge des adiabaten Gesamtsystems ist die reversible Warme null. Keine technische Arbeit
durchdringt die Systemgrenze, die potenzielle Energien sind wegen z, = z, = z; nicht vorhan-
den. Alle Fluidgeschwindigkeiten in den zu- und abfithrenden Leitungen an den Positionen
1, 2 und 3 sind gleich. Der erste Hauptsatz vereinfacht sich erheblich.

J=2 1=1
0= H,- ) H,
j=1 i=1

0=(H2)j=1 +(H2)j=2 -(H) j=

N—— —— N——
Stelle Stelle Stelle
2 3 1
- S o S
~
Endzustand Endzustand Anfangs-
zustand

Mit j = 1 wurde hier die Austrittsstelle 2 willkiirlich festgelegt. Dann verbleibt fiir die Aus-
tritts6ffnung 3 der Zdhler j = 2.

O0=H,+Hy—H, oder H,=H,+H,
Folgende Massenstrome sind an den einzelnen Positionen vorhanden:
Eintrittsstelle 1: 1, Austrittsstelle 2: m, = 0,4 - m,, Austrittsstelle 3: riz; = 0,6 - ri1;.

iy - hy =1y - by + 1y - By
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m] 'h] =0,4~m1]’12+0,6'7h1 'h3
hl :0,4‘h2 + 0,6'h3
h1=0,4-cp-T2 + 0,6-cP-T3

hy = 041,004 —3_ . 250,15K + 0,6 1,004 —J_ . 343,15K = 310,79 2L
kg - K kg - K kg

Hieraus folgt die Temperatur des idealen Gases an der Eintrittsstelle 1:
h °
T, = — =309,55 Koder 9, =36,4"°C
CP
Die Priifung, ob der zweiter Hauptsatz der Thermodynamik erfiillt ist, besteht im Nachweis
einer positiven Gesamtentropie.

ASges =(S) = SDirs + (85— Syrs
ASges =ity - (S = 8)yps + 13 - (S — S1)o1s

Bitte sehen Sie in Tabelle 12.2 nach und iibernehmen Sie die passende Formel fiir die Entro-
piednderungen (s, — s,) der Teilsysteme. Die mittleren spezifischen Warmekapazitdten in
den Formeln werden durch die gegebenen Warmekapazitdten ersetzt.

- T
e on(3) )
. p1//J11s
T
oo () w0(2)
I P1/ /ars
AS,. =04- - (c -in(22BK) gy (L3bar
. » "\ 30055k 6bar ) ) .o

343,15 K 2 bar
40,67, - (c -In| 2228 —R-l( )
™ (C" n<309,55 K> "\ 6 bar >2'TS

Mit den Daten fiir /i1, ¢, und R ergibt sich die Rate der erzeugten Gesamtentropiednderung
des Systems:

. K]

ASges = 0,09 ﬁ(

Die zeitliche Anderung der Gesamtentropie ist positiv und somit ist der zweite Hauptsatz
erfiillt.

Aufgabe 12.5: Den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik anwenden

Das Gesamtsystem erfiillt den zweiten Hauptsatz, wenn die Gesamtentropie ASg“ > ( ist.
Drei Teilsysteme lassen sich hier trennen. Das erste Teilsystem ist der kalte Sauerstoffstrom
an der Eintrittséffnung 1 bis zum Ausgang 3. Das zweite Teilsystem beinhaltet den anfangs
warmen Sauerstoffstrom von der Eintrittsstelle 2 bis zum Ausgang 3. Am Ausgang 3 haben

sich die Stoffstrome vermischt und besitzen dieselben Zustandsdaten. Das dritte Teilsystem

&
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ist die Umgebung des Mischkastens. Dort herrscht eine konstante Temperatur J; = 18 °C.
Die zeitliche Anderung der Gesamtentropie wird mit folgender Gleichung berechnet:

allgemeine

ASges = (Sy = S i1s + (S5 = Sas + (S5 = Sl)Umgebung Formel

Die allgemeine Formel fiir ASgeS muss an den gegebenen Verhdltnissen angepasst werden.

Mit den Massenstromen an den Eingangsstellen folgt:
ASgee =11y - (53 =5 11s + 11y - (S = Sars + (52 = SDumgebung
N—— —

Zustand Zustand
1 nach 3 2 nach 3

Die spezifischen Entropieanderungen lassen sich mit den passenden Formeln aus Tabelle
12.2 ausdriicken. Werden die Zustandsbezeichnungen aus der Abbildung eingefiihrt, nimmt
die Gleichung folgende Form an.

ASges =1ty - (53— 51115 + 1y - (53— S2)1s + (82 — S umgebung

. T . T. ).
ASeszml- ¢, -In =3 —R-In & + m, - c -In -3 -0 +%
: ! T, bi 8 T, s Ty
——

0 1.TS

Der Umgebung wird die irreversible Warmeleistung Q;,, = 120 kJ/min bei der Umgebung-
stemperatur Ty, zugefiihrt. Uberall an den Offnungen zur Mischkammer ist der Druck p; = 2
bar. Der Massenstrom an der Eintrittsstelle 2 muss noch errechnet werden. Die Kontinui-
tatsgleichung

alleine geniigt nicht, weil in ihr zwei Unbekannte vorkommen. Der erste Hauptsatz fiir offene
Systeme in Form einer Leistungsbilanz erganzt sie. Nach der Abbildung gibt es zwei Eingdn-
ge i=1,2 und einen Ausgang j = 1. Allgemein lautet der erste Hauptsatz mit mehreren Ein-
und Ausgdngen:

J=1 1=2 =2 . I=1

O+ Y Wy + W= Y i, = Y B+ Y mjz'cQ -y miz-c1
j=1 j=1

i=1

J=2 I=1
+g- (ij-zz—zmi-zl>.
j=1 i=1

Die gegebenen Grofen vereinfachen den ersten Hauptsatz.

1=2

J=1
(Qirr)l2 = Z HZ - Z Hl = (Hz)j=1 - [(H1)1=1 + (H1)1=2]

j=1 i=1
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Sie erinnern sich sicher noch an die Vereinbarung, dass im allgemeinen Hauptsatz die Indi-
zes 1und 2 den Anfangszustand und Endzustand symbolisieren. Werden die in der Abbildung
festgelegten Positionen 1, 2 und 3 im ersten Hauptsatz beriicksichtigt, folgt:

Oy = Hy = [H, + Hyl = () + 1iy) - hy — 1y - hy — 1y - hy

Diese Gleichung beschreibt das vorgestellte System >>Mischkammer<«, das die Warmeleis-
tung (Qj,,)12 = O;,, verliert, sodass sie negativ in den Hauptsatz eingeht. Somit drehen sich
die Vorzeichen um.

Q,,, = —(y +1iny) - hy + 1y - hy +1iny - hy

Die spezifische Enthalpie eines idealen Gases ist einfach zu bestimmen: A =c¢, - T.

QirrI—(m1+m2)-Cp-T3+m1-Cp-T1+}'i12'Cp'T2

Zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung r1, + i, = rii; haben Sie zwei Gleichungen mit
den beiden Unbekannten 1, und ;.

ty - Cp (Tl - TS) - Qirr kg kg

m, = =4365 — und my = 6,464 ——
Cy- (I3 -T,) min min

Schlieglich ldsst sich die zeitliche Anderung der Gesamtentropie (des Universums)
bestimmen.

. T. T. ).
AS,  =rm-(c,-In(=2 iy (e, -In( = + G
- ! Ty )/ s ! T,/ )ars Ty

. 295,15 295,15 20] W
AS,, = [21-0922 In( 222 ) +4365-0,922 -1 ,
ges [ n<278,15> * n<333,15> 291,15] min - K
ASy. =003 —I 50
’ min - K

Die Anderung der Gesamtentropie ist positiv. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
wurde nicht verletzt.

Aufgabe 12.6: Warmeleitung durch eine Wand

Bei einer eindimensionalen Warmeleitung durch eine feste Wand wird vorausgesetzt, dass es
einen riesigen warmen Warmespeicher der Temperatur T,, und einen riesigen kalten War-
mespeicher der Temperatur T, < T,, gibt und die warmedurchldssige feste Wand die beiden
Warmespeicher trennt. Dabei sollen die beiden Warmespeicher so grof§ sein, dass ihre Tem-
peraturen T, und T, zeitlich konstant bleiben. Die Speicher merken den Warmefluss nicht!
Der warme Wirmespeicher liefert die Warmeleistung Q,, an die feste Wand; dort gilt fiir die
reduzierte Warmeleistung der Ausdruck Q,, /T, . Falls keine Wirmespeicherung in der Wand
erfolgt, wird die aufgenommene Warmeleistung weitergeleitet zur gegeniiberliegenden Sei-
te und dort wird aus Q;, die GréBe (—Q,,,). Die Ubergabe an den kilteren Wirmespeicher bei
der kilteren Temperatur T, wird also von der reduzierten Wiarmeleistung —Q.,/T; beglei-
tet. Der vom kélteren Warmespeicher pro Zeiteinheit aufgenommene Warmebetrag erhéht
seine innere Energie aufgrund seiner Gréfle nur geringfiigig (nicht messbar).
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Bei jedem stationdren Warmeleitungsprozess, das heif3t, bei sehr grofen kalten und warmen
Warmespeichern, sind die Wandtemperaturen T,, und T zeitlich konstant, und die zeitliche
Gesamtentropieinderung ist null. Achtung, nur die Anderung der Gesamtentropie ist null,
nicht die Gesamtentropie selbst; sie bleibt wihrend des Ubertragungsprozesses konstant.

ds
: ges
ASy = —= =0

Mit der allgemeinen Gleichung fiir die Gesamtentropiednderung und der Betrachtung von 3
Teilsystemen, warmer Speicher, Wand und kalter Speicher folgt:

ASges = (S, = SDi1s + (82 = SDwana + (S — SDs1s

0. . -0 . : ~ ~
0= T_m+(Sz_S1)Wand+ Tout mt |Oin| = [Qoutl =0
w k
. . —Q Q B Tw - Tk
S, -8 =—+-=0"
(S, 1)Wand T, + T ( T, - Ty
. . —800W 800 W
S, =8 =
( 2 I)Wand 293 K 273 K
) X \WY W W J
S, -8 =-273 —-+4+293 = =020 _— =020 —
(S, 1)Wand K + K K K-s
In der Wand wird ein Entropiestrom von 0,20 W/K infolge der Temperaturdifferenz T, — T,

erzeugt.

Aufgabe 12.7: Entropieproduktion beim
Warmedurchgang durch eine Wand

In jedem Teilsystem wird Entropie erzeugt. Da sich die Temperaturen an keiner Stelle im
System mit der Zeit dndern, liegt ein stationdrer Warmetransport vor. Es gibt keine zeitliche
Gesamtentropiedanderung.

_ dSy,
ASees = =4

Die eigentliche Grundgleichung fiir die Gesamtentropiednderung des Systems besteht hier
aus fiinf Teilentropien.

=0

o Qin . . X . ) ) —Q
ASges = T + (S5, — Sl)GSW + (S5 — S)wana + (5> — SI)GSk + T:ut

800 W . . . ) . . 800 W

= So3x + (527 S0as, * (2= Sidwana + (S2 = Sidas, + 73

Die warmen und kalten Grenzschichten GS,, GS, und die Wand zusammen erzeugen
den folgenden Entropiestrom:
_Qout Qi _ 800W 800 W

(SZ_SI)GSW+(S2_S1)Wand+(SZ_S1)GSk_ T, T TO3K 293K

) i ) i i ) W
(85 = Sas, + (52 = SDwana + (5 = S)gs, = 0,20 K
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Bitte vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem von Aufgabe 12.6. Die gegebenen Grunddaten
haben sich nicht gedndert. Eine alternative Losung ist:

T . T,

max min

. . . . . . ) -
(5, = Sl)GSw + (S — S)wana + (5 — Sl)GSk =0- <M>

Die Temperaturen T, ,. und T.;, an den Randern der betrachteten Schichten (hier links von

GS,, und rechts von GS, ) sind gegeben. Mit T, . =293 Kund T, = 273 K folgt:
X ) . . . . 293 - 273\ W A
S-S S-S 81 = 8gs, =800+ (Soras ) T =020 =
(S = Si)gs, + (52 = Swand + (52 = Si)gs, 203.273 ) X K
Als Ndchstes wird der Entropiestrom durch die warme Temperaturgrenzschicht GS,,
berechnet.
. ) . Tax — T 293 — 288 W
Sy = S)gs = 0 - [ o~ —min =800-<—) = 00474 —
( : I)GSW © ( Tmax : Tmin )GS 293 - 288
Die Berechnung des Entropiestroms durch die Wand erfolgt analog:
X i . Tax — Thin 288 — 279
(S = SDwang = O - <—> =800-<—) 008961—
an Tax * Tooin / wand 288 - 279

Das vierte Teilsystem ist die Temperaturgrenzschicht GS, mit der maximalen (warmen)

Temperatur T, .. = 279 K an der linken Seite der Schicht und der minimalen (kalten) Tem-

peratur T ;, = 273 K an der rechten Seite. Der Entropiestrom durch die kalte Temperatur-
grenzschicht GS, betragt:
) ) - Thax — T
(S, —S)gs, =0 - _fmax —min =800 - (M) 006302—
k Thax * Toin / s, 279 - 273

Insgesamt belduft sich der Entropiestrom durch die drei inneren Schichten (Teilsys-
teme 2 + 3 + 4) auf (0,0474 + 0,08961 + 0,06302) W/K = 0,20 W/K. Dieser Wert wird durch
die irreversible Warmeiibertragung durch die drei Schichten GS,,, Wand und GS, infolge der
dort herrschenden Temperaturunterschiede erzeugt.

Priifung: Ist die zeitliche Entropiednderung Ang =0?

. 800 W . . . . . —-800 W
ASge = 203K +(S8, = S, )as, (82 = SDwand + (82 = Si)gs, + SR
. 800 W \W% \W% W  —-800W
AS,.. = 0,0474— 4+ 0,08961 — + 0,06302— =
e~ 203K T K K K 273K

Aufgabe 12.8: Erfullt der Betrieb eines
Axialkompressors den zweiten Hauptsatz?

Der Axialkompressor ist thermodynamisch gesehen ein offenes System. Das ideale Gas Luft
wird angesaugt und stationdr verdichtet. Es ist der erste Hauptsatz anzuwenden, um eine
zweite Zustandsgrofle am Austritt berechnen zu kénnen. Erst danach kann mit der Gesam-
tentropie der zweite Hauptsatz fiir die Axialmaschine iiberpriift werden. Der erste Hauptsatz
fiir offene Systeme in integraler Form lautet:

(Gre)in + (W) = hy — hy +

NS] |l\.)ml\.)

2
-1
2
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Fiir alle idealen Gase gilt: h = ¢, - T

2 2
G 9
(Grev)12 + (W) = ¢y T, - ¢y T + E - ?

Alle Grof3e bis auf die Temperatur T, sind bekannt Somit ldsst sich die mittlere Temperatur
an der Austrittsebene 2 bestimmen.

I  q
T, = ; (Grev)in + (W) +¢, - Ty — 5 + 5

Die an die Umgebung abgegebene Warme (q,,,),, verlasst das System (stromendes Medium)
und muss negativ angesetzt werden.

kg - K (—26k] 127k 1,007k 1,4* m? 0,82£2>

= S290K — — —
271,007k \ kg kg kg - K 2 2 T2 ¢

Es gilt die Umrechnungsbeziehung 1 m?/s? = 0,001 kJ/kg.
T, =390,3 K

Zusammen mit den Wertepaaren p,, T, und p,, T,, ldsst sich die spezifische Gesamtentropie
des Axialkompressors bestimmen. Es gibt zwei Teilsysteme: Die stromende Luft ist das
Medium im eigentlichen technischen System, die Umgebung, aus der die eingesaugte Luft
kommt, das zweite Teilsystem. Die Formel fiir die spezifische Gesamtentropieanderung
lautet:

ASges = (82 = 5115 + (52 = S Umgebung

A) Berechnung der spezifischen Entropiednderung des 1. Teilsystems. Aus Tabelle 12.2 wird
die passende Formel ausgewahlt.

T, Pa
(55— 89) =c-1n<—>—R-ln<—)
27851 h1s =6 T, o

Der Index 1 steht fiir den Anfangszustand und 2 fiir den Endzustand des 1. Teilsystems.
Alle Temperaturen sind in Kelvin einzusetzen. Der Logarithmus kann nur von einer
dimensionslosen Zahl berechnet werden.

kJ 390,3K 3,6 bar kJ
- = 1.007 1 —R-1 =_ =
(S5 = ST ,00 : n< > n< bar ) 0,0686 :

B) Berechnung der spezifischen Entropiedanderung in der Umgebung. Die Umgebung erhdlt
+26 KkJ/kg Warme bei einer Oberflichentemperatur am Kompressor von 44 °C.

(rev)12 26K _kI
- = = = 0,08198
(s, Sl)Umgebung Ty kg (273,15 +44) K kg -K

Somit erhdlt man fiir das Gesamtsystem:

kJ kJ kJ
A = —0,0686 —— + 0,08198 —— = 0,0133 ——
Sges kg-K+ kg - K kg - K

Die Gesamtentropieanderung ist positiv; deshalb ist der zweite Hauptsatz der Thermody-
namik erfiillt. Der funktionierende Axialkompressor erzeugt eine Entropie von 0,0133 kJ

&
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pro kg Durchsatz und Kelvin. Je grofer der positive Wert As,, ist, desto stdrker ist die
Annahme berechtigt, dass am technischen System > Axialkompressor« noch energetische
Verbesserungen denkbar sind.

Wenn Sie diese Aufgabe nochmals durchrechnen und zum Beispiel die reversible Warme-
abgabe an die Umgebung mit einer Warmeddammung um die Halfte auf 13 kJ/kg reduzieren,
so steigt die Temperatur T, auf 402,3 K und die Entropiednderung des Gesamtsystems sinkt
auf +0,0051 kJ/(kg K). Eine Verbesserung des Prozesses ist immer anzustreben.

Auf der anderen Seite kdnnen Sie die an den Schaufeln {ibertragene technische Arbeit um 10
% auf 114,3 kJ/kg reduzieren und erneut den Prozess betrachten. Der erste Hauptsatz liefert
Thnen dann die Temperatur T, = 377,7 K. Der zweite Hauptsatz liefert dann eine negative
Gesamtentropiednderung, As,., = —0,0197 kJ/(kg K), was zum Versagen der Anlage fiihrt.
Der zweite Hauptsatz ist in diesem Fall verletzt, der gewiinschte Druck p = 3,6 bar am Aus-
gang des Axialkompressors kann nicht eingehalten werden. Erst wenn Sie den gewiinschten
Druck von 3,6 bar auf 3,35 bar reduzieren, ist die Gesamtentropiedanderung wieder positiv.

Aufgabe 12.9: Die Entropieanderung bestimmt
die Stromungsrichtung

Dieses System besitzt nur ein einziges Teilsystem. Infolge der Warmeddmmung wird die
Umgebung ausgeklammert. Die Gesamtentropieanderung bestimmt die Strémungsrichtung.
Aus den leicht zu messenden Daten Druck und Temperatur kann mit einer passenden Glei-
chung aus Tabelle 12.2 die Gesamtentropie bestimmt werden. Wir wissen, dass ein Vorgang
in Natur und Technik nur méglich ist, wenn As, grofer als null ist; wenn Gesamtentropie
erzeugt wird.

T.
As,o=c,-In(=2)-R-In(2
g p T1 2

Hier miissen unter Umstanden zwei Félle durchgerechnet werden. Es ist aus der Stromungs-
mechanik bekannt, dass sich Fluidteilchen vom Hochdruck zum Niederdruck bewegen, wenn
die Temperatur des Mediums konstant ist. Weil hier die Aufgabe sonderbar erscheint, neh-
men wir das Gegenteil an: Die Stromung im Rohr bewegt sich von A nach B. Die Nachpriifung
erfolgt mit As,.

Der Anfangszustand ist T, und p,, der Endzustand dann Ty und py.

T,
Asges=c¢, - In <T_B> —R-1In <p—B>
A Pa

K (120 + 273,15)K K 1,62 bar
Asy=1,010—>— -1 —~ 02871 o
Saes kg K n<(110+273,15)1<> kg K n<1,48bar>
k]
kg -K

>0

A g, = 0,00007

Der positive Entropiewert sagt aus, dass die getroffene Annahme richtig war! Die Strémung
verlduft von A nach B, gegen den hoheren Druck.
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Sind die Temperaturen im Rohr gleich, setzt eine Strémung von B nach A ein. In die
Gleichung fiir die Entropieinderung gehen nur R und die Driicke ein, und As, =

0,026 kJ/ (kg K) wird positiv. Sind dagegen die Driicke an den Stellen A und B gleich und die
Temperaturen unterschiedlich, Ty > T,, dann stromt die Luft von A nach B.

Aufgabe 12.10: Eine Fliissigkeit mit einem Quirl
erwarmen

Es handelt sich um ein geschlossenes System, in dem bei konstantem Druck eine Wasserer-
wdrmung stattfindet. Die Endtemperatur wird mithilfe des ersten Hauptsatzes bestimmt.

Qi) + Z Wy + Wiy =m-c,-Ty—=m-c,- T,
=0
=0

Wi . _ 120K kg K
m-c, ' 2kg-4203K

T, = + (273,15 + 10)K = 2974 K

Die Gesamtentropiednderung entspricht der im System erzeugten Entropie. Die Umgebung
spielt aufgrund der adiabaten Wande keine Rolle.

ASges =m- (s, — sl)System

T, k]
AS,.,=m-c,-In| =) =2kg-4,203 -In
gt b T, kg - K

=0,413 !
K

2974 K
(273,15 + 10) K

Das Medium ist Wasser; daher ist ¢, = c,, R = 0 und auerdem gilt p, = p,. Der zweite Haupt-
satz ist erfiillt; durch Zufuhr von Arbeit erhoht sich die innere Energie U des Wassers. Dies
kann durch Temperaturmessungen iiberpriift werden.

Aufgabe 13.1: Aus einer Druckflasche entweicht
Sauerstoff

Mit den gegebenen Daten ldsst sich der Joule-Thomson-Koeffizient im Anfangszustand 1
(p, = 30 bar, T, = 300 K) berechnen.

_1(2a _, oabp
HyT Cp R-T, mz.TIZ

piyp = 0,2482 K /bar

Erinnern Sie sich, dass der Joule-Thomson-Koeffizient durch die partielle Ableitung

_(or
HiTr = ap i

definiert ist. Die partielle Ableitung kann durch geeignete Differenzen ndherungsweise

ersetzt werden.
T, -T
0,2482 K o AT _ =4
bar Ap Dy — Dy
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Gesucht ist die angendherte Temperatur T,.

K
bar (P —py)

T, 20,2482 % - (1 bar — 30 bar) + 300 K = 292.8 K

T, - T, 20,2482

Die Temperatur des expandierten Gases ist bei einem Druckgefélle von 29 bar von 300 K auf
etwa 292,8 K gefallen. Bei grofleren Druckdifferenzen zwischen Anfangs- und Endzustand
sollte zwischen 1 und 2 integriert werden, dann entfallen Ansdtze fiir die Differenzen AT

und Ap.
oT 1 2-a a-b-p
— | == -b-3
op), C,\R-T R2.T2
T, Py
1 2-a a-b-p
dT=T,-T, = | — -b-3 d
I 2= h Jcp<m-T m?-ﬂ) P
T, Py

Zu beachten ist, dass die Temperatur vom Druck abhdngig ist, denn bei jedem kleinen
Expansionsschritt auf der Druckachse dndert sich auch die Temperatur. Allerdings ist
die Enthalpie h = konstant, und damit erfolgt die Expansion ldngs der Isenthalpen im
T-p-Diagramm.

Aufgabe 13.2: Isenthalpe Expansion eines Gases
bei hohem Druck

Hilfestellung: Die isenthalpe Expansion verlduft iiber einen groflen Druckbereich, deshalb
miissen Zwischenschritte mit Gleichgewichtszustanden beachtet werden. Ein Druckintervall
von 25 bar ist mit hinreichender Genauigkeit geeignet fiir derartige Untersuchungen. Also
erfolgt die Unterteilung in Zwischenschritten von p, = 425 bar bis 400 bar, von 400 bar bis
375 bar und so weiter bis zum letzten Schritt 25 bar bis p, = 1 bar. In jeden Schritt wird
angenommen, dass die Expansion den Gleichgewichtszustand beibehalt.

Der Kurvenverlauf der Isenthalpen im T-p-Diagramm wird durch den Gradienten
beziehungsweise durch den Joule-Thomson-Koeffizienten und den Anfangszustand
(p; = 425 bar, T| = 293 K) bestimmt.

(%),
ap N JT

Sauerstoff verhdlt sich wie ein Van-der-Waals-Gas. Deshalb ist der Joule-Thomson-
Koeffizient aus der Van-der-Waals-Zustandsgleichung zu ermitteln.

_(oT\ _ 1 (2-a _b_3a-b-p
=\ ), ", \®-T R2. T2
In jedem Druckintervall wird der Gradient 0T /dp durch den Differenzenquotienten AT /Ap
ersetzt, der wiederum durch die Grenzen der Zwischenintervalle ausgedriickt wird.

<£> _Ar _ LT 1 f2a , ,2bep
op), Ap p—pn C,\R-T R2. T

| &



Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1-10."August 2018 6:32 P.M. Page 94

94 Lésungen und Lésungswege

Der Index j = 1 bezeichnet den Anfangszustand von Druck und Temperatur (7;_; = 293 K,
D=1 = 425 bar), der Index j+1 das linke Ende des 1. Druckintervalls (Tj +1=2 = wird gesucht,
Pi+1=> = 400 bar), wobei Tj,; noch zu bestimmen ist. Jeder Index j gibt sozusagen einen
Zustandspunkt im T-p-Diagramm an. Gleichzeitig bezeichnet j die laufende Nummer der
definierten Druckintervalle. Beachten Sie, dass der Uberstromvorgang im T-p-Diagramm
vom hohen Druck 425 bar (j =1) zum Atmosphdrendruck 1 bar (j = 19) verlduft. Der
momentan betrachtete Endzustand im ersten Intervall ist p,_, = 400 bar; hierfiir ist die
Temperatur 7;_, gesucht. Mithilfe der oben genannten Gleichung finden Sie die Losung im
1. Druckintervall aus folgender Gleichung:

“1( 2-a a-b-425bar
T =l( 24 _,_gab-dbbar) hs 400 bar +293 K
== (m-z931< R . (293 K)2> ( ) bar
. 2403K-Ty | 2-a . . a-b-400bar
1= 400var—375bar © C, \M-294.13K R - (294,13 K

Es handelt sich um das zweite Druckintervall (j = 2) und gesucht ist die Temperatur 73.
T, =294,75K

Mit diesen Methoden konnen Sie weitere Temperaturen fiir die definierten Druckintervalle
bestimmen.

Der Index j = 1 kennzeichnet den Anfangszustand von Druck und Temperatur (7;_; = 293 K,
pj=1 = 425 bar) und der Index j+1 das linke Ende des 1. Druckintervalls (Tj,,_, = ? K, pj; 1 =
400 bar), wobei T, noch zu bestimmen ist. Der Index j gibt jeweils einen Zustandspunkt
im T-p-Diagramm an (vergleiche das folgende T-p-Diagramm weiter unten). Gleichzeitig
bezeichnet j die laufende Nummer der definierten Druckintervalle. Beachten Sie, dass der
Uberstrémvorgang im T-p-Diagramm vom hohen Druck von 425 bar (j = 1) zum Atmo-
sphdrendruck von 1 bar (j = 19) verlduft. Der momentan betrachtete Endzustand im ersten
Intervall hat den Druck p;_, = 400 bar und hierfiir ist die entsprechende Temperatur T;_,
gesucht. Mithilfe der oben genannten Gleichung finden Sie die Losung im 1. Druckintervall
mit folgender Gleichung:

T, — T, . a-b-p
Startpunktj=1:J—J+1=L 2-a -b-3 ;
P — Pj+1 Cp 2}{7] ERZTJ

. /

~
pyr am Punkt j=1

Fiir die Temperatur 7) in dieser Gleichung ist die gegebene Temperatur 7j_, = 293 K einzu-

setzen und fiir Di=1 gilt der Wert von 425 bar. Daraus erhalten Sie die Temperatur TJ a =1
des Sauerstoffs bei einem Druck von p;,; = 400 bar.

T, =T =

-1( 2-a a-b- 425 bar
CP

R-293K m) - (425 — 400) bar + 293 K
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Mit den gegebenen Daten a, b und R ergibt sich am linken Ende des 1. Druckintervalls die
Temperatur beim Druck p = p, = 400 bar:

T, =T, =294,13K

Die Temperatur hat sich im ersten Druckintervall erhdéht, weil der Joule-Thomson-
Koeffizient dort negativ ist (u;; = —0,04502 K/bar).

Hoffentlich sind Sie mit den Indizes j an den Druck-und Temperaturwerten und dem
Anfangszustand 1 nicht durcheinander gekommen. Beachten Sie das sich das zweite Druck-
intervall vom Druckpunkt p;_, = 400 bar bis zum Druckpunkt p,_; = 375 bar erstreckt. Der
Index steht bei j = 2. Die rechte Intervallgrenze ist aus der Rechnung im ersten Intervall
bekannt, denn die zum bekannten Druck p, = 400 bar gehorige Temperatur 7, = 294,13 K
haben Sie bereits ermittelt. Der Startpunkt liegt jetzt bei j = 2 und fiir die gesuchte
Temperatur 7., = T; gilt wieder die entsprechende Gleichung aus dem 1. Intervall.

T — T . a-b-p;
Startpunkt j = 2: J—JH=L 2-a -b-3 ;
pi=pn G\ R-T R2-T,

i=2: 294,13K - T, _1< 2.4 a-b-p, >

= (=2 _p-3__ I
400bar —375bar  C, \ R -294,13K R2 - (294,13 K)2

Die Auswertung liefert die gesuchte Temperatur T, an der linken Grenze des zweiten
Intervalls (Punkt j = 3).

T, = 294,75 K

T, gehort zum Druck p,= 375 bar. Wieder ist die Temperatur gestiegen, da auch im zweiten
Intervall der Joule-Thomson-Koeffizient am Punkt j = 2 negativ ist ( Hyp = —0,0251 K/bar).
Beachten Sie die Regel, dass jeder Startpunkt rechts von der Inversionstemperatur zu einer
Erwdrmung des expandierenden Gases fiihrt.

Behandeln Sie das dritte Intervall. Das Druckintervall ist begrenzt von den Driicken
p; =375 bar und p 4, = 350 bar. Sie bendtigen die eben bestimmte Temperatur T, = 294,75 K.
Aus der Gleichung

T, — T, . a-b-p
Startpunkt j = 3: J—JH=L 2-a -b-3 ;
pi=rn G\ R-T R2-T,

. . T3_T4 1 z-a a-b-p3
j=3: == —p-3— B
p3—py C\R-T R2 . T,?

lasst sich T, bestimmen.

T, = 294,89 K

Somit ist der Zustandspunkt j = 4 im T-p-Diagramm gegeben (p, = 350 bar, T, = 294,89 K).
Die Daten werden fiir die folgende Rechnung im 4. Druckintervall gebraucht. Wieder ist die
Temperatur des expandierenden Sauerstoffs leicht gestiegen. Wenn Sie den Joule-Thomson-
Koeffizienten am Punkt j = 3 untersuchen, erhalten Sie den Wert: y;; = —0,0058 K/bar.
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Das 4. Druckintervall mit p , =350bar, T, =294,89 K und ps =325 bar liefert die Temperatur
T,. Die zustandige Rekursionsformel ist wieder:

T. -T . a-b-p
Startpunkt j = 4: B L 2-a -b-3 ;
pi=pp G\ R-T R?-T,

. ) T, —-Ts 1 2.a a-b-p,
j= 4: = — —-b-3 >
pi—ps C\R-T, R2.-T,
Alle Daten, ausgenommen die Temperatur T, sind bekannt. Die Umstellung nach T, ergibt:

1 2-a a-b-p,
T =T, — — —b-3—2 ). (p, -
5 4 Cp <§R,T4 §R2~T42> (P4 pS)

- 7/
~\~

uyr am Punkt j=4

T, =294,57 K

Die Sauerstofftemperatur kiihlt leicht ab im Vergleich zu T,. Sie haben die Inversionstem-
peratur T fiir diesen Drosselvorgang unterschritten. Spater werden wir T; noch genau be-
stimmen. Zurzeit konnen Sie nur sagen, dass sie zwischen 294,57 K und 294,89 K liegt.
Der Joule-Thomson-Koeffizient am Zustandspunkt j = 4 ist positiv geworden: y;;= +0,01311
K/bar. Die Enthalpiekurve h = konstant fallt zum ersten Mal leicht ab!

Nach j = 4 kommt j = 5, das fiinfte Druckintervall an die Reihe. Die jetzt giiltigen Daten sind:
ps =325 bar, T, = 294,57 K, ps = 300 bar. T, wird gesucht! Die zustdandige Rekursionsformel
lautet allgemein:

Startpunktj =5: T, —T~—L 2-a —b—3a.b.pj (P = pint)
P J=9 LT C,\R-T, ERZ-TJ-Z i~ Pi+1

uy7 am Punkt j

Infolgedessen ergibt sich fiir den Zustandspunkt j = 5 die Auswerteformel:

. 1 2-a a-b-ps
=5 T,=Ty—— —b—3—3 ) (ps -
J U o <§R-T5 ERZ-T52> (ps = pe)

~
wyr am Punkt j=5 ist 0,031817 K/bar

T, =29377K

Die Gastemperatur im 5. Druckintervall der Expansion ist von Ty =294,57K auf die Tempe-
ratur T, = 293,77 K gefallen. Der Joule-Thomson-Koeffizient besitzt am Punkt j = 5 einen
positiven Wert: y;; = 0,03182 K/bar.

Es geht weiter mit den Druckintervallenj= 6, 7, 8, ... 16, 17 und schlieBlich das letzte Intervall
mit der Nummer j = 18. Sie sollten die Intervallnummern nacheinander durcharbeiten. Die
Vorgehensweise sollte beibehalten werden.

Druckintervall j = 6. Am Startpunkt j = 6 wird die Temperatur T, berechnet:

Daten: ps = 300 bar, Tg = 293,77 K, p, = 275 bar.

&
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Allgemein: 7}+1=Tj—L 2a _ —3M -(p;
C,\R-T ERZ-sz
. 1 2-a a-b-pg
j=6: T7:T6_Fp m'Té—b—:’,W).(‘pé
) pyr am Punkt j=6‘i,st 0,050499 K/bar ’
T, =292,51 K

- pj+1)

- D7)

Druckintervall j = 7. Am Startpunkt j = 7 wird die Temperatur Ty berechnet:

Daten: p, = 275 bar, T, = 292,51 K, pg = 250 bar.

Allgemein: T —T—L 2:a g abh -(p
. j+l J Cp R . T; R2 . ]}2 ]
A ~ J
Hyr am Punkt j
. 1 2-a a-b-p;
=7: Ty, =T, — — -bh-3—— |-
J 8 7 C,\R T, R2 . T72 (P
- ~ -
gy am Punkt j=7 ist 0,069332 K/bar
Tz = 290,78 K

Druckintervall j = 8. Am Startpunkt j = 8 wird T, berechnet:
Daten: pg = 250 bar, Ty = 290,78 K, p, = 225 bar

Es folgt: T, = 288,56 K, ujp = 0,08849 K/bar

_pj+1)

—pg)

Die weiteren Daten werden in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

Intervall-Nummer  Druck bar ~ Temperatur K Druck bar ~ Temperatur K pypK/bar
8 pg =250 Tg =290,78 pg =225 T, = 288,56 0,088493
9 py = 225 T, = 288,56 P, =200 T, =28586 0,10817

10 P, =200 T, =28586 p,, =175 T, =28264 0,12857

11 p,, =175 T,  =282,64 p,, =150  T,,=27889 0,14992

12 p,, =150  T,,=27889 P,s=125  T,5=27458 0,17249

13 P,3=125  T,5=27458 p,, =100 T, =269,67 0,19661

14 p,, =100 T, =269,67 Pys =75 T,s = 264,10 0,22268

15 P =75 T,s =264,10 Py =50 T,c =257,82 0,25120

16 Pi =50 T,s =264,10 p,; =25 T,,=250,75 0,28285

17 py; =25 T,; =250,75 Pig=1 Tig =243,10 0,31851

Temperaturen T, der einzelnen Rechenschritte
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Mit dem Ergebnis T;_,3 = 243,1 K ist die Rechnung beendet. T,; entspricht dem
physikalischen Endzustand 2 der isenthalpen Expansion. Der Abkiihleffekt von der
Anfangstemperatur T, bis zur Temperatur im Endzustand T, (entspricht Tj_ ,5) wird durch
die Temperaturdnderung T, — T, ausgedriickt.

T,—T, =243,10K— 293K = —49.9K

Einen weiteren Einblick in die Sachlage der isenthalpen Expansion kann durch den Verlauf
der konstanten Isenthalpen aus der folgenden Abbildung erlangt werden. Als Nachstes ist
die Inversionstemperatur T; zu bestimmen.

Zur Ermittlung der Inversionstemperatur suchen Sie das Temperaturmaximum der
Isenthalpen in der Abbildung auf und bestimmen dort den Wert. Sie wissen aus der
durchgefiihrten Rechnung, in welchen Temperaturbereich das Maximum zu suchen ist. Die
Ablesung aus der Kurve ist eine gute Schdtzung, die in den meisten Fdllen geniigend genau
ist. Ein anderer Weg ist der Folgende: Mit den Daten der einzelnen Rechnungen verfiigen
Sie iiber die Zustandsdaten p; und T, fiir j = 1...18. Sie kénnten eine Approximationsfunktion
T(p) errechnen. Das ist Extraarbeit, aber vielleicht haben Sie Erfahrung mit nichtlinearen
Approximationen. Meine nichtlineare Approximation fiir diese Aufgabe ergab:

T(p) = 243,0910528 + 0,3178471832 p — 0,00055546329 p? + 0,1971632617 x 1076 p3

Das Temperaturmaximum erhalten Sie mit der Bedingung dT/dp = 0. Bei welchem Druck
nimmt die Ableitung der Approximationsfunktion den Wert null an?

dT/dp = 0,317847471832 — 0,00111092658 p + 0,591489785 x 1076 p?
Durch die Nullsetzung ergibt sich der Druck p, der zur Inversionstemperatur T; gehort.
0 = 0,317847471832 - 0,00111092658 p + 0,591489785 x 10~6 p?

Im Druckintervall von 1 bar bis 425 bar erfiillt der Druckwert p = 352,13 bar die gewiinschte
Bedingung. Schlieflich ist mithilfe der Approximationsfunktion T; = T(p = 252,13 bar) gleich
294,7 K. Am Zustandspunkt mit den Koordinaten p = 352,13 bar, Inversionstemperatur
T; = 294,7 K ist der Joule-Thomson-Koeffizient null.

Zum Schluss gehen wir der Frage nach, wie grof die konstante Enthalpie langs der Expansi-
onskurve in der Abbildung ist? Hierzu wird ein Bezugspunkt der Enthalpie benétigt. Mehrere
Moglichkeiten bieten sich an. Beziehen Sie sich auf den Bezugspunkt eines idealen Gases, so
ist die spezifische Enthalpie am absoluten Nullpunkt gleich null.

WT =0K)=0k/kg

Fiir das ideale Gas Sauerstoff wird in der Chemie der Referenzwert im Standardzustand
(p = 1,01325 bar, T = 298,15 K) als Standardenthalpie definiert, weil meistens die Abwei-
chungen vom Standardzustand interessieren.

h(p =1,01325 bar, T = 298,15 K) = 0 kJ /kg

Manche Autoren schlieBen sich der neuesten Empfehlung aus der Chemie an, den Stan-
dardzustand am Druckpunkt p = 1 bar bei der Temperatur 298,15 K (25 °C), festzulegen.
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Jedoch die meisten Tabellenwerke verbleiben bei der Atmosphdre 1 atm = 1,01325 bar. Die
Unterschiede in den Tabellen sind normalerweise klein und kdnnen oft vernachldssigt
werden. In diesem Buch ist der Bezugsdruck fiir den Norm- und Standardzustand eine
Atmosphdre, p = 1,01325 bar.

Damit die Vielfalt der Referenzwerte (Bezugswerte) weiter steigt, wahlen wir fiir das >»reale
Gas Sauerstoff« am Zustandspunkt p = 1 bar, T = 298,15 K (25 °C) den Bezugswert:

H(p=1bar, T =298,15K) =-9,44 L

mol
Die Aufgabe behandelt das reale Gas Sauerstoff. Deshalb sollten Sie den aus realen Mes-
sungen stammenden realen Sauerstoffbezugswert der Enthalpie bei 1 bar und 298,15
K gutheiflen. Die Anpassung an die Daten dieses Beispiels ist am einfachsten am Punkt
j =18 mdglich, weil dort der Druck 1 bar ist. Wenn bei p = 1 bar und T = 298,15 K die Enthalpie
H = -9,44 J/mol ist, wie groB ist dann H am Zustandspunkt j = 18, bei p = 1 bar und
T = 243,10 K (= Tj4)? Hierfiir bendtigen Sie die Enthalpietabelle des realen Gase O,. Im
folgenden Tabellenauszug, der nur fiir p = 1 bar gilt, darf linear interpoliert werden.

Druck bar  Temperatur 9°C  HJ/mol

1 -50 -2186,8
1 =25 —1480,8
1 0 -742,14
1 25 -9,44

Absolute Enthalpie des realen Gases Sauerstoff. Der reale Bezugswert bei p = 1 bar, Temperatur = 25 °C ist
H = -9,44 J/mol. Man geht davon aus, dass dort noch kein ideales Gas vorliegt, da dort der Realgasfaktor
z=0,99 betragt.

Interpoliert ergibt sich die H bei der Temperatur T,g = 243,10 K (9 = 30,05 °C) zu:

H =-16234 g =-16234 i
mol kmol
Mit der Molmasse von O,, my,, = 31,999 kg/kmol, folgt weiter:
kJ
—-1623,4 ——
H=—tml __5073 g

kg
31,999 )

Sie konnen hiermit sagen, dass ldngs der Isenthalpen in Abbildung 7 die Enthalpie
= —50,73 kJ/kg konstant ist. Der verwendete Bezugswert (p = 1 bar und T = 298,15 K)
sollte dabei erwdahnt werden.

Aus den berechneten Temperaturen wurde das T-p-Diagramm erstellt. Vom Anfangszustand
1 (j = 1) bis zum Endzustand 2 des Sauerstoffs (j = 18) fdllt die Temperatur des Sauerstoffs
um 49,9 °C ab, obwohl am Anfang eine geringe Temperaturzunahme bis zur Inversionstem-
peratur von 294,7 K, zu verzeichnen war.
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Abbildung 7: Der Temperaturverlauf der Expansion. Das Maximum der Kurve
kennzeichnet die Inversionstemperatur.

Aufgabe 14.1: Entropieanderung einer polytropen
Zustandsanderung

Bei einer polytropen Zustandsanderung ldsst sich das Druckverhadltnis p, /p, in der Gleichung
fiir die Entropieanderung

T
sz—sl=cp-ln<72>—R-ln<Z—?>
1

ersetzen durch

P _ <£>_
P T,

Man erhalt die Losung:

T, T\
s, —=s;=c,-In Fl —R-In Fl
T T
=c,-In( = —R-< i )-ln -
’ T, n—1 T,
T
={cp—(cp—cv)-<ﬁ>}~ln<f> mit ¢, =K-¢,
n n T,
= . . 1_ ) }.1 i
o fr(1-727) 4725} o (7)
n—K T,
—s, =c, - .In( =2
275 <n—1> n<T1>

Page 100
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Die Entropiedanderung hangt nur von der Art des Gases und von den Temperaturen an den
Zustandspunkten 1 und 2 ab.

Aufgabe 14.2: Ubertragung der Prozessfunktionen

ds = 0 und dv=0 aus dem p-v-Diagramm in das
T-s-Diagramm

Die Isentrope im T-s-Diagramm ist eine senkrechte Linie zwischen den Zustandspunkten 1
und 2. Der Zustandspunkt 1 liegt unten bei der kleineren Temperatur, denn das Tempera-

turverhaltnis einer Isentropen

ﬂ
h_ <ﬂ> "
T, P>
sagt aus, dass mit k¥ = 1,4 und p,/p, < 1 das Temperaturverhdltnis T,/T, auch kleiner als 1
bleibt. Somit ist T, grofer als T,. Der Richtungspfeil zeigt im p-v-Diagramm von 1 nach 2

und diese Richtungsinformation bleibt im T-s-Diagramm unverdndert.

T 4

T

83 S1= 52

Abbildung 8: Die Prozessverlaufe ds =0
und dv = 0 im T-s-Diagramm.

Vom Zustandspunkt 2 nach 3 gilt die Prozessfunktion dv = 0, die im T-s-Diagramm die
Form einer Parabel besitzt. Im p-v-Diagramm ist p, kleiner als p, und mit der Gleichung
einer Isochoren eines idealen Gases

I, T,

Pt P

die an dieses Beispiel angepasst werden muss, folgt:
T, T T

2=2 oder 2_h > 1

Py D3 T, ps

Somit ist T, groBer als T,. Der Kurvenverlauf dv = 0 knickt am Zustandspunkt 2 nach unten
zum Punkt 3 ab und steigt nicht weiter an. Der Richtungspfeil zeigt unverdandert von 2 nach
3. Die Projektion dieses Pfeils auf die s-Achse gibt die Information preis, dass s, kleiner ist
als s,, was Warmeabfuhr bedeutet. Der Betrag der spezifischen Warmeabfuhr q,, wird durch
die Flache unter der Kurve dv = 0 von s, bis s, reprdsentiert. Das T-s-Diagramm ist erstellt;
es hilft oft, den Uberblick zu behalten.
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Aufgabe 14.3: Sind Anderungen der inneren Energie
wegunabhangig?

Weg A: Zuerst wird die Anderung der inneren Energie u, - u, lings des Prozessweges A
bestimmt. Die Rechnung gelingt mithilfe des ersten Hauptsatzes fiir geschlossene Systeme,
weil dort die innere Energie vorkommt.

qi3 + Wiz =uz —uy

Aufgrund der zwei Zustandsfunktionen dT = 0 und dp = 0 setzt sich die reversible Warme
q,, formal aus den Anteilen q,, und q,, zusammen. Das gleiche gilt auch fiir die spezifische
thermodynamische Arbeit w,; = w,, + w,;.

Uy — Uy = qpp +gp3 + Wiy + Wy3

Nebenrechnungen: Fiir q,, und w,, ist die Zustandsdanderung isotherm.

= py v .ln<ﬂ>
12=P1 Vs )

D
W,,=p -0 -ln<—>
12=P1 0 o

Nebenrechnungen: Fiir q,; und w,, ist die Zustandsdnderung isobar. Anfangs- und Endzu-
stand werden mit den Bezeichnungen 2 und 3 versehen.

9

3 = CpLgZ (T; - Ty)

Wy =—R-(T5 = T))

Fiir die Differenz der inneren Energien folgt weiter:

p 9 p
u3—u1=p1-ul-ln<p—l>+cp|8;-(T3—T2)+p1-ul-ln<p—2>—R-(T3—T2)
2

1

p p 9
u3—u1=pl-u1-1n<—‘>—pl-ul.1n<—1>+cp|&3.(T3—T2)—R-(T3—T2)
123 D :

29

93

u3 - ul = (Cp|192 . _R) . (T3 - T2)

9
Uy — iy =cv|,92 : (T3 - TZ)

Die spezifische Anderung der inneren Energie lings des Prozessweges A kann mit den
gegebenen Daten berechnet werden.

Weg B: Dieser Prozessweg besteht nur aus der Polytropen mit dem Polytropenexponenten
n = 1,536 zwischen Zustand 1 und 3. Aus der Auflistung aller Polytropengleichungen im
Abschnitt » Polytrope Zustandsanderung« in Kapitel 14 kann eine entsprechende Gleichung
ausgewdhlt werden. Leider ist keine direkte Gleichung fiir u, — u, dabei. Also wdhlen Sie
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wieder, dhnlich wie Weg A, den ersten Hauptsatz fiir geschlossene Systeme, denn dort
kommt die innere Energie vor.

Uy —U;p =(q;3 +wp

Nebenrechnungen: Fiir q,; und w, ist die Zustandsanderung polytrop.

n—kK

q13= “ W3

Kk—1

R
Wi3=-"7 (I3 =T))

Die Gleichung fiir die Anderung der spezifischen inneren Energie ist einfacher geworden.

n—k n—K
u3—u1=K_1-w13+-w13=( _1+1>-w13

n—k k-1 R
u3_u1=<1<—1+1<—1>n—1'(T3_Tl)

n—1 R
v =(F57) g =T

R . R 9 .
u3—u1=m~(T3—T1), wobei mzcuzcvlgf 1St
uy—up=cly - (Ty=T)),  wobei T, =T, ist

Die spezifische Anderung der inneren Energie lings des Prozessweges B unterscheidet sich
nicht vom Ergebnis aus der Prozessfiihrung A. Somit kann gesagt werden, dass die Ande-
rung der spezifischen inneren Energie u, — u, (und damit auch die innere Energie U, - U,)
nicht vom Prozessweg abhangt, unabhdngig davon, wie der Weg von 1 nach 3 verladuft. Die
innere Energie ist eine Zustandsgrofe, die ein totales Differenzial vorweisen kann.

Als Abschluss soll noch der Zahlenwert fiir u, — u, ermittelt werden. Das Prozessmedium
ist das ideale Gas »Luft«; die ausschlaggebenden Daten sind Cv|§2' T, und T;. Die ideale
Gasgleichung gilt natiirlich an jeder Stelle im p-v-Diagramm. Sie benétigen die Temperatur
am Zustandspunkt 3. Der Druck p, entspricht p,.

Am Zustandspunkt 1 gilt:
R-T, 3

v = —21 =08613 =
Pi kg

Am Zustandspunkt 2 ldsst sich der Druck p, berechnen.
Uy

py =p; - — = 8,613 bar
Uy

Langs der Polytropen gibt es die Polytropenfunktion p(v) als Zahlenwertgleichung, die aus
der Polytropengleichung p - v" = konstant an allen Punkten der Polytropen ermittelt werden
kann. Am Punkt 1 sind die Daten bekannt.

py - v} =konst.

10,8613 =konst. = 0,79506
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An jeder Stelle ldangs der Polytropen gilt die Zahlenwertgleichung:

_0,79506
T pls3e

in der v als reine Zahl eingesetzt werden darf, um p als reine Zahl zu erhalten. Die richtige
Einheit von p ist bar. Wenn p = 8,613 eingesetzt wird, befinden Sie sich am Punkt 3 und
konnen dort v; aus der Zahlenwertgleichung berechnen.

=
8613 = 27000 qer b= <M> " 0212

1936 8,613

3

Das spezifische Volumen am Punkt 3 ist: v; = 0,212 m? /kg. Aus der idealen Gasgleichung
am Zustandspunkt 3 folgt schlieflich die gesuchte Temperatur T,.

v; _ 8613bar 100k 0212m*-kg-K
R bar-md kg - 0,2871 KJ

T3:p2~ :636K

Mit T, und T, folgt 9, = 26,85 °C und 9, = 362,85 °C, sowie cplg'? = 1,027 kJ/ (kg K).

9 9 KJ
CU|'9? = cP'S? —-R= 0,7399 kg_K
Die Anderung der inneren Energie beliuft sich auf:
9 kJ k]
Uy — U = CUl&T (I3 =1T,) =0,7399 - (636 — SOO)k_g = 248,6 e

Der Energieinhalt des Systems u, hat im Zustand 3 gegeniiber dem Zustand u, um 2438,6 kJ/kg
Masse der Luft zugenommen. Dabei ist es egal, welcher Prozessweg gewadhlt wird, um vom
Gaszustand 1 zum Gaszustand 3 zu gelangen.

Aufgabe 15.1: Ein rechtslaufiger Carnot-Kreisprozess

Ausgehend von der Zustandsfolge, wie sie in Abbildung 15.7 dargestellt ist, gilt zwischen 2
und 3 und zwischen 4 und 1 jeweils die Isentropengleichung der Form:

K _ K K __ K
Pyt Uy =p3- Uy und Py Uy =pp -0

An jeder Stelle auf den Prozessfunktionen gilt auSerdem die ideale Gasgleichung, mit der
sich der Druck in den Isentropengleichungen eliminieren ldsst.

DU, =R-T, und p3 -3 =R-Tj

Py, =R-T, und p; v =R-T,
R-T, _R-T R-T, R-Tl.

Uy =——— D und SV =

K
3

Die Temperaturverhdltnisse sind:
—1 -1
T, 4y T, v

k-1 und k-1
T o T, o




Trim Size: 1776mm x 240mm Ruderich bappO1.tex V1 -10."August2018 6:32 P.M. Page 105

Losungen und Lésungswege 105

Da beim Carnot-Kreisprozess fiir die Temperaturen T, = T, und T,= T, gilt, folgt fiir die
spezifischen Volumina:

K—1 K—1
U Y

k=1 k-1
L) Yl

Daraus folgt weiter:

—_ =— oder —=—
U, U Uy U3

Aufgabe 15.2: Maximale reversible Arbeit zwischen
zwei Temperaturen

Die beste reversible Warmekraftmaschine ist der rechtldufige Carnot-Kreisprozess, der die
1000 k] Warme aufnimmt, um Nutzarbeit abgeben zu konnen. Dies ist aber nur moglich,
wenn der Kreisprozess auch eine gewisse Warmemenge an den kdlteren Wdarmespeicher
abfithrt. In Tabelle 15.1 sind die Gleichungen fiir den reversiblen Carnot-Kreisprozess
aufgefiihrt. Der thermische Wirkungsgrad betrdgt hier mit T, = T, und Ty, = T;:

I;-T;,  BIK
T, 373,15K

ey = =0,217 oder N = 21,7 %

Auf der anderen Seite gilt auch die allgemeine Formel

—cjﬁp-dv
’7h=—»
t .

mit der die Nutzarbeit bestimmt werden kann.
—+p -dv=0,217 - 1000 k] = 217 kJ

Von den 1000 kJ konnen 783 KJ nicht in Arbeit umgewandelt werden. Der thermische Wir-
kungsgrad wird auch als Carnot-Faktor bezeichnet, weil er eine grundsdtzliche Bedeutung
bei der Umwandlung von Wdrme in maximale Arbeit besitzt.

Aufgabe 15.3: Wahr oder falsch: Zum Betrieb einer
Warmekraftmaschine

Der Wirkungsgrad der Maschine ist anhand der Nutzenarbeit und dem notwendigen Auf-
wand an Warme berechenbar.

_ Nutzenarbeit _ 210KkJ/kg
= zugefiihrte Warme 600 kJ /kg

= 0,350der 35 %

Andererseits ist die allerbeste Warmekraftmaschine nur mit dem rechtsldaufigen Carnot-
Kreisprozess denkbar. Sein thermischer Wirkungsgrad ist unabhdngig von der Art des Ar-
beitsgases, sondern hdngt nur von der maximalen und minimalen Temperatur im System
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ab. Wére die angebotene Maschine ein rechtsldufiger Carnot-Kreisprozess, dann ware sein
thermischer Wirkungsgrad

T;-T; 450K-310K

= 0,311 oder31,1 %
T, 450 K oderat.l

M =

Es kann keine Maschine geben, die besser ist als der Carnot-Kreisprozess. Bei den vorge-
legten Daten der Firma zu dieser Maschine stimmt etwas nicht!

Aufgabe 15.4: Ein theoretischer Kreisprozess
zum Uben

Mit den Parameterfunktionen
p(t)=2-sin(t) + 3
v(t)=2-cos(t) + 3

kann ein rechtsldufiger Kreisprozess erzeugt werden. Die Konstruktion des Kurvenverlaufes
erfolgt mit dem Parameter t. Fiir t = 0 sind p(t = 0) = 3 und v(t = 0) = 5. Im p-v-Diagramm
entsteht ein einzelner Punkt. Der Parameter t wird um einen Schritt At = 1 erhoht, dann
werden wieder wird p(t =1) und v(t = 1) berechnet. Ein zweiter Punkt entsteht im Diagramm.
Weitere At-Schritte erzeugen schliefllich einen rechtsldaufigen Kreis mit dem Radius r = 2,
den Sie als einen rechtsldufigen Kreisprozess betrachten.

Bei Parameterdarstellungen ist folgende Formel fiir die Ermittlung der eingeschlossenen
Flache (Nutzarbeit) zu verwenden:
t=2-r
1
—fﬁp'dv =3 J {v(®) - dp — p(?) - dv}
1=0

Anhand der Parameterfunktionen p(t) und v(¢) miissen zuerst die Anderungen dp und do und
danach die Nutzarbeit bestimmt werden.

% =2-cos(?) und dp =2 -cos(t) - dt
% = —2 -sin(?) und dv = -2 -sin(?) - dt
—Op-dv= % {[2 - cos(t) +3]-[2-cos(t)-dt] —[2 - sin(¢) + 3] - [-2 - sin(¢) - d7 ]}
: =0
) t:%zr
—Op-dv= % {[2-cos(t)+3]-[2-cos(t)] —[2-sin(t) + 3] - [-2 - sin(¢)]} - dt
’ 1=0
t=%-7r
— p'dv=% {6-cos(?) + 6 -sin(¢) + 4} - dr
t;O
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—Op-dv=4-7

Selbstverstandlich ist die Kreisflache 4z. Werden die entsprechenden Einheiten von p und v
beriicksichtigt, gilt fiir die Nutzarbeit:
| m? kJ

—m p-dv=4-=m -bar-k—g=400-n k_g

Aufgabe 16.1: Zum Betrieb eines Uberhitzers und
einer Dampfturbine

Losung: Im Zustand 1 liegt Sattdampf vor. Sattdampf liegt immer auf der Taulinie (x = 1).
Bei 40 bar Druck ist seine Temperatur nach der Drucktafel 9, = 250,33 °C und sein Warme-
inhalt ist h, = h" = 2800,3 kJ/kg. Im Dampfzustand 2 hat der Sattdampf im Uberhitzer pro
Kilogramm 622 KkJ aufgenommen. Somit betrdgt h, = (2800,3+622) = 3422,3 kJ/kg. Dieser
iiberhitzte Dampf, in der Kraftwerkstechnik auch Frischdampf genannt, strémt in die
Dampfturbine und leistet dort technische Arbeit. Im Dampfzustand 2 tritt somit {iberhitzter
Dampf mit p, = pp = 40 bar und h, = hy = 3422,3 kJ/kg auf. Aus Tafel III, Tabelle 16.13,
lasst sich zwischen den Temperaturen 450 °C und 500 °C die Temperatur 9, = 490 °C
interpolieren.

9 in°C h inkJ/kg

450 3331,2
? 34223
500 3445,0

Daten zur 9,-Interpolation aus Tabelle 16.13, Druck = 40 bar

500 — 450
3445 —3331,2

Sie konnen sofort auch die spezifische Entropie s, in Tabelle 16.3 ermitteln. Mit p, = 40 bar
und J, = 490 °C ergibt die Interpolation s, = (sp), = 7,06048 KJ/(kg K).

9, =450°C + -(3422,3 — 3331,2) °C =490 °C

Am Ausgang der Dampfturbine werden der Druck p, = 3 bar und die Temperatur 9, = 180 °C
gemessen. Aus Tabelle 16.7 geht hervor, dass bei einem Druck von 3 bar bei 180 °C der
Zustandspunkt im Gebiet des iiberhitzten Dampfs liegt. Die Interpolation liefert eine spezi-
fische Enthalpie von h, = 2823,46 kJ/kg.

Der erste Hauptsatz beschreibt die Enthalpiedifferenz h, - h,, die vom {iberhitzten Dampf
aufgebracht wird, um den spezifischen Warmedurchgang durch die warmegedammte
Systemgrenze der Dampfturbine (g;,,),;, die Reibungsarbeit innerhalb der Dampfturbine
(wg),; und die abgegebene spezifische Arbeit (w,),, abzudecken.

kJ

k
(Girr)23 + (WR)oz + (W,)y3 = hy — hy = (2823,46 — 3422,3)%5 = —598,84 k_g
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Ist der Dampfturbinenprozess von Zustand 2 nach 3 ideal, also ohne Warmeverluste
((Qjyy),;= 0) und ohne Reibung ((wg),; = 0), dann handelt es sich um eine reversibel
arbeitende Dampfturbine und (q,e,),; = (Qiyy),3 + (W), ist null. Mit (g, ),; = 0 ist aber die
Entropieanderung zwischen 2 und 3 auch null. Dies bedeutet, dass die abzugebende techni-
sche Arbeit die maximale mogliche reversible Arbeit ist. Fiir diesen Fall wadre der thermische
Wirkungsgrad, besser auch als Giitegrad bezeichnet, 100 %. Genau fiir diesen theoretischen
Fall wurde zusdtzlich der Zustandspunkt 4 ins h-s-Diagramm aufgenommen. Hierfiir gilt
s, = 5,. Die maximale reversible technische Arbeit ist somit durch (w,),, bestimmt und ihr
Zahlenwert entspricht einem Giitegrad von 100 %.

Am Zustandspunkt 4 ist der Druck p, = 3 bar und die spezifische Entropie s, gleich s,.
sy = 84 = 7,06048 kJ /(kg - K)

Gesucht wird die spezifische Enthalpie h, . Als Erstes priifen Sie in Tabelle 16.7 nach, ob Punkt
4 bei p = 3 bar noch im iiberhitzten Gebiet liegt. Die spezifische Entropie s, liegt zwischen
den Temperaturen 140 und 150 °C. Die Temperatur auf der Taulinie bei 3 bar ist 133,54 °C, also
deutlich unterhalb von §, . Sie bendtigen aber die spezifische Enthalpie h, und wissen jetzt,
dass Tabelle 16.7 (Tafel III) bei p =3 bar hierfiir zustdandig ist. Wieder ist eine Interpolation
zwischen s und h notwendig.

sinkJ/(kgk) hink]J/kg

7,0254 2738,8
7,06048 ?
7,0771 2760,4

Daten zur h,-Interpolation. Auszug aus Tabelle 16.7, Druck = 3 bar.

k] 2760,4 —2738,8

kJ
h, =2738,8— 4+ =~~~
4 kg = 7,0771 —7,0254

- (7,06048 — 7,0254)H = 2753,296 —
kg kg

Der erste Hauptsatz, der den reversiblen Dampfturbinenprozess zwischen 2 und 4

beschreibt, lautet:

k]

(W,)0y = hy — hy = 2753,296 = —669,00

5 _ 34223 L)

kg k

Dieser Betrag entspricht einem Giitegrad von 100 %. Wie grof ist der Giitegrad bei der wirk-
lichen Enthalpiedifferenz h, — h,? Der Dreisatz bringt die Losung:

|hy — h,| = 669,00 11:—; entspricht 100 % Giitegrad

|hy — h,| = 598,84 11:—1 entspricht 5 % Gilitegrad
’ g

Der Giitegrad der Dampfturbine betrdgt:

100

= ——-598,84 = 89,5
669,00 ’ 95 %

n
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Genau 89,5 Prozent der theoretisch maximalen reversiblen Arbeit werden zwischen den
Dampfzustdnden 2 und 3 als echte spezifische technische Arbeit abgegeben.

h in kl/kg
A

oo A0 C

- hp=3422,24 kl/kg

Giitegrad

=? 100 %
______________ Giitegrad

hy

KP —

- » s in kl/(kg K)

N §2=84 83

Abbildung 9: Der Prozessverlauf 1-2-3 im h-s-Diagramm.

Aufgabe 16.2: Wirkungsgrad eines
Erwarmungsvorgangs

Der erste Hauptsatz fiir offene Systeme lautet:
O+ Y Wa+W,=m-(h,—h)

Technische Arbeit ist nicht vorhanden, da es keine bewegten Festkorper (rotierende Wel-
le, bewegter Kolben) gibt. Es gibt nur Reibungseffekte zwischen den Wassermolekiilen und
Warmeverluste durch Konvektion und Strahlung. Beide Effekte werden als Warmeverluste
Querust (Irreversibilitdt) bezeichnet.

O, + Overlust =m + (hy — hy)

Die zugefiihrte Warme ergibt sich aus der elektrischen Leistung P, = 1200 W und der Dauer
der Warmezufuhr von 22,5 Minuten.

0,, = P, - Prozesszeit = 1200 W - 22,5 min = 1620 kJ

Mit der zugefiihrten Warme Q,, als Gesamtaufwand und m - (h, — h,) als echte Nutzwarme
folgt fiir den Wirkungsgrad:

_m- (hy = hy)

n
Qzu
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Aus der Wasserdampftafel III, Tabelle 16.6, Atmosphdrendruck p = 1 bar, erhalten Sie die
spezifische Enthalpie h, = 42,05 KkJ/kg (interpoliert) und h, = 335,0 kJ/kg.
_ 5kg-(335-42,05) K]
B 1620 kJ - kg

=0,9042 oder n=90,42 %

Alternative Rechnung: Stellen Sie sich vor, Sie legen eine neue Systemgrenze um den
Kochtopf mit Inhalt, sodass durch die Systemgrenze keine Warme flieBen kann. Sie hdtten
dann eine adiabate Systemgrenze, die einen sehr grofen Raum einschlie8t. Das neue System
ist dann ein abgeschlossenes System und die Warme, die nicht in den 5 kg Wasser bei 80 °C
vorhanden ist, befindet sich im Innern des neuen Systems. Insgesamt wird die Warme
Q,, = 1620 KkJ zugefiihrt. Im Wasser sind aber nur m - (h, — h;) angekommen. Wo ist der
Rest der Energie? In Verbindung mit dem Hauptsatz muss sich der Rest als Irreversibilitat
Overluge innerhalb der neuen Systemgrenze befinden. Dieser Rest ist aber (1 —#) - Q,, und
genau dieser Betrag wurde vom Wasser bei seiner Erwdrmung nicht aufgenommen. Man
kann auch sagen, dass das Wasser diese Irreversibilitdit wahrend der Prozesszeit laufend
in Portionen an den groflen Raum des neuen Systems abgegeben hatte. Infolgedessen
bekommt der Rest (1 — #) - Q,, noch ein Minuszeichen und wird als nicht genutzte Warme,
als Irreversibilitdt bezeichnet.

Z Wi = Overyse = —(1 = 1) - Oy
Der erste Hauptsatz lautet jetzt mit W, = o:
Qu+[-(0=n-0Q,1=m -(hy—hy)
Qzu + [_(Qzu - ’1 : Qzu)] =m - (h'z - hl)
m - (h, — hy)

1.Q,, =m - (hy —hy) oder 5= —n - 0,9042

Aufgabe 16.3: Wasser isobar erhitzen

Fiir Wasser gilt die Wasserdampftafel III unterhalb der Siedetemperatur J. Bei p = 1 bar und
20 °C, Zustand 1, folgt aus Tabelle 16.6:

3
ho=84 X wnd o, = 00010017 B
kg kg

Nach der Warmezufuhr von 360 KkJ/kg ist die spezifische Enthalpie im Zustand 2

h, = h, +360ﬂ =444E
kg kg

vorhanden. Ein Blick in Tabelle 16.6 zeigt, dass bei p = 1 bar die spezifische Enthalpie h, =

444 K] [kg groRer als h' = 417,51 k] /kg (Siedelinie) und kleiner als h” = 2675,4 kJ/kg (Taulinie)

ist. Der Zustandspunkt muss im Nassdampfgebiet liegen und hierfiir miissen die folgenden

Gleichungen benutzt werden.

hy=(h),=0—=x)-K +x-h'
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Mit h' = 417,51 KJ/kg und h” = 2675,4 kJ/kg wird der Sattdampfanteil x = 0,01173. Das be-
deutet, dass im Zustand 2 nur 0,01173 kg Sattdampf und 1 - 0,01173 = 0,98827 kg siedendes
Wasser vorliegen.

Die Volumendnderung der eingeschlossenen Masse betragt ((v,), — v;) - m.

3 3
(), =(1 —x)- v +x- 0" =0,98827 - 0,0010434 E‘—g +0,01173 - 1,694 r}i‘—g
3
m
=0,0209 2L
(UX)Z kg

3
AV =((v,), — v;) - m = (0,0209 — 0,0010017) rl?_g - 1kg =0,0199 m

Das Volumen hat sich von 1 Liter auf 20,9 Liter vergroert.

Aufgabe 16.4: Wie funktioniert ein Geysir?

Im Zustand 1 ist der Druck p, = 15 bar und der Sattdampfanteil x betrdgt 0,6. Es liegt Nass-
dampf vor, der nur kurzzeitig mit diesen Daten vorliegt, denn Erdwdrme heizt den Geysir
standig auf. Jedoch gehoren zu diesem Zustand die spezifische Enthalpie (h,), und das spe-
zifische Volumen (v,);.

(h)y=(1—x)-h +x-h"

(h),=(1-0,6) - 844,67 LU 0,6 - 2789,9 B 01 1.8 LY
kg kg kg

W) =1 =x)-0 +x-0"

3 3 3
(), =(1—0,6) - 0,0011553 = + 0,6 -0,1317 = = 0,0795 =
kg kg kg

Im Zustand 2 liegt, wegen des dynamischen Vorgangs, kurzzeitig der Druck bei 3 bar bei
einer Siedetemperatur (zum Siededruck 15 bar) von 198,29 °C. Es liegt iiberhitzter Dampf
vor und die Wasserdampftafel III, Tabelle 16.7, ist zustandig. Zum Druck 3 bar gehort die
Siedetemperatur 9¢ = 133,54 °C. Die aktuelle Temperatur ist 198,29 °C und deshalb ist der
Dampf {iberhitzt.

(hp), =2861,9 E_f]; (interpoliert, Tabelle 16.7)

3
(vp), =0,71357 I;:—g (interpoliert, Tabelle 16.7)

Die spezifische Enthalpiedifferenz betragt (h,), — (h,); = 850,1 kJ/kg. Ein Kilogramm
Nassdampf benétigt im Zustand 1 ein Volumen von 79,5 Liter. Im Zustand 2 jedoch 713,6
Liter. Dieser Platz liegt in der unterirdischen Kammer nicht vor, deshalb wir der Druck
explosionsartig anwachsen und den Ausbruch des Geysirs einleiten.
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Aufgabe 17.1: Isobarer Ausdehnungskoeffizient eines
Van-der-Waals-Gases

Fall 1) Ein ideales Gas wird untersucht:

Ein ideales Gas folgt immer der thermischen Zustandsgleichung p - v = R - T, wobei R die
spezielle Gaskonstante des zu untersuchenden Gases ist. Setzt man diese Zustandsgleichung
in die Definitionsgleichung fiir y ein und bildet die Ableitung dv/0T bei konstantem Druck
p, so folgt:

<@> _ 9 (R-T)_R of R
or/, 0T )/ p oT p
Also gilt fiir y:

1 (60)_1 R__R 1
» v p R-T T

r=3\Gr

Bei gegebener konstanter Masse m des Gases und mit v = V' /m erhdlt man eine gleichwer-
tige Form fiir y.

L (W my _ _m (&)=L (zy-lrv._1
Zym \Tor )" v \or),m v \or), TV TTT
Die Temperatur T ist in der Einheit Kelvin einzusetzen. Wenn der Druck eines idealen Gases
konstant bleibt, dehnt sich ein kaltes Gas stdrker aus als ein heifes Gas. Ein beliebiges

ideales Gas der Temperatur 7" = 300 K hat zum Beispiel den von R unabhdngigen isothermen
Ausdehnungskoeffizienten y = 0,00333 KL

Fall 2) Ein Van-der-Waals-Gas wird betrachtet:
Es gilt wieder allgemein:

L (2
=y \or),

Fiir ein beliebiges Van-der-Waals-Gas ist die Van-der-Waals-Zustandsgleichung die
Grundlage fiir die Ableitung 0V /dT bei konstantem Druck p.

2
<p+a1'/;l ) -V =n-b)=n-R-T
Leider lasst sich die Van-der-Waals-Gasgleichung nicht nach V = V(T, p = konstant) um-
stellen. So ist es nicht mdglich, tiber die Funktion V(T, p) die partielle Ableitung 0V /oT
zu bestimmen. Es gibt aber trotzdem zwei Moglichkeiten 0V /dT zu berechnen. Eine Mog-
lichkeit ist die Bildung der Ableitung aus impliziten Funktionen durch die Anwendung der
Euler’schen Kettenformel

Die zweite Moglichkeit soll hier vorgestellt werden. Stellen Sie die Van-der-Waals-
Zustandsgleichung nach der Temperatur um. Wozu fragen Sie? Weil es dann einfacher ist,
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0T /oV auszurechnen und danach den gesuchten Kehrwert 0V /0T zu bilden. Dieser Weg
wir jetzt eingeschlagen.

a-n? (V—n-b)_
<p+ V2>' n-R =T

Multiplizieren Sie diese Gleichung mit V' und ordnen Sie den Ausdruck.

Vip=V*.p-b-n+V-a-n*—a-b-n*=n-V*.R-T
Vi.p-V2.p-b-n+V-a-n>—a-b-n
n-vV:-R

Vep p'b an a-b-n

TR R VR VIR

T =

Bilden Sie die partielle Ableitung 9T /oV .
. -1 b2 (=2
T _ Py, @ n (=) a-b-n* (=2)

o n-R R V2 R V3
B_T_ P a-n _|_2~a-b'n2
Vv n-R RNR.V2 R-V3

Der Kehrwert lautet:

v _ 1

oT p_ _an 2-abn?’
n-R R-V?2 R-V3

aV 1

oT = p V3 an_ Vo | 2abnr’ n
nR V3 RV2 Ve R-V3

[ n-R-V3

or p-Vi—-a-n>-V+2-a-b-n’

In jedem Schritt waren qa, b, R, p und die Stoffmenge n konstant. Sie konnen die Gleichung

fiir den isothermen Ausdehnungskoeffizienten y eines beliebigen Van-der-Waals-Gases so

formulieren:

y—l- n-R-V3
V- \p-Vi-a-n-V+2-a-b-n)/,

y= n-R-V?2
p-Vi-a-n-V+2-a-b-n/,

Sicherlich ist Thnen bekannt, dass aus der Van-der-Waals-Gasgleichung mit a = 0 und
b =0 die ideale Gasgleichung entsteht. Diese Tatsache kann ausgenutzt werden, um
nachzupriifen, ob aus diese Gleichung fiir y auch der Ausdruck fiir eines idealen Gases nach
Fall 1 entsteht!

Nachweis: Sie bendtigen noch die Ausgangsgleichung der Form

Vip=V2p-b-n+V-an*—a-b-n*=n-vV*-R.T
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Setzen Sie in den beiden vorstehenden Gleichungen a = 0 und b = 0 ein.

y n-R-V2
ideales Gas P V3

Vip=n-V2.R.T
Aus diesen beiden Gleichungen kann n ermittelt werden und schlie3lich y.

_VipRVE
Videales Gas = VIR-T-p-V3 T

Der Nachweis ist erbracht!

Aufgabe 17.2: Zahlenbeispiel zum
Ausdehnungskoeffizienten der Luft

1) Luft ist ein ideales Gas. Die isobare Volumendnderung des Gases wird mithilfe des isobaren
Volumenausdehnungskoeffizienten y berechnet, der fiir jedes ideale Gas 1/T betragt.

VaVy-[I+y-(T =Tyl

Vav,- [1+l-(T—TO)]
TO

Der Index 0 kennzeichnet den Anfangszustand.
Vy=04m?, T, =273,15K, p, = 60 bar
Zustandsgrofen ohne Index stehen fiir den Endzustand nach der Temperaturerh6hung.

Die Volumendnderung V' — V, eines idealen Gases wird gesucht.

V—VonO-i-(T—TO)=0,4-m3- !

—— - (8°C
T, sk &9

Beachten Sie, dass eine Temperaturdifferenz von 8 °C auch 8 K entspricht. Die Volumenan-
derung (Volumenzunahme) betrdgt:

V =V, ~0,0117 m? oder V ~ 0,0117 m*> + ¥, = 0,4117 m?

Die prozentuale Volumenzunahme des idealen Gases belduft sich auf

V-V,
AV % = v -100% =29 %
2) Luft ist ein Van-der-Waals-Gas. In diesem Fall betrdgt der im vorangehenden Beispiel
bestimmte isobare Volumenausdehnungskoeffizient:

nO * m : V2
p-V3i—-a-n2-V+2-a-b-n’

}/:
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Fiir das gendherte Volumen V' =~ V) - [1 +y - (I' — T;;)] mit dem Volumenausdehnungskoef-
fizienten y eines Van-der-Waals-Gases im Anfangszustand 0 erhdlt man:

1 R Yy (T -Ty)
VaVy- |1+ (T -T,
0 p-VOS—a‘n(z)-Vo+2-a~b~n(3) 0

Die fiir Luft zustdndigen Van-der-Waals-Koeffizienten

6 3
dm® b =0,039 I
mol? mol

a = 1,41 bar -

konnen in Tabellen nachgeschlagen werden. R ist bekannt und somit ist nur die Stoffmenge
ny im Anfangszustand zu berechnen. Da die Luft in jedem Zustand durch die Van-der-
Waals-Gasgleichung beschrieben wird, ldsst sich n daraus berechnen. Fiihren Sie jetzt eine
Nebenrechnung durch, um die Stoffmenge n der Luft festzustellen.

Ein analytisch nicht 16sbares Polynom 3. Grades in n ist entstanden. Mit der iterativen
Fixpunktmethode kann die Stoffmenge n aus der ausmultiplizierten Van-der-Waals-
Gasgleichung berechnet werden.

24 34a- b . .
p-V—p-n-b+n;—n7—n§RT
Stellen Sie diese Gleichung nach der Unbekannten n um. Die Unbekannte muss allein auf der
linken Seite stehen. Auf der rechten Seite darf irgendeine Funktion mit n vorkommen.
1 24 3d- b)
e — -V —-=p-n-b + - — -
R-T <p R 7 75
Sie bezeichnen voriibergehend die rechte Seite mit f(n), die linke Seite einfach mit g(n) = n,
somit folgt: g(n) = f(n). Zeichnen Sie f(n) und g(n) gemeinsam in ein Diagramm ein. Geben
Sie auch die Einheiten vor und priifen Sie, ob Sie die folgende Gleichungen erhalten.

n

gm)=n
f(n) = 1056,75781 — 0,10303389 - n + 0,0001552 - n*> — 0,151331 x 1077 - n

Wie die grafische Darstellung zeigt, gibt es nur einen einzigen Schnittpunkt, der Fixpunkt
genannt wird. Dieser Fixpunkt gibt auf der n-Achse die Zahl fiir die gesuchte Stoffmenge an.
Erliegt in erster Schatzung zwischen n = 800 und n =1300 und bei einer zweiten Abschdtzung
(aus der nachfolgender Abbildung) zwischen 1112 und 1114.

Die Fixpunktiteration ist ziemlich einfach. Um mit jedem Schritt n ndherzukommen, bedarf
es zuerst einer Schatzung fiir n. Aus der Abbildung schdtzen wir einfach n = 1112,4. Dann
folgt g(1112,4) = 1112 und die Funktion f(1112,4) liefert den Wert = 1113,361. In der Abbildung
sind das die Koordinaten des Punkts P1. Nach dieser Schdtzung wird nicht ein zweites Mal n
geschatzt, sondern die erste Iteration ist durchzufiihren. Dazu nehmen Sie konsequent aus
f(n) das Ergebnis der durchgefiihrten Rechnung n = 1113,361 und setzen Sie diese Zahl als
neues n in einer weiteren Rechnung, der ersten Iterationsrechnung, bei g(n) und bei f(n) ein.
Mit dem Ergebnis der alten Rechnung wird eine neue Rechnung gestartet, deren Ergebnis
viel besser ist. Das geht so:

1. Iteration: Neues n = 1113,361 und es folgt g(n) = 1113,361 und f(n) = 1113,540

2. Iteration: Neues n = 1113,540 und es folgt g(n) = 1113,540 und f(n) = 1113,573

&
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3. Iteration: Neues n = 1113,573 und es folgt g(n) = 1113,573 und f(n) = 1113,580
4. Iteration: Neues n = 1113,580 und es folgt g(n) = 1113,580 und f(n) = 1113,581
5. Iteration: Neues n = 1113,581 und es folgt g(n) = 1113,581 und f(n) = 1113,581

In der Abbildung »Fixpunktprinzip« ist der Punkt P1 durch die Schdtzung entstanden. Der
Punkt P2 ist das Ergebnis der ersten Iteration und die Koordinaten des Punkts P3 stammen
aus der zweiten Iteration. Mit jedem Iterationsschritt kommen Sie ndher an den Fixpunkt
heran, der bei n = 1113,581 mol liegt. Nach der vierten Iteration konnen Sie die Rechnung
abbrechen, denn der Unterschied zwischen g(n) und f(n) ist akzeptabel gering.

Durch diese Prozedur der Schatzung und der zwingend nachfolgenden Iterationen ist jetzt
die Stoffmenge der Luft mit n = 1113,581 mol bekannt. Mit diesem Wert von n ldsst sich das
Luftvolumen im Zylinder bei der Temperatur 8 °C bestimmen.

Vav,- |l RV (T -T)
RVo- |1+ =1y
p-VO3—a-né-VO+2-a-b-n8

Mit y =0,0045 K~! ist das Volumen V = 0,414 m®. Die prozentuale Abweichung vom
Anfangsvolumen 0,4 m3 betragt AV % = 3,5%.

4 gn)
1114,0 + ,-g(m)=n
f(n) -

1113.6

1113,2

1112,8

1112,4

Losung:
n=1113,581 mol

1112,0 = | | |
| | |

1112,0 1112,4 1112,8 1113,2 1113,6 1114,0

Abbildung 10: Das Fixpunktprinzip ermittelt hier die Losung n = 1113,581 mol. Ausgehend
von einem Startwert wird iterativ die Losung angenahert.
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